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Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 
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TRAITÉ 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


CONSTRCCTION  DES  TABLES. 


^. 


l^Fous  avons  eicposé  dans  le  volume  précédent  la  théorie  des  Fonctions 
elliptiques  et  nous  en  avons  fait  l'application  à  plusieurs  problèmes  impor- 
tans  de  Géométrie  et  dé  Mécanique,  maintenant  nous  allons  qous  occuper 
dès  tables  qu'il  est  nécessaire  de  construire  pour  que  Pusa^e  dçs  Fonctions 
elUptiqùes  puisse  être  introduit  dans  l'analyse,  à  ]'mstat.,^es  Fonctions  cir-* 
cutaires  et  logarithmiques. 

Il  ne  peut  être  question  de  réduire  en  tables  les  fonctions  de  la  troisième 
espèce,  puisqu'elles  contiennent  deux  constantes  arbitraires  outre  la  va- 
riable principale',  et  qu'ainsi  il  faudrait  que  ces  tables  fussent  à  triple  entrée^ 
chose  tout-à-£iit  inexécutable.  Nous  rappellerons  seulement,  relativement  à 
ces  fonctions,  i"*.  que  le  caa  des  .paramètres  ima^aires  se  réduit  toujours  à 
celui  des  paramètres  réels ,  2*.  que  les  fonctions  complètes  de  ce  genre  s'ex- 
priment toujours  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ^ 
3^.  qu'il  y  a  une  infinilé  de  cas  particuliers,  déterminables  algébriquement, 
où  une  semblable  réduction  peut  avoir  lieu;  4**  qu'on  peut  pareillenient 
trouver  une  infinité  de  cas  où  une  fonction  donnée  de  troisième  espèce, 
est  réductible  indéfiniment  à  la  première  espèce;  5*.  enfin,  que  dans  tous  les 
cas  la  valeur  aussi  approchée  qu'on  voudra  de  toute  fonction  de  trcnsième 
espèce ,  peut  être  trouvée  par  des  séries  régulières  et  très  con vei^entes. 

Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  construire  des  tables  qui  représentent 
les  fonctions  de  première  et  de  seconde  espèce ,  calculées  pour  un  nombre 
déterminé  de  valeurs,  tant  du  module  c  que  de  l'amplitude  .9,  afin  d'en 
pouvoir  déduire  par  interpolation ,  les  valeurs  des  mêmes  fonctions  corres- 
pondantes à  toutes  valeurs  données  des  quantités  c  et  ^. 

Nous  allons  faire  voir  quels  sont  les  moyens  qu'on  peut  employer  pour 
T.  II.  I 
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parvenir  à  l'exécution  de  la  table  générale  que  nous  venons  d'indiquer  j  mais 
d'abord  nous  nous  occuperons  de  la  table  des  fonctions  complètes  qui  est 
d'un  u§age,  plus  fréquent  et  dont  la  construction  ne  présente  pas  de  si 
grandes  difficultés. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Du  calcul  des  fonctions  complètes. 

643..  JMous  supposerons  en  général  qu'on  veut  calculer  les  logarithmes  des 
fonctions  dont  il  s'agit  jusqu'à  14  décimales,  parce  que  ce  nombre  est  celui 
que  comportent  les  tables  les  plus  étendues  qui  aient  été  publiées  jusqu'à 
présent,  savoir  :  VArithmetica  logarithmica  de  Briggs  et  la  Trigonometria 
Britannica  du  même  auteur.  Les  exemples  que  nous  apporterons  dans  cette 
hypothèse  feront  juger  aisément  des  simplifications  dont  les  calculs  sont 
susceptibles,  lorsqu'on  ne  voudra  obtenir  que  dix  ou  un  moindre  nombre  de 
décimales  exactes. 

On  verra  bientôt  que  les  mêmes  données  qui  servent  à  calculer  les  fonctions 
F'c,E*c,  servent  aussi  à  calculer Jes  fonctions  complémentaires F'&,  E*i;  c'est 
pourquoi  nous  ne  considérerons  que  les  valeurs  de  c  moindres  que  sin  4^^- 
Lorsque' le  module  proposé  sera  plus  grand  que  sin  4^%  on  échangera  entre 
elles  les  lettres  c  et  i,  afin  que  c  désigne  toujours  Iff  plus  petite  des  deux. 

Il  faut  d'abord  former  l'échelle  des  modules  c,  c°,  £?**•,  etc.  et  celle  de 
leurs  complémens  b ,  b^^  b"^,  etc.  j  mais  le  nombre  de  termes  à  calculer  varie 
suivant  la  grandeur  du  module  primitif,  et  il  importe  d'établir  des  divisions 
générales  qui  fixent  d'une  manière  précise  le  nombre  de  ces  termes. 

644-  Le  but  qu'on  se  propose  étant  d'obtenir  autant  qu'il  est  possible 
i4  décimales  exactes,  si  on  est  parvenu  à  un  terme  bf*  tel  que  —  logft* 
soit  moindre  qu'une  demi- unité  décimale  du  i4*  ordre,  alors  on  pourra 
regarder  log  bf*  comme  nul ,  et  à  plus  forte  raison  les  termes  suivans'log  b^+  * , 
logft^^,  etc.;  ainsi  ft"—'  sera  le  dernier  des  termes  i,  A^,  b""""^  dont  il  faut 
tenir  compte. 
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La  série  des  modules  c,  c%  c*%  etc.  comprend  toujours  un  terme  de  plus; 
elle  devra  par  conséquent  être  terminée  au  module  o^.  La  raison  en  est 

qu'on  a  alors  c^ssCtc'*"^**!!!!^)  et  qu'ainsi  le  logarithme  de  A^""'  est 

nécessaire  pour  composer  la  valeur  de  log  c/*. 

Passé  le  terme  €/•,  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  suivant  c^+' ,  parce 
ifÊf  on  aura  sans  erreur  sensible  £?^' =3  (^e/*)*,  et  qu'ainsi  la  quantité 

—  log  —  ne  change  pas  en  mettant  ft  +  i  à  la  place  de  f*. 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  connaîtra  les  limites  des  différens 
cas,  en  commençant  par  déterminer  la  valeur  du  module  c  qui  donne 
pour  son  complément  logis — H^^)*"**- 

Le  module  supposé  c  étant  extrêmement  petit,  on  a  d'une  manière  suf- 
fisamment exacte  6=1— ^c*  et  logi  =  —  T'ywî'C*);  donc  c*  =  M(io)""'^ 
et  c  =  (io)-' V/M,  ou 

loge  =  3. 1811078. 

Si  on  assimile  c  au  sinus  d'un  arc,  on  trouvera  que  cet  arc  n'est  qu'une 
fraction  de  seconde  et  qu'on  a  c  =  sino''o3i3. 

Il  faut  maintenant  partir  de  ce  module  très  petit  pour  former  la  suite 
des  modules  croissans  c,  c\  c",  c''',  etc.;  c'est  un  calcul  qu'on  pourra  faire 
d'une  manière  sufiisamment  exacte  pour  notre  objet,  par  une  table  à  sept 
décimales .  seulemen  t . 

On  aura  d'abord  c'  =  — 7-^,  ou  simplement  c/  =  2v/c,  ce  qui  donne 

log  c'  =  6 .  89 1 5839  et  ^  =  sin  o^^a'V'?^- 

Pouravoirc''jefai8c'=tang46,j'ai/tangifl=8.44579i9,^6=i*35'55''78, 
6  =  3*  I  i'5i"56;  donc  c''  =;  sin  3^i  i'5i''56  et  log  c'' = 8 .7464836. 

Si  on  fait  de  nouveau  c"  =  tang*  î  fl',  on  aura  /  tang  7  fl'  =  9. 373114 > 8, 
16'=  i3*i7'i8"84,  fl'  =  a6*34'37"68  ;  donc  d""  =  sin  36*34'37''68  et 
lijgc"'  =  9.6506981. 

Soit  enfin  c^^zstang-^G'',  on  aura  /tangiô"=9.825349o,  ifl"=33*46'4o''i5, 
6"=67*33'2o''3o;  donc  c'^=sin67*33'2o''3o  et  log  0*^=9.9657898. 


O  Dans  tous  les  calculs  logarithmiques  qui  suiTent,  nous  désignerons  coostamment 
par  la  lettre  m^  le  nombre  connu  o .  434^9  >  etc.  dont  le  logarithme  est  9. 63758  43 1 1 3  oo537 
et  par  la  lettre  M  son  inverse  a .  SoaSS^  etc. ,  dont  le  logarithme  est  o .  3622 1  56886  99463 . 

I .  • 
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645.  Il  résulte  des  calcub  préc^eus,  1*.  que  depuis  ess:  sin  67^33'  jus- 
qu'à c  =  sin  a6^34',  on  devra  se  borner  à  calculer  les  '  quatre  termes  by  b^^^ 
*••,  i*-^  et  les  cinq  CjCPjà^y  c*-,  c^**  j 

2°.  Que  depuis  es  sin  a6*34'  jusqu'à  csssin  3*i  i',  on  n'aura  à  calculer 
que  les  trois  termes  i,  i%  b^^fi^  fes  quatre  c,  (fy  c*',  (f^^y 

3*.  Que  depuis  c  =  sin  3*i  l' jusqu'à  c  =  sin  o*2'4o",  il  suffira  de  calculer 
les  deux  termes  J,  i°,  et  les  trois  c,  c%  c****;  ^ 

4".  Que  depuis  c  =  sin  o*2'4^"  jusqu'à  c  ==  sin  o"o3 13,  il  suffira  de  cal- 
culer le  terme  by,  et  les  deux  Cy  c^^- 

5"*.  Enfin  qu'au-dessous  de  c=sin  o''o3i3,  on  n'a  besoin  que  du  seul 
terme  c. 

Tel  est  le  nombre  des  ternies  de  la  série  des  modules  et  de  celle  de 
leurs  complémens,  qu'il  sera  nécessaire  de  calculer  dans  les  différens  cas, 
îpour  obtenir  14  décimales  exactes  dans  les  logarithmes  des  fonctions  F'c, 
t^Cy  V*by  E'&.  rfous  allons  fiiire  voir  maintenant  comment  les  calculs  de 
ces  modules  peuvent  être  effectués  de  la  manière  la  plus  facile. 

Formation  de  téchelle  des  modules. 

646.  Connaissant  les  logarithmes  de  c  et  6,  il  s'agit  de  trouver  ceux  des 
termes  suivahs.c*  et  b".  Pour  cela,  soit  c*=x,  l'équation  ftv=2v/(ic°) 

donnera  arcs  v   .  ^-  (1  —  x*) ,  et  en  ùisant  p  =  ^^p- ,  la  valeur  de  x  dé- 
veloppée en  série  r^ulière  sera 

Mfdsil'impôrte  de  calculer  directement  logx;  or  la  valeur  ar=  ^ — ^O — 
donne 

d'où  l'on  tire  en  intégrant,  * 

Ces  logarithmes  sont  hyperboliques;  peur  les  changer  en  Ic^arithmes  vul- 
gaires, il  faut  multiplier  les  parties  algébriques  par  m;  c'est  pourquoi  fai- 
^aant 
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on  aura  log  a*  ou 

log  c*  =  log  ;?  —  P     et     log  6*  ==  — ;^  P; 

ainsi  on  connaîtra  à  la  fols  log  d*  et  Ibg  h^. 

La  même  formule  servira  à  calculer  les  termes  !)••  et  b^^  au  moyen  des 
deux  pr<5cédens  c°,  6®,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  formé  l'échelle 
entière  des  modules  dans  les  limites  déterminées  par  l'art.  645. 

Nous  remarquerons  qu'en  supposant  toujours  qu'on  veuille  obtenir  i4  dé- 
cimales exactes,  la  valeur  de  P  ne  comprendra  jamais  plus  de  trois  (ymes; 
on  trouvera  même  que  le  troisième  ne  devient  nécessaire  que  lorsque  c  est 
peu  éloigné  de  la  limite  sin  4^^;  dans  les  autres  cas,  il  suffira  des  deux  pre- 
miers termes  mp^  —  \  mp^^  et  souvent  du  seul  premier  terme  mp^, 

647.  Si  la  première  valeur  du  module  c  est  donnée  sous  la  forme  cz=zs\xAf 
et  qu'en  même  temps  l'angle  6,  ainsi  que  sa  moitié,  se  trouve  directement 
et  sans  interpolation  dans  les  tables,  alors  on  aura  immédiatement  les  quatre 
modules  c,  i,  c%  A*,  par  les  formules 

c=sinfl,     J  =  cos9,     c**  =  tang»i9,     ft's-^rz- 

On  calculera  ensuite  les  termes  c**,  b^  en  les  déduisant  des  termes  précé- 
dens  c%  i%  par  les  formules  de  l'article  précédent.  C'est  ainsi  qu'on  a  pro- 
cédé dans  les  calculs  qui  ont  servi  à  former  la  Table  générale  des  fonctions 
E'c,  F'c  dont  nous  parlerons  bientôt. 

'  648.  Si  la  valeur  de  c  est  donnée  en  nombres  rationnels  assez  simples,  il 
pourra  être  facile  de  trouver  les  valeurs  logarithmiques  de  6,  c^,  i&?  au 
moyen  des  formules  # 

et  pour  cet  effet  on  epaploiera  la  Table  connue  qui  donne  jusqu'à  i5  ou 
^o  décimales,  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  ii6i,  ou  même  de  i 
à  1200.  Les  calculs  seront  encore  plus  faciles  si  la  valeur  de  b  est  donnée 
immédiatement  en  nombres  simples. 

Si  on  ne  connaît  que  loge,  dont  le  double  sera  loge%  on  cherchera  dans 
une  Table  ordinaire  à  sept  décimales,  un  nombre  qui  approche  de  c*  jus- 
qu'à la  sixième  ou  la  septième  décimale  ;  on  transformera  ensuite  cette  va- 
leur en  fraction  continue,  afin  d'obtenir  une  fraction  ordinaire  exprimée  en 
nombres  asse^simples  qui  approche  beaucoup  de  la  valeur  de  c^.  Cela  posé , 
on  appliquerlna  formule  suivante  qui  sert  à  trouver  facilement  log  (i»f-A)  ^ 
lorsqu'on  connaît  jpg  A  : 


t 
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log  A  =s  Ic^  <i  4-  '■j 

log(i=bA)  =  log(i±«)=b^(,  +  ^); 
et  pour  faciliter  le  calcul  de  cette  formule,  on  fera 

et  on  aura 

log  (  I  d=  A)  SE  log  (  I  d=  â)  rb  R. 

Potc  moyen  de  log  c%  on  connaîtra  donc  log  (i  — 'C'),  ou  2  log  6;  ensuite 
il  faudra  trouver  log  (1  +  i),  ce  qui  se  fera  par  l'applicatiou  de  la  même 
méthode.  Enfin  connaissant  Iog(i  -^b),  on  aura  immédiatement  les  loga- 
rithmes de  (f  et  i"*,  par  les  formules 

^~(i4-J)"  TTlî' 

649*  Si  on  ne  veut  pas  pousser  l'approximation  au-delà  de  dix  décimales, 
le  calcul  des  premiersviodules  se  fera  sans  difficulté  par  les  Tables  de  Ylacq 
ou  de  Yega,  en  faisant  les  interpolations  nécessaires,  et  ayant  égard  aux 
secondes  différences.  On  peut  à  cet  effet  suivre  deux  méthodes  différentes. 

i^.  Étant  donné  log  c  ou  log  sin  fl,  on  cherchera  l'angle  6  avec  tout  le 
degré  d'exacUtude  que  la  Table  comporte,  c'est-à-dire  en  calculant  les  frac- 
tions de  seconde  jusqu'à  la  cinquième  décimale  au  moins  j  9  étant  connu , 
on  aura  par  les  interpolations  ordinaires,  les  Ic^arithmes  des  quantités  ^, 

^,  i%  savoir  :  6  =  cos8,  c*=:tang»i6,  i*=ii--î-. 

Ces  calcuiPpourraient  être  faits  de  la  même  manière ,  lorsqu'il  s'agira  de 
trouver  c^  et  b^;  mais  ils  deviendraient  plus  compliqués,  et  les  interpola- 
tTons  moins  exactes  à  raison  de  la  petitesse  du  nouvel  angle  6.  Il  sera  donc 
préférable  alors  de  se  servir  de  la  méthode  de  l'art.  646. 

2^.  Pour  éviter  les  interpolations  assez  pénibles  qu'exige  la  méthode 
précédente,  oii  peut  opérer  comme  il  suit. 

L'angle  6  auquel  répond  /  sin  6 ,  tombe  toujours  entre  deux  angles  de 
la  Table ,  qui  ne  différent  entre  eux  que  de  i  o".  Soit  a  celui  des  deux 
qtd  est  multiple  de  20^' y  et  soit 

/  sin  0  =  /  sin  a  +  '*; 
on  déduira  de  là  , 

/  cos  8  =  /  cos  a  —  r  tang*  afi+  — ~j , 
/  lang  i  «  =  /  tang  ^  a  +  ^^  (  i  +  î  Mr  lang*  a). 
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Ainsi  on  connaîtra  les  logarithmes  de  b  et  xle  c^  ;  ensuite  on  aura  celui 
de  b""  par  la  formule  b^  =  — ^^^ — -. 

Si  l'on  fait  /  cos  9  =  /  cos  a  —  R,  /  tang  ^  fl  =*/  tangj  a  +S,  le 
calcul  des  corrections  R  et  S  deviendra  fort  simple  par  le  moyen  suivant. 
Soit  r'  =  r  tang*  cl  ,  ou  aura 

log  R  =  logf^  +  7^+  r, 

Au  reste  il  n'est  point  à  craindre  que  les  erreurs  se  multiplient  dans  ces 
calculs ,  puisqu'on  suppose  toujours  8  ou  ce  <  4^®. 

Formules  pour  le  calcul  des  quatre  fonctions  F'c,  £*c,  F'b,  Ë'&. 

65o.  Nous  partons  toujours  de  l'hypothèse  que  l'on  veut  avoir  les  lo- 
garithmes de  ces  quatre  fonctions,  approchés  jusqu'à  la  quatot*ziéme  dé^ 
cimale  ;  d'ailleurs  on  peut  toujours  supposer  c  ^  sin  45*.  Cela  posé,  nous 
commencerons  par  le  cas  qui  exige  les  plus  longs  calculs,  celui  où  le  module 
c  est  compris  entre  sin  45^  et  sin  s6*  34'  ;  alors  l'échelle  des  modules  doit 
être  prolongée  jusqu'aux  termes  i***,  €?•*••,  inclusivement.  Les  autres  cas 
seront  susceptibles  de  diverses  simplifications  à  mesure  que  le  module  c 
deviendra  plus  petit. 

Les  valeurs  de  F'c,  E'c  se  trouvent  d'abord  immédiatement  par  les  for- 
mules 

E'c  =  LF'c ,      L  =  ^  (  1  —  7  à'^c'^''  —  î  c**c'»*c*>«°). 

Pour  simplifier  le  calcul  du  coefficient  L,  j'observe  que  les  deux  termes 
1.  £^0*^00  ^ ,  ^  «  ^000  j  peuvent  se  réduire  à  un  seul  ;  car  on  a  d'une  manière 

suffisamment  exacte,  i  +  ^  c*^  =  v/(i  +  c°^)  =\/(""^^  î  d'^^*  autre 


;ooo 


Ainsi  faisant  rss  5  c^c^^.^ — ,  on  aura 
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E'c  =  jn  F'c  (  I  —  r). 

Iw^rsque  c  est  donné  sous  la  forme  sin  6 ,  et  que  l'angle  B  ainsi  que  ?  6  >  se 
trouve  immédiatem^t  dans  les  Tables,  on  a  plus  simplement 

2^  =  cosMÔ. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  log  (^  —  r) ,  ce  que  Ton  fera  par  la  for- 
mule log  (i— r)  =  —  iwr  —  i  /Tir*  —  j  mi^,  dont  il  suffira  de  calculer 
trois  termes  au  plus. 

Le  premier  terme  mr  de  cette  valeur  peut  être  calculé  avec  une  précision 
suffisante  par  des  Tables  à  dix  décimales  ;  car  il  ne  peut  avoir  au  plus 
que  dix  chiffires  significatifs  :  et  quand  même  il  y  aurait  une  erreur  d'une 
ou  de  deux  unités  sur  le  dixième  chiffre  significatif,  qui  sera  au  rang  de 
la  quatorzième  décimale ,  cette  erreur  sera  confondue  avec  ceUes  dont  les 
autres  logarithmes  sont  susceptibles  ;  car  en  poussant  l'approximation  jus- 
qu'à la  quatorzième  décimale,  on  ne  peut  prétendre  que  la  quatorzième 
décimale  sera  toujours  exacte. 

65 1.  Tenons  maintenant  au  calcul  des  fonctions  complémentaires  F*b  ^ 
£'&.  Les  formules  des  art.  7a  et  g2  donnent ,  après  avoir  échangé  entre 
elles  les  lettres  b  et  c  y  et  en  supposant  fjizss^y 


F'*  = 

K',        4 

E'*  = 

=  L'F'A  +  ^,. 

K'  =  ^(P^ , 


On  voit  d'abord  qu'on  a  exactement  K^  =  R,  et  qu'ainsi  K!  est  déjà  connu; 
ensuite  pour  changer  les  logarithmes  compris  dans  ces  formules  en  loga- 
rithmes vulgaires ,  soit  A  =  r;  log  -~  ;  ce  logarithme  tiré  immédiatement 
de  la  série  des  modules,  sera  un  logarithme  vulgaire,  et  on  en  conclura 

F'i  =  KMh. 

Pour  calculer  E^b ,  il  &ut  connaître  le  coefficient  U  ;  or  les  formules  des 
art.  cités,  donnent,  après  les  permutations  convenables, 

V  =  c\/<f  —  c^ibà^à^)  —  c  ^(*f!Ç^')  —  etc. 

Cette  suite  est  fort  convergente,  mais  ou  peut  lui  donner  une  forme  plus 
commode  ;  en  effet,  on  a  les  équations 
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y{b(f)  =5  i  ôV ,  d'où  résultent  {/{bà'c'»)  =  ^  ¥c\/c'" , 

etc.  etc. 

donc 

U  =  cv/^°  —  ¥  c*A*  v/^**  —  k  c^(fb'^\/d^''  —  f  c'cV'^i***^/^***'*  —  etc. 
Pour  rendre  cette  expression  tout  à  fait  rationnelle,  on  substituera  les  va- 
leurs  i/c'  =  -  (i  4-  c') ,  i/c**  =  —  (!+€?••),  etc.  ;  et  en  observant  qu'on  a 


»oo  .  ___  >«ooo 


A*  =  — j — TT ,  i°°  =  -T-ï — TTT ,  etc. ,  il  viendra  enfin 


C* 


L'  =  -(  I  +£?•)  —  ^cV  (i  —  ^*»*)  —  ^ c'c°c**(i  —  c*»*)  —  etc. , 

ou 

L'  =ac  i  c'  +  J  cV  +  ^  c^c'c**»  +  -^  d^C'c^'^c''''''  +  etc. 

Comparant  cette  expression  avec  celle  du  coefficient  L  (art.  90)  qui  sert 
à  déterminer  E'c,  on  trouve  exactement  L'  =  1  —  L.  - 

Ce  résultat  aurait  pu  se  déduire  directement  de  notre  théorème  sur  les 
fonctions  complémentaires ,  savoir  y 

car  en  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  F'c  =  -  R^  E'ccsLF'c?, 

E'i  =  LT*A  +  ^ ,  on  trouve  immédiatement 

L'  =  I  —  L; 

ainsi  on  a  une  nouvelle  vérification  du  théorème  dont  il  s'agit. 

65^.  Il  suffît,  pour  l'approximation  que  nous  voulons  obtenir ,  de  prendre 

mais  ces  quatre  termes  seraient  peu  commodes  pour  le  calcul  logarithmi- 
que ,  et  on  va  voir  qu'ils  peuvent  être  réduits  à  deux. 

En  eflTet  soit^  ==  i  +  5  lî*  +  ^  c^c**  + 1  c^d^à^y  j'observe  d'abord  qu'on  a 
1  +  c-=  ^^i  donci+ic*(i  +  c**)5=  1+  v^c^,  et 

c 

7"  5=  I  H- /«^  —  i  c*c~  (  I  —  i  «^). 
T.  n.  a 


I 


\ 
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La  seconde  partie  de  cette  valeur  se  réduit  a  un  seul  terme ,  parce  qu'on 
a  avec  une  exactitude  suffisante, 

il  en  résulte 
Mais  on  a 

et  cette  valeur  se  réduit  ultérieurement  à  -jr  •  -r/rj  ;  donc  si  on  fait .... 

,  +  v/c"  =  Ç,  on  auraC*=^'.*-  =  K«.i^,  et?:  =  K'(^)'   Cela 
posé,  la  valeur  de^  devient 


c^'c'^ 


et  le  second  terme  se  réduit  à  ^ .  -^  (ô***)*  ;  donc  enfin  on  aura 

L'=i«-R'(|:)'(.-i^(W>- 

Par  ces  transformations  non-^seulement  la  valeur  de  h'  est  réduite  à  deux 
termes  ;  mais  le  second  de  ces  termes  reste  toujours  très  petit  par  rapport 

au  premier  ;  j'observe  d'ailleurs  que  le  fecteur  (A***)*,  très  peu  différent  de 
l'unité ,  peut  être  omis  a^s  qu'il  en  résulte  une  erreur  d'une  unité  déci* 
maie  du  quatorzième  ordre  sur  le  log.  de  L',  et  encore  moins  sur  celui 

deE*. 

653.  Cela  posé,  le  calcul  de  E'i  se  fera  par  les  formules 

E'i=i(.+A), 

A  =  iHl«F.*.(P'(.^i^> 

Nous  avons  fait  voir  d'ailleurs  comment  du  log*  connu  de  A  on  déduit 
log  (i  +  A);  ces  formules  jointes  à  celles  que  nous  avons  déjà  trouvées, 
savoîv, 


lOOO 
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sont  ce  que  l'analysé  parait  offrir  de  plus  simple  pour  calculer  jusqu'à  la 
quatorzième  décimale,  les  logarithmes  des  quatre  fonctions  F'c,  E'c,  F'A, 
E'i,  dans  le  premier  cas  de  l'art.  645 ,  c'est-à-dire  lorsque  le  module  c  est 
compris  entre  sin  45*  et  sin26*'34'. 

654.  Ces  formules  se  simplifieront  encore  lorsqu'on  voudra  obtenir  une 
moins  grande  approximation  y  ou  lorsque  c  sera  plus  petit  que  sin  26*  54^> 
parce  qu'alors  il  y  aurait  moins  de  termes  à  calculer  dans  la  série  des 
modules. 

Ainsi  depuis  c  =  sin  sô*  34'  jusqu'à  c  =  sin  3*  1 1',  ou  depuis  c  =  0.447 
jusqu'à  c  =  o.o558,  on  pourra  faire ô°®*^  =  i ,  et  prendre  (f^^  pour  le  der- 
nier terme  de  la  suite  des  modules,  ce  qui  donnera 

Ces  formules  conviennent  au  second  cas  de  l'art.  645. 

655.  Le  troisième  cas  à  considérer  est  celui  où  c  est  compris  entre  sin 
3®  1 1'  et  sin  2'  4^'S  c'est-à-dire  entre  o.o558  et  o,  000776.  Alors  on  pourra 
faire  ô®*  =  i ,  et  prendre  c®*  pour  le  dernier  terme  de  la  série  des  modules  ; 
on  aura  donc  pour  déterminer  F'c  et  E'c,  les  formules 


K 


=  V/(Ç)^     F'-=Î^K^.     E'.  =  ^(x-i.-.-). 


Dans  la  dernière,  le  &ctcur  i  — -5  c^*à^  qu'on  peut  représenter  par  (i**)^, 
ne  peut  produire  au  plus  que  deux  unités  dans  le  quatorzième  ordre  de 
décimales ,  car  la  limite  supérieure  de  c  est  déterminée  par  la  condition 
que  log  i*®  n'est  que  d'une  demi-unité  de  cet  ordre.  Ainsi,  peu  après  cette 

limite,  on  pourra  négliger  tout-à*fait  ce  facteur,  et  faire  E'€?  =  ^. 

Dans  le  même  cas,  lès  fonctions  F'i,  E'^  se  calculent  par  les  formules 

et  on  remarquera  que  le  facteur  i  —  \y^  ne  peut  donner  au  plus  qu'une 

unité  décimale  du  onzième  ordre  :  ainsi  il  devra  être  négligé  si  on  se  borne 

I  - 

à  dix  décimales;  alors  on  aurait  simplement  £'i=s^(i  -J-^c^K^F'A). 

2«. 
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656.  Ces  formules  sont  déjà  réduites  à  un  tel  degré  de  simplicité  y 
qu'il  serait  presque  inutile  de  £eâre  mention  des  deux  derniers  cas  de  l'ar- 
ticle 645  ;  l'un  où  l'on  peut  faire  i^ssi,  K  =  -^,A==^Z4  =  ' 

■+•  7  /  T  ;  l'autre  où  l'on  peut  faire  6  =  1,  K  =  i ,  A=  log-. 

Il  ne' reste  plus  qu'à  faire  voir  dans  quelques  exemples,  l'application 
des  formules  précédentes:  nous  commencerons  p^r  le  cas  où  il  &ut  ap- 
porter le  plus  de  précision  dans  les  calculs,  mais  qui  offre  plusieurs  moyens 
de  vérification;  et  pour  mieux  juger  de  l'exactitude  des  formules,  nous 
ne  négligerons  les  décimales  qu'au-delà  du  quinzième  ordre. 

EXEMPLE  I.     c  =  sin45*. 

657.  On  aura  c^  =  tang*  22'  j  =  (  \/2  —  1  )*,  A*  =  2  1/—  ,  ce  qui 
donne  d'abord  les  logarithmes  suivans  , 

Cyb...  9«84g4S  5oo!ii  68010 
tang22''|...  9.61722  43146  62137.  •. i*.  • .  9.99351  18092  4^1 13 
if 9.23444  86293  24374. 

Pour  trouver  les  termes  suivans  &*""  et  A***,  on  calculera  par  la  méthode 
de  l'art.  646,  d'abord  p^  ensuite  les  différas  termes  qui  composent  P,  et 
que  nous  désignerons  ici  par  i),  2),  3). 

Je* 8.93341  86336  60293  /?•....  5.74665  09161  57 

(yc°)'...  7.86683  72673  2o586  m....  9.63778  43ii3  00 

i* 9.99351   18092  4^113  i). ...  5.38443  52274  57 

p 7.87332  54580  78473  ^•.  ..  5.74665  0916 

f . . . .   o. 17609   1259 

2).  . .  1 .30717  74 
p^.  . .  5.74665  09 
^...  0.34678  7 

3)....  7.40061  5. 

D'après  les  logarithmes  trouvés  des  trois  parties  de  la  valeur  de  P,  le  pre- 
mier terme  1)  se  trouve  par  des  Tables  à  dix  décimales,  0.00002  4234564925; 
.   mais  comme  on  pourrait  craindre,  dans  ce  cas,  que  la  quatorzième  déci- 
male ne  fût  pas  exactç,  et  encore  moins  la  quinzième,  voici  le  moyen  d'ob- 
tenir une  plus  grande  précision. 
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658.  Il  s'agit  de  trouver  le  nombre  A   d'après   son   logarithme 

5.5844^  52374  57;  je  trouve  dans  les  Tables  qu'en  faisant  a  =  0.0000  2423, 

on  a 

log  rt=  5.33435  3414*  37, 

logA=  5.38443  52274  57, 
r=  8  i8i33  20, 

ce  qui  donne  log  A  =  log  û  4-'';  donc   A  =  ae^'',  A— û=û(e^^''— 1) 
=  «eiMr  (e4Mr_e-iMr^^  ^M/^iMr^,  +^  .  ^  +  7^  •  ^);  et  enfin, 

Yoici  le  calcul  de  cette  formule  :  • 

r 5.91282  4oi68 

a 5.38435  34141 

M 0.36221  56887 

jr 4  09067 

■^  Mr». . .  6 

A  — û. ..  1.65943  40269     A  — a=  o.  00000  00045  64929 

a,. .  o. 00002  4^3 

A=  0.00002  4^345  64929. 

On  voit  que  la  formule  pourra,  dans  des  cas  semblables,  être  réduite  aux 
deux  premiers  termes,  de  sorte  qu'on  aura  log  (A  —  fl)  =  /(aM/*)  +-ïr,  et 
l'usage  en  sera  extrêmement  facile;  d'ailleurs  il  suffît  de  calculer  log(A— -â) 
avec  sept  décimales ,  pour  en  tirer  la  valeur  de  A  exacte  jusqu'à  la  quinzième 
décimale. 

659.  Nous  venons  de  trouver  la  valeur  du  premier  terme  i  )  de  P3  les 
termes  s}  et  3)  s'obtiennent  sans  difficulté  par  leurs  logarithmes  :  ainsi  on 
en  conclura 

i)...  o. 00002  42345  64929 
2)  —  20  285ii 

3)  +  252 

P  =  0.00002  4^325  36670    ^P....  0,00001  21 162  68335 
p....   7.87332  54580  78473    *••....  9*99998  78837  3i665 

c*'...  7.87330  12255  4i8o3. 
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Connaissant  c'*  et  i°°,  on  se  servira  de  la  même  méthode  pour  en  déduire 
c°^  et  i***;  mais  la  quantité  P  se  réduisant  à  son  premier  terme  m;>*,  le 
calcul  se  simplifie  beaucoup. 

^c**"....   7.57227   12298  77822  p^....  0.28910  9i5 

(^^•)V.   5.14454  24597  55644  rn 9.63778  43i 

1:6°^...  I  21162  68335  P 9-92689  346 

P 5.Ï4455  4^7^o  ^^979 

P 84507  jP....  o.ooooo  00000  43^54 

c^° 5.14455  45759  39472  *«•%..  9.99999  99999  57746. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  le  terme  c®**' ,  ce  qui  se  fera  simplement  par 

la  formule  c^«  =  (  ^  c**^  )*  ^. 

ic*»^^..  4.84352  458oa  75491 
9.68704  91605  50982 

42254 
c<^<^. .  .  9.68704  91605 "93236. 

660.  Ayant  formé  ainsi  l'échelle  entière  des  modules ,  nous  calculerons 
d'abord  K  et  F*c,  comme  il  suit  : 

l o.i5o5i  49978  31990 

6* 9*9935i  18092  43^13 

A- 9-99998  78837  3i665 

^^••••-  9-99999  99999  5^7746 

K* 0.14401  469^^7  635i4 

K 0.07200  73453  81757 

^TT....  0.19611  98770  3oi53 

F'c.  . . .  0.26812  72224  11910. 

Pour  calculer  ensuite  E'c,  on  commencera  par  former  le  logarithme  de  r 
qu'il  suffit  ordinairement  d'exprimer  avec  dix  décimales ,  mais  que  pour 
plus  de  sûreté  on  peut  porter  jusqu'à  douze;  ensuite  on  en  déduira  les 
différens  termes  de  log(i  -— r)  que  nous  désignerons  à  l'ordinaire  par  i), 
3),  3), 


N 
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c°» 8.46889  73586  485  r 6.04117  i5i75  72 

7C®® 7.57227  12298  778  m g.63778  43ii3  00 

l:l/*•^...  30290  671  1) 5.67895  58288  72 

\/h'^ —  211  \r. 5.74014  i5 

r 6.04117  i5i75  72      2) 1.41909  73 

|r. . . . .  5.865o8  o 

3) 7.284*7  ?• 

La  valeur  du  premier  terme  i)  se  trouve  par  les  Tables  à  dix  décimales, 
o. 00004  77480  7077;  pour  la  dëtermiirer  avec  plus  de  certitude,  et  jusqu'à 
la  quinzième  décimale,  on  fera  usage  du  moyen  indiqué  art  658. 

Soit  â  =  o. 00004  775,  on  aura 

log  0=5.67897  33759  20 
log  A  =  5.67895  58a88  72 


iAi«i*i 


r  =  I  75470  48  log  A  =  log  a  —  r. 

r 5.24420  4^4'  log(a-— A)  =fe:log(aMr)  —  \r. 

M 0.36221  56887  a  —  A=  0.00000  00019  29232 

a •••  5*67897  33759  a  =  0.00004  775 

ir. —  87735  A=  0.00004  77480  70768 

a  —  A . . . .  1 . 2853S  43552 . 

On  voit  combien  la  première  dâ;ermiûàiion  de  A,  par  les  Tables  à  dix 
décimales,  était  approchée,  et  on  eu  conclura  que  l'usage  de  ces  Tables 
sera  toujours  suffisant  dans  tes  cas  ordinaires^  lorsqu'on  ne  veut  pas  obter 
nir  plus  de  quatorze  décimales. 

Les  deux  autres  termes  2)  et  3)  de  la  ¥aleur  d\;  log  (1 — r),  se  trouvent 
sans  difficulté  par  leurs  Togantliines,  et  on  en  dédiiit  le  résultat  suivant  pour 
log  E'^. 

i)...   0.00004  77480  70768         F*c...   0.26812  72224  11910 
2). . .  26  24807        ^-  •  •  •  9-'8624fi  ï3836  83782 

3). . .  192  o.  i3o58*  86060  95692 

/(i — r)= —  0.00004.  77506  95767  4  77506  95767 

•  >  ■  .     .^  ■■  ■ 

Ë^cv. .  O •  r3o54  o8553^  999!i&. 
661.  On  peut  vérifier  la  valeur  trouvée  pour  E'c  par  l'équation  des 
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/V)nctioii5  complémentaires  qui  devient  dans  ce  cas  jçrs^FE  — F*,  et 
d'où  résnlte E  ^  — k"^^ ~K ^'  +  -A.) ,  en  faisant  A  =  KF  : 

K^....  0.07200  73453  81757 
F...«  0.36813  72334  1191^ 

A....  0.34013  45677  93667. 

D'après  cette  valeur  de  log  A,  on  trouve  aisément  une  fraction  exprimée  en 
nombres  peu  considérables  qui  approche  beaucoup  de  A,  cette  fraction  est 

^^=za.  Prenant  son  Ic^nthme  avec  quinze  décimales,  ainsi  que  celui  de 

1260 
I  +  ^  =  3^9  6^  appliquant  la  formule  de  l'art.  648,  on  trouve  ce  qui 

suit  : 

871...  2.94001  8i55o  07663    1269...  3.10346  1622094705 
398. ••  2.59988  30720  73688    398,  ..  2.59988  30720  73684 

a o.34oi3  50839  33975    i+fl...  o.5o357  855oo  21017 

A 45677  93667      i) —        3535  65354 

r=...        5i5i  4o3o8    i+A..  o.5o357  81964  45663 
l(^A  =  loga  — r        2K o.373o3  73410  45738 

E'c o.i3o54  o8553  99935. 

r 3.71192  55333 

i+fl.««.  o.5o357  855oo 

r^ 3.20834  69833 

a 0.3401 3  50829 

ir' —  808 

(i) 3.54848  19854. 

On  voit  que  la  valeur  trouvée  pour  log  E'c  s'accorde  jusqu'à  la  quinzième 
décimale  avec  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée ,  ce  qui  confirme  plei- 
nement tous  ces  calculs. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  calculer  dans  cet  exemple  les  valeurs  des  fonctions 
F'i ,  E^b,  puisqu'elles  sont  les  mêmes  que  celles  de  ¥*c  et  E*c  ;  mais  si 
on  exécute  ces  calculs  par  les  méthodes  indiquées,  on  obtiendra  deux  nou- 
velles vérifications  de  nos  formules.  ^ 
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Exemple  II.     c  =  y^a  —  i  ==  tang  \  ir. 

662.  Cet  exemple  est  compris  dans  le  second  cas  de  l'art.  645;  ainsi  il 
ne  faut  prolonger  l'échelle    d&  modules  que  jusques  aux   termes  A**  et 

c**"*  ;  et  d'abord  nous  supposerons  qu'on  connaît  seulement  log  c 

=  9.61^22  43^46  6214?  qui  donne 

log  c^  =  9.23444  86293  2428. 

De  cette  valeur  il  faut  déduire  log  i;  pour  cela  on  trouve  d'abord  la  va- 
leur approchée  c*  =  0.171573,  laquelle,  par  les  fractions  continues,  se 

transforme  en  -^:  soit  donc  c*  =  A  et-S  =  o,  ou  aura  i — û  =  rQS«  0^ 

985'  ♦      985  '  985 

par  la  Table  à  vingt  décimales  ,  on  trouve  les  logarithmes  de  a  et  de  i  —  û 
comme  il  suit  : 

169...  2.22788  67046  13673  816. •••  2.91 169  01587  5386i 

985...  2.99343  623o4  97611  985....   2.99343  623o4  97611 

TT. ....  9.23445  04741    16062  I — û...  9.91825  39282  5625 

A 9.23444  86293  2428 

^ 

r  =  18447  9178 

Eusiiite  il  faut  appliquer  les  formules  de  l'article  64Ô;  savoir  : 

logA  =  loga  — r,  t^  ^—-^^ 

log(i— A)  =  log(i— fl)+R,        loglft=log(a/-')  — fr'; 
en  voici  Te  calcul  : 

r 4*^6594  73549        I  —a....  9.9x825  39282  56a5 

I — fl....  9,91825  3g283  R....        3820  6987 

r' 4*34769  34266         I  — A...  9.91825  43io3  261a 

a g. 23445  o474ï         * 9*9591^  7i55i  63o6 

—  «ï/. ...     —  iii34 

R 3.58214  37873 

Il  est  aisé  de  vérifier  cette  valeur  de  log  h  j  car  puisque  c  =s  |/a  —  i , 
il  en  résulte  £*  =  2 1/2  —  2  =:  2C  ; 

T.  II.  3 


i8 
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c 9.61723  43i4^  6ai4 

a o.3oi03  99956  6898 

^..•.  9.91825  43io3  3612 
b 9.9591a  7i55i  63o6 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  résultat  précédent. 

Maintenant  il  faut  avoir  le  log.  de  i  4~  ^  >  pour  eu  déduire  ceux  de  c^ 

et  i*  ;  or  en  prenant  pour  b  une  valeor  approchée  telle  que  -g- ,  on  trouvera 
les  logarithmes  suivans  qui  r^M>ndent  k  la  valeur  exacte  de  i. 

i-j-^-»*  0.28107  4^3oi  9o5i5       •       2\/b...  0.28059  3573»  455 1 
c 9.61722  43143  6214  i+t...  0.28107  4^4^^  9o5i5 


t/^  • .  •  9.336i5  00844  71625 
c* 8.67230  01689  43^5 


*• 9-99951  9^430  54995 


Maintenant  le  calcul  de  à^  et  b"^ ,  et  ensuite 
par  la  méthode  ordinaire  comme  il  suit  : 


i  de  c*^ ,  se  ferofll 


p^ 3.48604  20070 

m.. 4^.  9.63.778  43ii3 

/7^*. ...  3.12382  63i83 

imp^..  —  1995 


j{f....   8.37127  01732  7927 
{ià^y...   6.74254  o3465  5854 

i:ô*....  0.00048  06569  45oo5 

p 6.7430a  ioo35  03545 

P 1329  92184 

c^.....  6.74302  08705  ii36 
o.3oi02  9995^6398 

ic^.  .j. .  6.44199  08748  4738 
;a.88398  17496  9476 

664  9609 

c*^<^....  2.88398  18161  9085 

663.  L'échelle  des  modules  étant  ainsi  formée,  on  procédera  à  l'ordinaire 
pour  avoir  K  et  F'c  : 


P 3.12382  61 188 

jP....  0.00000  00664  96092 
*•*••••  9-99999  99335  o39o« 
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^..v...  0.04087  28448  3694 

*• 9-999^»  93430  54995 

*•• 9-99999  79335  03908 

o.o4o39  2if2i3  9584 

K 0.02019  60606  9792 

77r....  o«i96ii  96770  3oi5 

F'c...,  o.2iê3i  59377  ai8o7 
Pour  avoir  ensuite  E'c^  il  faut  cberoher  log  (i  *^r)  d'après  la  valeur 
r  ==  jc'^c^  V^^'  Vûici  le  calcul  : 

c«' 7.3446003379  log(i— r)  =  — R 

fcf 6.44*9908748  logK  =  lo^mr+jfnr 

I  :  i/*"^  .                       166  log  /?!/•  =  3.42437  55406 

r 3.7865912293  ^mr  =z                     i32g 

m 9.63778  43i i3  log  R  ==  3.42437  56735 

mr. ......  3.42437  55406  R  =  o. 00000  02656  90284 

^. 9.96008  84690  53o7 

F'c o.2]63i  59377  2807 

(1 — r) —  26569028 

-E'c 0.17640  4i4io  go86 

664*  MainUenant  le  calcul  de  F*i  doit  être  fait  par  la  formule  F*i^=KM/i, 
où  Ton  a  A  =  I  log  -^  ;  voici  ce  calcul  : 

4 '.  0.60205999132796  h 9.98441  91861  62678 

c^^...  2.88398  18161  9085  M o.36aai  56886  99466 

8h^^  7»7î6o7  81751  371 1  K.. . . •  .#0.02019  60606  9792 


A»  o^^75  97718  9^14  F"*....  0.36683  09355  6006 

On  peut  vërifier  cette  valtur  de  log  Pi  y  par  la  propriété  des  fonctions 
F'i,  Pc,^  démontrée  art.  85,  laqueUe  donne  F'ô  es  y'2.F'<?.  En  effet, 
si  on  prend  la  différence  des  Ic^arithmes  des  deux  fonctions,  on  trouve 
que  cette  différence  répond  à  -^  log  2. 

3.. 
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F'i,...  o. 36683  09355  6006 
F'c...  o«ai63i  59377  2807 

o.iSoSi  49978  3i99=ilog2. 

Le  résultat  est  donc  exact  jusque  dans  la  dernière  décimale. 

665.  Il  reste  à  trouver  log  E'fr,  et  pour  cela  il  faut  calculer  log  A  par 

la  formule  A  =  i  c*Kh'b{b'^)i(i  _  1^);  mais  d'abord  faisant 

r.=  \yjr-  ,  nous  chercherons  log  (  i  — -  r  )  =  —  R ,  ce  qui  se  fera  par  1  e- 
quation  log  R  =  log  (mr)  +  lmr. 

^c' 8.37127  01732  8  ic» 8.93341  86336  6o3o 

jc**  ....  6.44199  08748  5  K 0.02019  60606  9792 

4-8i336  io48ï  3                      v^K. ...  0.01009  8o3o3  4896 
f/K....         1009  8o9o3  5  F'i 0.36683  09355  6006 

r 4*8û3i6  30178  \/b^....  —  166  2402 

m 9?63778  43i i3  9.33o54  36436  4322 


mr 


...  4*44094  73291  R —  27602  5i85 

imr....  i38oi  A 9.33g54 «8833  9137 

log  R  =  4.44094  87092 

De  cette  Taleur  de  log  A  ,  il  faut  déduire  log  (  i  +  A)  ;  c'est  ce  qu'on 
obtiendra  aisément  au  moyen  de  la  valeur  approchée  a  =  ^ ,  qui  donne 


640 


i  +  a 


777 


g7^ .  Voici  le  calcul  d'où  l'on  tire  ensuite  log  E'i. 


137....   13672  05671  56407       r 3.46272  56169 

640...  •   80617  99739  83887      i+a..   o.o84a4  io448 


.  9.3305495931  7252       r^ 3.37848  45721 

8833  9137       a 9.33o54  06932 

r  =  2902  i885  7/....         1195 

log  A  s=  log  a  -f-  r  1).. . . . .  2.70902  52848. 


CHAPITRE  1.  ai 

777....       89043  10188  oogi4 
64o«...       80617  99739  83887 

i  +  fl..  0.08424  10448  17027 
i) 5i  I  71 163 

i+A..  0.084^4  10959  8819 
«  K 2019  60606  9793  ^ 

E*A.  ...  0.06404  5o352  9027. 
On  s^assurera  aisément  que  celle  valeur  est  la  même  qu'on  déduirait  soit 
de  la  formule  E'i  =  y^a  (E'c  — •  cF'c)  ,  soit  de  la  formule  E'ôss^p" 

Exemple  111.     c^z  sin  9,  sin  aâsstang*  i5**. 

666.  Dans  cet  exemple  qui  se  rapporte  au  troisième  cas  de  l'art.  645 , 
on  ne  donne  directement  ni  la  yaleur  de  c,  ni  celle  de  ^;  il  faut  les  dé- 
duire de  l'équation  sin  28  =  tang*  i5*  ou  2bc  :=  tang*  i5*.  Voici  le  pro- 
cédé que  nous  emploierons  pour  cet  objet. 

De  l'équation  sin  26  =  tang*  A  ,  on  tire  cos  28  =       ^ — ■ .  Soit  donc 

Al/(C08  30°)  .A  ,    ,  .X  •  .  ^.       ' 

=  —  .  g—,  on  aura  cos*8  ==  -J-  (  i  -+- A)  :  connaissant  par  cette  équa- 
tion cos  8  ou  ^,  on  aura  ensuite  c  par  l'équation  c  =  — 2- — .  Voici  le 
détail  des  calculs. 

sin  i5*...  9.41299  62805  6934     i/(cos3o*).  9*96876  53i58  47925 
cos  i5*...  9.98494  37781  0270    cos'  i5*. .».  9.96988  75562  o54o 

tang  i5'...  9.42805  24534  6664    A 9-99887  77596  42525 

tangM5*.,.  8.856x0  49049  3328 

Une  valeur  approchée  de  A  est  û  =  ^g^  ;  elle  servira  à  calculer  log.  (i+A), 
comme  il  suit  : 
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387...       58771  opôSo  18911  775....       88g3o  17025  o63io 

388...       58883  17255  94207  388 58883  i7j55  94207  . 

a 9*99887  92394  ^47^4  i+a..  o.3oo46  99769  i2io3 

A, . .  ; .  77596  4^525  I  ) 738g  35761 

r=  14797  ^3^79  i  +  A.  o.3oo46  92379  76342 

log  A  =  loga-^r.  2 a>3oi02  99956163981 

r 4*'7^'9  779^3  i'....,  9-99943  92423  1236 

j-{*a...  o.3qo46  99769  h 9-9997^  96211  56i8 

r 3.86972  78159  2* o.3oD74  96168  2016 

a 9-99887  92394  tang^  i^"" .   8.856io  49^49  3328 

ir' —     3704  c. 8.55535  52881   i3i2 


I 


1) 4.86860  66849 

Connaisiiant  les  logarithmes  de  c  et  h^  00  trouvera  par  la  méthode  ordi- 
naire, œux  de  tP^  h^^  puk  celui  de  ^^  ^  ce  qui  âufliit  dans  le  cas  présent 
pour  compléter  la  série  des  «lodulea.  Voici  le  calcul. 

jc...  8.25432  52924  49^4 

(i €?)•..  :6.5o865o5848  9828  jf 3.01786  193 

\\b...  28037884382  m 9.63778431 

p 6^50893  09637  42 10  mp^ 2.65564  624 

P  =  452  52874  T  ^*  •  •  •  —  7 

d" 6.50893  09184  89226  log  P  x=  2.65564  617 

0.30109  99956  6398;  7  P  *=  o.ooooo  00236  26437 

i^. • . .  6.207JJO  Q9228  25245  *• 9-99999 -99773  173563 

(fc^)*..  2.4i58o  t8456  50490 
i:5^..  226  26437 

^••....  2.4i58o  18682  76927 

^697.  ^^ëdhëUe  des  modules  étant  terminée,  on  calculera  eonune  il  suit 
les  quantités  F'c ,  E'c. 

-T-  .  .  ••  0.00028  o3562  17382              %••••  ^•^9^97  96989  21462 
K....  0.00014  01781  08691  T3 226  26437 


ï-TT...  0.19611  98770  3oi53  log  E'c  =  0.19597  97215  4790 

logF"c=  0.19626  oo55i  38844 
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Yenoos  maifiténeut  au  calct&l  de  F'&,  il  se  fera  par  l<'tk(iiation  F'&  =  KMhy 
où  l'on  a  h  scs^Iog— . 

c 

log-4  =  8.18625  8ia3o  5io35       h o.Siioa  5443o  5b353 

A  =  2.04656  45307  6276        M....  o.36*2^  56886  99465 

K....     î4  01781  08691 

log  F'i  =  0-67333  13098  585o9 
Jog  F'c  =  o. 19626  oo55i  38844 


>  t  t 


log  3  ==  0.477^2  12547   '9665 

Ou  voit  qu'entre  les  logaritlimes  calculés  de  F' A  et  F'c^  la  dilTérence  ré- 
pond exactement  au  logarithme  de  3,  ce  qui  s'aceorde  avec  la  propriété- 
de  ces  fonctious. 

On  peut  encore  faire  voir  que  la  valeur  trouvée  pour  F'o  satisfait  exac- 

tement  à  Féquation  F'c  =  — j F*  (sin45*),  donnée  aFt.  i55. 

V/27 

F' (sin45*). .  •.  0.26812  72224  H910 

2  o.3oio2  99956  63981 

cos  i5* 9-93494  37781  0270 

!"■■■<  Il   >  I         I  M, 4 

0.55410      09961         7859^» 

V/27 0.35784  09410  3q747 

log  F'c  =  0.19626  oo55i  38844 

valeur  qui  s'accorde  par&itement  avec  le  résultat  du  calcul  précédent. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  le  log.  de  E^fr;  ponr  cela  nous  suivrons  la 
formule  de  Tart.  655. 

'"=='4-"7K- 

F'A o.673a8  13098  585 1      /  (i— /•)  =  — mr. 

^c» 6.809(68  o58o5  6226 

K i4  01781  0869  îc* 6.2079009 

ï/K 70089054345  ïC°* 2.11477  19 

mr — *.  913  m 9-63778  43 

A 7.4*327  :»i575  8!»89  i:\/K..        — 701 

mr 7.96038  70 

Une  valeur  approchée  de  A  est  g§^  =5  a ,  i  -|-  «  =  ggg* . 
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17..  a3o44  89213  7827 

5587..   747^7  86713  6017 

« 7.48327  o25oo  181 o 

A 21575  8289 

r=  19075  6479 

/• 4»  ^8047  9297^ 

i4-^«  •    i3i  94553 

r' 4* 279^5  98422 

û 7.48327  025oo 


56o4«-*   74849  81266  1374 
5587...   747*7  86713  6017 

i-f*^*«  o.ooi3i  94552  5357 

R 57  8670 

- 

i  +  A..  o.ooi3i  94610  4027 
K 14  01781  0869 

log  E*i  =  o. 001 17  92829  3i58 


1/ 
^  •  •  •  •  • 


9^09 


R 1 .76243  io43i 

Les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  E*c,  E'd,  peuvent  élre 
vérifiées  par  les  formules  de  l'art.  i58;  ou  tout  à  la  fois  par  la  Formule 
E'ô=3E*c —  2F*  (  sin  45*).  Voici  le  calcul  de  celle-ci  : 


E'c 0.19597  9721$  4790 

3 0.47712  12547  *9^ 

0.67310  09762  6756 

a.  •   9.32807  65220  o5o5 
+  17841  5897 


53 

•  49? 


R 


I — Ac.  9.32807  83o66  6402 
0.67310  09762  6756 

E*A\..  o. 001 17  92829  3i58 

valeur  conforme  au  résultat 
déjà  trouvé. 


F'sin45*..   0.26812  72224  1191 
2 o.3oi02  99956  6398 

•  

0.56915  72180  7689 
0.67310  09762  6756 

A 9.89605  62418  o833 

a 9.89605  67242  6074 

LA=La — r. ...   r=     48345241, 
r 3.68345  44801 

1— a..  9.32807  65225 

r'. .  ..  4 •35537  79576 
a 9.89605  67243 

a/....  4* 3^143  4^819 
i/...     —  ii333 


R 4.25143  35486. 
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EiEMPLE  IV.  Soit  c=:  sin  8,  et  sin  28  =  ^  (/z  —  ly,  /i  =  j/a, 

668.  Les  fonctions  calculées  sur  ce  module  jouissent  de  propriétés  fort 
remarquables,  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  art.  162.  Pour  déduire  c  de  la  valeur 
connue  de  sinsO,  soit  sin  20=^^,  on  aura 

Iog8ine  =  logi^+|(i/»  +  i^.|^4-^6-^  +  etc.). 

Soit  encore  R=  ^  Ç-f  +  j^  •  7) ,  on  aura  log  R  =f  log  (^)+  ^-. 
Voici  d'après  cette  formule  le  calcul  du  module  c  et  celui  de  son  complé' 


ment  i=  —  : 

n — I....  9.414^4  ï4^25  791 II 
(jï— i)*..  7.65936  58io3  16444 

2 0.301029995663981 

sinafl....  7.35833  58 146  5a463 

if 7.05730  58189  88482 

R 2827  26686 

c 7.05730  61017  i5i68 

* 9*99999  97^72  733i4- 

Connaissant  le  module  très  petit  c,  et  son  complément  b,  on  en  déduira  les 
termes  suivans  de  l'échelle ,  comme,  il  suit  : 


-  V* 

R... 


9.33675  4^1 56  36 
4.11461  16379  77 

3.451 36  59536 

8483 

3.45i36  68018. 


ic 6.75627  61060  51187 

(je)*...  3.5i255  32121  02374 

2827  26686 


i\b.  . . . 


m. 

p.. 


p 3.5ia55  24948  29060 

P —46 

cT 3.5i255  34948  29014 

\c^.  ...  3.21 152  24991  65o33 
(^^•)».  .  6.42304  49983  3oo66 

1  •  A* 


-P 

b'. 


w 
2 


. .  7 .02510  499 
. .  9.63778  43i 


..  6.66a88  93o 
••  0. 00000  00000  00023 
••  9-99999  99999  99977 
. .  0.19611  98770  3oi52  6 


i/r-..  0.00000  oi4i3  6333i  5 


23    F'c.  ••  0.19612  ooi83  93484. 


c"'' 6 .42304  49983  30089 

T.  IL 
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D'après  Tarticle  i63,  cette  valeur  de  F'c  doit  satisfaire  à  Pëquation... 
F'^  =  --3TT3-  F'  sio  i5%  c'est  ce  qu'on  vérifiera  ainsi: 

/i  +  i....  0.35409  82673  8oi83 

(/^+I)^..  0.70818  65347  6o366 

•  V/27 0.71568  i88ao  79494 

diff.  9.99250  46326  80872 

F*sini5^.  o.2o36i  53657  1262 

r*c 0.1961a  00183  93492- 

Cette  valeur  s'accorderait  avec  la  précédente  jusque  dans  la  i5*  décimale, 
si  on  eût  pris  ZF"  sin  i5'  =  o.2o36i  53657  12612. 

669.   Pour  trouver  la  fonction  E*c,   on   a  la  formule  réduite  E'c  = 
T7.  F'c  (  I  —  r)  ,  ou  simplement  E'c  =  -zp^  F'c , 

* 9-99999  97^7^  733i4 

!:**»•...  46 

F'c. •  •  •  0.19612  00183  93492 

E*c 0.1961 1  97356  66852. 

La  fonction  Vb  se  calculera  par  les  formules  A  =  ^  log  -^,  F'i  =  . . 

4....  o.6o2o5  99913  27962     h 0.54938  60704  10184 

if^..  .  6.4^304  49983  30089     M.  .  ..  0.36221  56886  99463 

4^=  14.17901  49929  97873     ^/j                       i4i3  6333i 
h=:     3.544753748349468.    Z,^.         r ' 

t-ry  /^         i:^^  F"A.  ,  .    O.91180    19O04   7^978 

F*c.  ..  0.19612  ooi83  9349a 
Diff.  .•. 0.71568  18820  79486. 

La  différence  de  ces  deux  logarithmes  répond  à  très  peu  près  à  v^27, 
et  01  effet  on  doit  avoir  exactement  F'ô=  3v^3.F'c. 

Il  reste  à  calculer  E'i  parles  formules  E'4c=|^  (i-|-A),  A  =  y  c*  R*  F**. 
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|c'...  3.81 358  22077  66355  R  =  L(i+A)  =  »n(A— i  A»), 

K i4i3  63332  log  R  =  L(mA)  —  1  «ïA. 

K'.  ..  -joô  81666  i+A...  0.00000  23076  36915 

F'i. ..  0.91 180  19004  73978  K 14^3  63332 

A.  ...   4»72538  43202  84331  E^i. . . . .  o.ooooo  21662  75583 
m.  ...  9*63778  43i i3 

wA. . .  4«363i6  863i6 
~mA..  ii538 


R 4«363i6  74778* 

Les  valeurs  de  E*c,  E*b  pourront  èlre  vérifiées  par  les  formules  de  l'art.  169: 

E"-  =  (^  +  ?^)F''^+4F^' 

et  les  résultats  s'accorderont  aussi  exactement  qu'on  peut  le  désirer. 
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Construction  et  usage  de  la  table  des  fonctions  complètes. 

670.  A.U  moyen  des  méthodes  précédentes  on  a  calculé,  pour  toutes  les 
valeurs  de  9,  de  dixième  en  dixième  de  degré,  les  logarithmes  des  quatre 
fonctions  F*c,  F'i,  E'c,  E'A,  approchés  jusqu'à  la  quatorzième  décimale. 
On  a  continué  ainsi  jusqu'à  i5**;  depuis  i5**  jusqu'à  la  limite  45**,  on  s'est 
borné  à  calculer  ces  logarithmes  de  demi-degré  en  demi-degré;  on  a  ensuite 
interpolé  les  termes  trouvés,  en  insérant  quatre  moyens  entre  deux 
termes  consécutifs,  de  sorte  que  la  table  s'est  trouvée  construite  dans  son 
entier  pour  tous  les  dixièmes  de  degré  de  l'angle  du  module. 

Quoique  les  logarithmes  calculés  directement  doivent  être  en  général 
exacts,  au  moins  jusqu'à  la  treizième  décimale  inclusivement,  on  s'est  con- 
tenté de  marquer  les  différences  comme  si  les  fonctions  F  et  £  n'étaient 

4.. 
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calculées  qu'avec  12  décimales.  LMnterpolation  de  i5^  à  4^^  a  été  faite  dans 
le  même  principe. 

Les  formules  dont  on  s'est  servi  pour  cette  interpolation,  sont  assez  con- 
nues; cependant  nous  les  rapporterons  ici,  afin  qu'on  puisse  plus  facile- 
ment vérifier  nos  calculs. 

671.  La  Table  ayant  été  calculée  pour  chaque  demi-degré,  de  i5  à  45 
degrés,  supposons  que  pour  une  valeur  déterminée  8  =  ce,  le  terme  A 
représente  log  F*  ou  log  E* ,  avec  ses  différences  successives,  comme  il  suit  : 


cTA 


cT-A     cT'A     cT^A 


Pour  insérer  quatre  moyens  entre  deux  termes  consécutifs  A,  A-I-J^A ,  qui 
répondent  aux  variables  a,  ot  +  i ,  eu  prenant  pour  ynité  des  variables  un 
demi-degré,  je  forme  d'abord  les  différences  moyennes  successives,  savoir  : 

10  '  100  '  1000  '  lOOOO  ^ 

désignant  ensuite  par  dA,  d*Ky  d^A ,  rf^A,  les  nouvelles  différences  de  A  qui 
auront  lieu  lorsqu'il  y  aura  quatre  moyens  insérés  entre  A  et  A  +  «TA , 
on  aura  les  valeurs  suivantes  de  ces  différences  : 

d^A  =  a'\ 

d'A  =  {a'"  —  ^a'"')  —  2a'\ 

d'A  =  a"  — 4  (a'"  — 4a''), 

dA  =  a'  —  a'^—2(d^A-\-d^A). 

Connaissant  les  différences  rfA,  rf*A,  cPA,  df^A,  on  formera  sans  difliculté 
les  quatre  termes  qui  suivent  A ,  et  le  cinquième  qui  devra  être  le  même 
que  le  terme  connu  A  +  cTA,  et  qui  servira  ainsi  à  vérifier  les  calculs.  Ces 
termes  étant  trouvés,  on  les  terminera  à  la  douzième  décimale,  eu  reje- 
tant les  deux  autres,  et  on  les  insérera  dans  la  Table  formée  de  dixième 
en  dixième  de  degré;  on  y  joindra  en  même  tem[)s  les  différences  pre- 
mières, secondes,  troisièmes  et  quatrièmes  (s'il  y  a  lieu)  de  ces  nouveaux 
termes,  lesquelles  doivent  s'accorder  suivant  une  loi'convenable ,  avec  les 
différences  précédentes;  et  si  quelqu'anomalle  s'y  faisait  remarquer,  ou  en 
conclurait  que  dans  le  calcul  d'interpolation  il  s'est  glissé  une  erreur  qu'il 
faut  rectifier. 

672.  Je  remarquerai   que  lorsque  les  différences  quatrièmes  J^^A  sont 
assez  grandes  pour  que  les  différences  suivantes  cT^A  aient  quelqu'influence 

dans  les  interpolations ,  il  conviendra  de  prendre  eT^A J^A  au  lieu 
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de  (T^A.  En  effet,  les  ternies  A  et  A  +  (TA  étant  censés  répondre  aux 
indices  x=so,  2:=i,sion  calcule  le  terme  intermédiaire  qui  répond 
à  l'indice  a:,  la  partie  de  ce  terme  due  aux  ditTérences  J^*A,  J^*A,  sera 

d'où  Ton  voit  qu'on  peut  tenir  compte  des  cinquièmes  différences,  en  pre- 

nant  cT^A  -j g— cT^A  au  lieu  de  a^A.  Mais  comme  cT^A  est  censé  très 

})etit  par  rapport  à  cT^A ,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  moyenne  7 ,  le 
terme  — f--  cT^A  se  réduira  à —  cT^Aj  ainsi  au  lieu  de  cT^A,  on  pourra 

prendre  cT^A  —  —  J^A ,   ce  qui  sera  suflisaniment  exact  pour  les  valeurs 

de  X  qui  répondent  aux  quatre  moyens,  savoir,  i?  f  >  f  ?  f- 

Ce  moyen  a  été  employé  surtout'  pour  les  valeurs  deF*c,  depuis  4^* 
jusqu'à  65*;  passé  65""  il  a  fallu  tenir  compte  plus  exactement  des  cin- 
quièmes différences,   ce  qui  a  été  pratiqué  de  la  manière  suivante. 

673.  On  a  fait  d'abord  le  calcul  entier  de  l'interpolation  .  en  ayant 
égard  seulement  aux  quatrièmes  différences.  Ensuite  pour  tenir  compte  des 
cinquièmes  différences ,  et  jusqu'à  un  certain  point  des  sixièmes  ,  on  a 
ajouté  des  corrections  aux  dilférens  moyens  insérés,  savoii*, 

Au  1"  moyen...   +  a'    (J^^A  —  |  J'^A)  ,  log  a'    =  8,4071529 

Au  2« +  a!'    (J^A  — icT^A),  loga"   =8.4764258 

Au  y +  a'"  (cT^A— IcT'A),  loga'"  =  8-3584482 

Au  4- +  ct'^  (cf^A  —  IcT^A),  loga"^  =  8.0516926 

Dans  ces  expressions,  la  quantité  —  |  J^^A  est  la  valeur  moyenne  de 
— t;—  cT^A  ,  laquelle  s'obtient  en  faisant  a:  :=z  \.  Quant  aux  coefBciens  a', 

a",  a!'\  a'%  ce  sont  les  valeurs.de  la  quantité  — 


lorsqu'on  y  fait  successivement  j:=  ^,  |,  -    * 


1 .2. 3. 4*5 


55    5* 


674*  l^our  donner  un  exemple  de  ces  interpolations,  supposons  qu'il 
s'agit  d'insérer  quatre  moyens  entre  les  deux  valeurs  delogF'  qui  répondent 
aux  angles  G  =  57*^5  et  ô  =  58*^0. 

La  Table  des  valeurs  de  log  F',  calculées  de  demi-degré  en  demi-degré, 
donne  les  résultats  suivans  [)our  le  cas  de  8  =  57^5  : 


6 

Log  F». 

DiCF.  I. 

IT. 

III. 

IV. 

V. 
2398 

VI. 

57-5 

0.320  640  298  695 

2  54^  i65  3i5 

39  7^5  335 

853  935 

38  660 

2Qa 
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A(i)=;>(A+Ai)+;>'[J^*A(— i)  +  «r*A] 

+  etc. , 

p,  p\  p^\  etc.,  étant  des  coeflficiens  constans;   il  faudra,  en  substituant 
les  valeurs  précédentes,  qu'on  ait  Féquation  identique 


(I+/)Ï+(I+^) 


■\-n 


Soit  — -r— T,=  z;  si  on  élève  au  quarré  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion »  il  deviendra  .  .    TT  ,    >.  =  7—;^ —  ;  donc  on  doit  avoir 

V^(4  +  »)=^  +/«  +  /'V  H-  p'V  +  etc.  ; 

or  cette  équation   est  satisfaite  généralement  au  moyen  des  valeurs  sui- 
vantes , 

P=^î>  A''=-î.a)',  ;>"=H.(i)s  A''"=-î^.(îr,etc. 

Ces  coefficiens  donneront  donc   aussi  la  loi  générale  de  l'expression  de 

Au  reste,  cette  expression  sera  toujours  si  convergente,  qu'il  suffira  de 
prendre  les  deux  premiers  termes,  ou  tout  au  plus  les  trois  premiers. 

677.  Veut-on,  par  exemple,  calculer  la  valeur  de  log  F'  qui  répond  à 
l'angle  du  module  fl=:6i®o5  ?  On  prendra  dans  la  Table  les  valeurs  sui- 
vantes : 

A  =  0.339  395  o3o  747 
Ai  =  0.339  859  i36  46a 

s  =  0.679  154  177  309  7^  =  0.339  577  088  604.5 

/•A(  — i)  =  1  8ai  o3o 

/•A  =  I  829  864 

s'  =  3  65o  894         ^5'  =  —  228  180.9 

JV4A(_2)=  86 

c^A(— 1)=  *       85 

^'  =  ^       ^y'  =  + 2.0 

Milieu  chercbé A  (i)  =  0.339  ^1^  860  425.6 

678.  Soit  encore  proposé  pour  exemple  de  trouver  log  F'  pour  l'angle 
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fl  s=s  77<>  25  ;   on  fera  le  calcul  d'après  les  élémens  pris  dans  la  Table  ; 
comme  il  suit  : 


A 0.464  973  191  o6a,35 

Ai. 0.466  078  604  921.92 


s   =S  0.981 

o5i 

795  984.37 

isz= 

«r-A(— 1)... 
«r*A 

6  555  790 
6  643  169 

i3  198  959 
1  894 
I  967 

s'... 
<^A(-a).... 

15  *  . . . 

s". . . 

3  85i 

15C*  •  •  • 

i  S  =  0.465  525  897  992.  i3' 


824  934,94 


+  43.13 


Milieu  cherché.  ..       A  (i)  =  0.465  525  073  100. 3a. 

679.  Ayant  expliqué  la  construction  de  la  Table  des  fonctions  com- 
plèles,  et  les  moyens  de  Tétendre  jusqu'aux  centièmes  de  d^ré,  ce  qui 
serait  un  travail  fort  utile  sans  être  bien  considérable,  il  nous  reste  à  mon- 
trer les  usages  de  cette  Table,  c'est-à-dire  à  faire  voir  comment,  pour 
une  valeur  donnée  de  l'angle  â ,  non  comprise  dans  la  Table ,  on  trouvera 
les  logarithmes  des  fonctions  F*  et  E' ,  approchés  jusqu'à  la  douzième  dé- 
cimale 'y  et  réciproquement ,  comment  du  logarithme  donné  d'une  de  ces^ 
fonctions ,  on  déduirait  l'angle  du  module  d ,  et  le  module  lui-même  c. 

Et  d^abord ,  si  au  lieu  de  donner  l'angle  0 ,  on  donne  le  module  c  ou 
son  complément  b,  il  faudra  en  déduire  l'angle  correspondant  0  avec  tofole- 
la  précision  nécessaire,  pour  que  les  quantités  négligées  n'influent  pas  sur  la*, 
douzième  décimale  de  logV  ou  log  E.  Cet  objet  mérite  un  examen  particulier. 

Comme  nous  supposons  toujours  c  ^  & ,  il  sera  plus  exact  de  dëtep- 
miner  l'angle  8  par  le  moyen  de  son  sinus  c  que  par  -le  moyen  de  son* 
cosinus  b  ;  cela  est  vrai  surtout  si  l'angle  0  est  d'un  petit  nombre  de  de- 
grés, parce  qu'alors  une  petite  erreur  sur  cos  8  en  produit  une  assez  grande 
sur  8.  Ainsi  en  général  si  on  donne  à  la  fois  log  c  et  log  b ,  il  faudra  dé- 
terminer l'angle  8  par  le  moyen  de  log  c. 

Si  l'on  veut  déterminer  à  dix  décimales  seulement,  les  fonctions  F*^  E% 
en  négligeant  les  deux  de  plus  que  donne,  la  Table ,  il  suffira  de  chercher 
l'angle  8  par  les  Tables  de  Ylacq  ou  de  Y.ega,  et  en  ayant  égard  aux  se- 
condes difierences.  Ce  calcul  n'a  pasbesoiq  d'autre  explication j  seulement 
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On  aurait  trouvé  la  même  valeur  de  6  par  la  simple  interpolatiao  de  la 
Trigon.  Britan.j  en  ayant  égard  aux  secondes  différences. 

683.  Connaissant  la  valeur  de  â,  si  Ton  veut  avoir  la  valeur  corres- 
pondante de  log  F* ,  on  prendra  dans  notre  Table  les  données  suivantes 
qui  répondent  à  l'angle  a  =  a4''  4- 


a 

A 

/A. 

**A. 

/'A. 
768 

t*A. 

a4.4 

Q.aiâ  198  56i  343 

168  373  307 

745  7i5 

5 

et  OD  aura  à  calculer  la  formule  suivante  dans  laquelle 
X  =:  0.69800  5ao7o  a, 

A  (x)  =s  A  +  a:  (  «TA  —  i:=^  (/»A  —  ^T"  * 


:(J^»A— ^«r*A 


Pour  calculer  cette  formule  ]e  ùàs  successivement 


J^Ax 


<r»A  —  ^^  j^A, 


<f'Ax  =  <f*A  — 


2  —  X 


J^Ax, 


3  — X 
a  — ar 


s=  0.57, 

,      =  0.434  o, 
~  =  o.iSo  997  4, 


«TAx  =   «TA  —  i^=^<P*Aar,  '-=^ 

A(a:)  =  A  +  xeTAo:, 

d'où  résulte 

cr*Ajrr  =  760.1 

J'^Ax  =  745  383. o 

cTAjc  =  168  159  756.1 

A  =  o.ai6  198  56i  348 

xJ^AXé..  117  376  385.4 

A(jc)  =a  0.216  3i5  937  728.4  =  log  F*, 

valeur  qui  s'accorde  parfaitement  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  ci- 
dessus,  n"*  663. 

La  notation  dont  nous 'nous  sommes  servi  dans  cet  exemple,  exprime 
en  général  les  différencesf  corrigées  successives  J'Ax,  J^*Ajc,  S'^Ax^  etc., 
qui,  dans  chaque  ordre,  permettent  de  négliger,  les  différences  des  ordres 
ultérieurs.  On  a  donc  exactement  d'après  cette  notation 


\ 
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A(x)  =s  A  -I-  xJ'Ax, 

A(x)  =  A  +  x«rA  +  ""'"J"  J^'Ax, 

A(x)  =  A  +  xJ'A  4-  îi^Zli  JV.A  +  î:£ni^-=f  jvsax. 

if 

'  etc. 

684*  ^^-  //.  Étant  donné  log  c  ou  log  sin  Q  =  8.55535  SaSSi  i3i2, 
on  demande  l'angle  8  exprimé  en  degrés  et  parties  décimales  de  degré. 

On  peut  encore  trouver  cet  angle  d'une  manière  suffisamment  approchée 
par  la  Table  de  la  Trig.  Brit.  ;  on  a  d'abord  a  =  a*o6, 

log  sin  a  =  8.55565  10170  2887 
log  sin  6  =  8.55535  52881   i3i3 

r=—   2957089  1575 

On  fera  ensuite  le  calcul  de  la  formule  de  Fart.  680 ,  comme  il  suit  : 

r .• . •  6.47089  37910 
M...   0.36221  56887 

Mr...  6«833io  94797 •  6.833io  948 

tangii  8^55593  17782     cos*a..  9*99943  848 

R®...   1.75812  26324    — T"  •  6.83367  100    q  =       ^^'"  -  =£0.334^ 

(i)...  7.14716  38903  o.3oio3  000    q 9.5i^4oo  6 

a....  6.53264  100  a...  6.53264  100     — j-'. . . .  .^  6«-83367  î   ♦ 


cos'a 


(>)...  3.67980489  b........  6.35767  7 

b.. . .  6.35767  7 

(3)..  0.08748  a  «  H-  (a)*.^.  a'oGooo  04784  i5o 

.  (,)  ^    ,40  33431  86a 

•  0) -^  »  090 

0  ==  a.oSdSg  7i35i   198 

D'après  cette  valeur  de  fl,  nous  ôtiércherôns  par  interpolation  la  valeur 
de  logF'^  pour  cela  nous  prendrons  dans  la  f^ble  les  nombres  suivans 
correspondans  à  2*0.  ^  .  .  ,    .        • 

A  =  0.196  aSa  187  490*54  >        J^A  =  i3  563  720, 
cT'A  =s  662  Ô25,  /«A  =  '      5^,  . 

^.    ■    JHA  Bfe'--     ■■•        .        :■  'a     -.'N  ,- 
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Cela  posé  il  faut  faire  x^fo.585grj  i35i3,  et  on  aura 

I 

J^Ax  =  52.8  3  — A- 


J'Ax  =  i3  426  676.5  i:^  J^sAo:  ^4.9 


S^Ax  =  662  000. 1  4 

3 


xJ'Ax  =  7  867  647.8  j_^ 

A     =0.196  252  187  490.5  -Y^cT^Ao:  «=  187  o43.5 

JogF'c  =  0.196  260  o55  i38.3. 

Cette  valeur  s'accorde  dans  les  douze  premières  décimales  avec  celle  que 
nous  avons  trouvée  directement,  n*  667.  De  là  on  voit  que  l'interpola- 
tion, même  pour  des  angles  assez  petits,  donne  des  résultats  sufiîsam- 
ment  exacts. 

En  général ,  dès  qu*on  aura  déterminé  l'angle  â  avec  une  précision  suf- 
fisante, soit  par  la  formule  de  Part.  680,  soit  par  celle  de  Fart.  68  f  , 
l'interpolation  de  la  Table  des  fonctions  complètes  ne  souffrira  de  difficulté 
que  vers  la  fin  de  la  Table,  lorsque  l'angle  du  module  est  très  près  de  l'angle 
droit.  On  peut  y  suppléer  alors  par  les  formules  directes  dont  le  calcul 
est  d'autant  plus  facile  que  l'angle  du  module  est  moins  difl^ent  de  l'an- 
gle droit.  Mais  si  on  veut  résoudre  le  cas  dont  il  s'agit  par  des  interpola- 
tions qui  ne  soient  sujettes  à  aucime  difficulté,  ou  y  parviendra  par  le 
moyen  que  nous  allons  exposer. 

685.  H  s^agit  en  général  de  trouver  les  logarithmes  des  fonctions  ¥*b , 
E*bj  lorsque  b  diffère  peu  de  l'unité  ou  lorsque  sou  complément  c  est  le 
sinus  <l'uH  angle  d'un  petit  nombre  de  degrés.  Dans  ce  cas  on  trouvera 
aisément,  par  les  interpolations,  les  fonctions  complémentaires  F'&,  E*c, 
et  c'est  par  le  moyen  de  F'c  qu'il  faut  déterminer  F'A  et  E'A. 

Pour  cek  j'observe  d'abord  que  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons , 
on  pourrait  supposer  6*^  =  { ;  mais  nous  nous  contenterons  de  supposer 
^000  2_2.  j  ^  afin  que  la  solution  s'applique  ù  un  plus  grand  nombre  de  cas; 
alors  les  forynules  générales  donnent  (art.  654)- 

11  faut  donc  chercher  si  l'on  peut  exprimer  F'^  par  les  seules  données  b, 
c,  F'c,  sans  avoir  recours  aux  auxiliaires  i*,  i**,  (f^^. 

D'abord  K  est  connu  par  la  valeur  K  =  7 — .  Soit  ensuite  c®  =  x ,  ... 


»  »• 


^•*  =^;  des  équations  AK*  =  *•*•%  cb""  =  2  v/(*c^),  C'b^^ssi  2»/(*V**), 


^oo 
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c**  =  2|/(A*V*"**),  on  déduira 

..=y^,  »~=f:=j*y(i). 

Cette  dernière  étant  quarrée  donne  K^c*6^=  iSby",  quarrant  de  nouveau 

et  substituantla  valeur  de  i°,  on  aura  K  V4*ar*  =7* .  ^;  donc jr*  =  -75-  bx, 

c  4 

Cette  équatiott.  ne  aufifft  pas  pour  déterminer  a:  et  y;  mais  on  a  d^ailleurs 
Soit  K^b  ==:  «* ,  cette  dernière  éqQatk>n  donnera  ^  =ss  ("4^}  •^*''  ;  inais 

p»  =  MK  log  [jI;  c»^)'}: 

s 

Soit  Ç  =  (tÎ^J    ,  et  on  aura  enfin    ' 

Ainsi  on  voit  que  dans  le  catcnl  de  log  V*B ,  i!  n'entre  que  !e$  quantités^ 
6^  Cj  K,  dont  on  a  lès  logarithmes/  de  sorte  qu'on  évite  s^insxl^ÎHlerpo^     • 
lation  directe  pour  F**,  laquelle  est  ramenée  k  PinMrpolaiîon^  de  F'c  qui 
n'a  point  de  difficulté. 

686.  Pour  juger  de  l'exactitude  de  cette  formule,  nous  prendrons  .  •  •  • 
c  se  sin  iS"^,  et  noce  donnerons  à  log  K.  la  valeur  exacte  jusqu'à  quatorze 
déckodies  ^  qv'on  trouve  par  k  calcul  direct ,  et  qtie  dlailleur»  la  TaUkh 
donne  immédiatement.  On  aura  dose  les  dcmisiées 

i .    ■    j 

c*.  g*^i2gQ  6a3o5  6934  < 

b...  9.98494  3778^  0370 
K...  0.00749  54886  8247- 

ÀM  moyen  de  ces  données  y.  le  calcul  de  &  =  g  log  ^  se  fera  comme 
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il  suit  : 

4...  o.6o2o5  99913  2796    \/h...   9.99347  18890  6i35 
c.-.  9.51399  62805  6934     K...     749  54886  8347 

1..  1. 18906  37607  5863     **•••  9-99996  73777  3383 

K  /       Kfî^çiA  *•••    9-99998368886691 

K.,.  0.00749  54886  8347  , 

.-        ■ log-=  0.00001  63iii  3309  = /[i 

^. . .   I .  f 8i56  83730  7615  *  log  C  =  I  M/i» 

^••-  9-99998  36888  6691  p...  5. 31^48  4i3 

--4  Tm^-x  7  ^*---  0.43496836 

— ..    i.i8i58  45833  0934  ,j^  ^^  0.33737  695 

^••- 4  5946  /e...  0.66334  57 

A...  n8i58  45837  4978. 

Cette 'valeur  de  h  3'acooràe  exactement  avec  celle  que  donnerait. .. 
g  ^og  -^  9  calculée  par  la  méthode  directe ,  jusqu'à  là  quatorzième  déci- 
male. Ainsi  en  la  substituant  dans  la  formule  F'6  =  KMA ,  on  aura  de 
même  une  valeur  de  log  F'i  exacte,  jusqu'à  la  quatorzième  décimale, 
et  qui  satisfera  à  l'équation  F'&  =  \/3.F'€;y  exprimant  une  propriété  par* 
ticulière  de  ces  fonctions. 

687.  Si  notre  formule  donne  des  résultats  aussi  exacts  que  la  méthode 
directe  lorsque  l'angle  du  module  est  de  i5^,  à  plus  forte  raison  aura- 
t-elle  cet  avahtage  lorsque  l'angle  du  module  sera  moindre  ;  en  général  le 
degré,  d'approximation  avec  lequel  F*i  sera  déterminé ,  dépendra  de  celui 
avec  leqpfet  on  connaît  la  quantité  K  ;  et  comme  K  peut  toujours ,  par 
l'interpolation  def  fonctions  F'c ,  être  déterminé  jusqu'à  la  douzième  déci- 
male, il  s'ensuit  que  h  et  par  conséquent  /F'i  sera  déterminé  avec  la 
même  exactitude. 

Connaissant  F'c,  E*€?  par  linterpolation  directe,  F'6  par  le  calcul  pré- 
cédent, il  restera  à  déterminer  £'6,  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  par  l'équa-. 

tion  des  complémens  -  =  F'cE'i-j-F'iE'c— F'iF*c.  Ainsi  on  a  les  moyens 

de  suppléer  à  l'interpolation  qui  ne  peut  se  pratiquer  que  difficilement  dans 
les  dernières  colonnes  de  la  Table. 

11  est  remarquable  que  la  valeur  A=:log-~-^  offre  successivement  les 
différentes  opérations  à  faire  suivant  les  difi*éreus  cas  indiqués  dans  l'art.  645. 


V 
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Ainsi  dans  le  cinquième  cas ,  si  c  est  tellement  peut  qu'on  puisse  né- 
gliger I  -*-6  ou  log  b^  on  aura  simplement  A=log  ~;  dans  le  quatrième 

cas,  où  I  — .  i®  seulement  est  négligeable,  on  aura  A=  log  -^  j  dans  le 
troisième  cas,  où  l'on  ne  peut  négliger  que  i  —  i°^,  il  faut  un  facteur  de 
plus  dans  la  valeur  de  A,  et  on  a  A=  log  -^  ;  enfin  si  on  tombe  dans 
le  second  cas,  où  i  —  i°°*>  seulement  peut  être  négligé,  il  faudra  encore 
ajouter  le  fadeur  ^,  et  on  aura  /i=:log  -^-g. 


*^*f^'*^^f^>ISM*Msf^n^yfSf>^/yniSfSf^\%^M^t>S^ 
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Méthodes  générales  pour  former  une  Table  des  valeurs  de 

Vin  tégrale  U  =  /ud^ . 

688.  J^ous  supposerons  que  u  est  une  fonction  donnée  de  la  variable  f , 
et  que  cette  fonction  est  telle  qu'en  faisant  varier  (p  d'une  quantité  con- 
stante  et,  les  différences  successives  de  la  fonction  u  diminuent  continuel- 
lement et  finissent  par  être  entièrement  *n^ligeables.  On  peut  toujours 
prendre  et  assez  petit  pour  que  cette  supposition  soit  admissible,  quelle 
que  soit  la  fonction  u,  pourvu  qu'elle  reste  toujours  ^ie.dans  toute  l'étendue 
des  valeurs  de  ^  que  l'on  considère;  et  la  différence  a  pourra  être  fixée 
dans  chaque  cas  particulier,  suivant  le  degré  d'approximation  avec  lequel 
on  veut  exprimer  les  fonctions  U. 

Nous  désignerons  par  U,  U',  Ij",  etc.,  les  fonctions  qui  répondent  aux 
variables  croissantes  ^,  ^  +  a,  (p-f-aa,  etc.j  et  semblablement  nous  dé- 
signerons par  U,  U%  U°°,  etc.,  les  fonctions  qui  répondent  aux  variables 
décroissantes  ^,  ^  —  a,  ^  —  2a,  etc.  Cela  posé,  la  Table  qu'il  s'agit  dcT 
construire  pour  la  fonction  U  et  ses  différences  successives,  pourra  être 
représentée,  dans  l'une  quelconque  de  ses  parties,  comme  il  suit  : 


T.  IL 
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^  —  34 

^  —  ace 

(p  +  M 

9  +  ^ 


Fonction. 

Diff.  I. 

II. 

• 
• 
• 

Ijioo 

• 
• 
• 

• 

• 
• 

U<K> 

iV" 

/*u~ 

u» 

aj". 

i^V 

u 

iV 

f'V 

U' 

tV' 

^v 

u* 

iV' 

i'V 

U'" 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

m. 


IV. 


La  première  colonne  contient  les  valeurs  de  (p^  formant  une  progression 
arithmétique  dont  la  différence  est  a;  la  seconde  colonne  est  celle  des 
valeurs  correspondantes  des  fonctions  U.  On  a  placé  sur  la  même  ligne 
que  ^  et  U,  les  différences  successives  J^U,  cT^U,  cT'U,  elc.j  et  par  cette 
disposition ,  chaque  ligne  sert  à  former  la  ligne  inférieure ,  au  moyen  de 
la  loi  connue  U'  =  U  +  cTU,  cTU'  =  /U  +  cT'U,  J^^U'  =  eT^U  +  cT'U,  etc. 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  comment,  étant  donnée  la  fonction  u^ 
on  peut  calculer  les  différences  successives  qui  servent  à  former  la  Tahle 
des  valeurs  de  U.  Pour. cela  nous  ferons  usage  d'un  algorithme  qui  a  l'a- 
vantage de  conduire  rapidement  aux  résultats  que  nous  voulons  exposer, 
et  qui  a  surtout  celui  d'en  faire  connaître  la  loi  de  la  manière  la  plus 
simple  et  la  plus  générale.  Cette  notation ,  au  reste ,  qui  ne  s'applique 
qu'aux  sommes  et  aux  différences,  considérées  dans  leurs  combinaisons  li- 
néaires seulement,  est  fondée  sur  les  mêmes  principes  que  celle  qui  a  été 
indiquée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  ann,  1772  9  et  qui  a 
été  depuis  reproduite  sous  beaucoup  d'autres  formes  par  différens  auteurs. 

689.  On  a  immédiatement^  par  la  formule  de  Taylor, 


dV    .   m*     ddU 


U'  =  U  +  «.J^  +  ^. 


+ 


(fV 


d^     *    a  .3      df 


3  +  etc.  ; 


1 


e*s=  1  H-JcH-^a:*+  -^  oc^  +  etc. , 


et  puisque  les  coeffidens  de  cette  formule  sont  les  mêmes  que  ceux  de 

l'exponentielle 

I 

il  s'ensuit  qu'on  peut  mettre  U'  sous  la  forme 

U'  =±  Ue***, 
pourvu  qu'après  avoir  développé  le  second  membre  suivant  les  puissances 
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rf*»U 
ôe  cidj  on  convienne  que  chaque  terme  Ua"^*  sera  remplacé  par  a*.  ■^-' 

Dans  cette  hypothèse ,  on  aura  successivement 

U'=Ue^,    V'  =  V'e^y    \]^'  =  V''e^y    etc.} 
de  là  résultent  les  différences  premières, 

cTU'  =U'(e«'— 1), 

etc.; 
celles-ci  donnent  les  différences  secondes, 

cT-U'  =  J^U'le^—  1)  =  U'(e«^—  I  )•  , 

etc.; 

et  en  général  on  aura 

cr-U=U(e-^— i)-. 

Au  moyen  de  cette  formule,  la  différence  finie  d'un  ordre  quelconque 
de  la  fonction  U  peut  s'exprimer  par  les  coefficiens  différentiels  de  cette 
même  fonction.  En  effet  si  on  suppose 

(e*— i)»  =  a:-(i+A'a:+A"je4-A"'a:*  +  etc,), 
on  aura  en  même  temps 

^  U  =  *".  ^  +  A'a--^'  •  gjjFT  H-  A"«-^*.  ^^  +  etc. 
6go.  Réciproquement  on  peut  exprimer  les  coefficiens  différentiels  ^r  f 

'iûS*  •   "^3  '  ^^^'  >  ^'""®  fonction  U ,  par  le  moyen  des  différences  finies  de 

cette  fonction,  prises  en  donnant  à  la  variable  cp  l'accroissement  constante. 

Pour  cela  je  réduis  l'équation  symbolique  J^U  zss  IJ  (e^  —  i)àla 

forme 

<r  =  c*^  —  I  ; 
j'en  tire 

flui=log(i  +cr), 
et  aUd  ou 

ot.^  =  Ulog(i  +  cr). 

Cette  nouvelle  équation  suppose  qu'après  avoir  développé  le  second  mem- 

6«  • 
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bre  suivant  les  puissances  de  ^j  chaque  terme  UdT"  sera  remplacé  par  la 
différence  /"U;  on  obtiendra  ainsi 

«^  =  crU  — icT^U+iJ^U  — icT^U  +  etc. 

Cest  la  formule  connue  qui  sert  à  exprimer  le  coeflicient  différentiel  d'une 
fonction  par  les  différences  successives  de  cette  fonction.  Ainsi  a  étant 
assez  petit  pour  que  la  suite  des  différences  /U,  J^*U,  /'U,  etc.,  soit  très 

convergente ,  on  déterminera  le  coefficient  3—  avec  toute  l'exactitude  qu'on 
peut  désirer. 

691.  Si  dans  l'équation  symbolique  a  -r-  =  U  log  (  i  +  /) ,  on  met 

j-  à  la  place  de  U,  on  aura 


d'où  résulte 


ddV 

tt : 

rfU 

^(i+cT), 

,ArtJ 

=  U/' 

(1+/). 

:^='"'c 

H-«r),el< 

.  rf-U 

=  U/" 

'0  +  <r)j 

de  sorte  qu'un  coefficient  différentiel  quelconque  ^^  peut  s'exprimer  fa- 
cilement par  les  différences  finies  de  la.fonction  U,  en  supposant  connu 
le  développement  de  /"  (1  +J:)  ,  qui  désigne  la  puissance  n  de  /(i  +ar). 

En  effet  si  l'on  a  /■  (i  +x)  ou  • 

^(i— ï-ar+yjc'— 4^+etc.)"=^"(i— N'jc+N''a:*— N'"x»+etc.), 
on  pourra  en  conclure 

a"  -—  =  <r"U  —  N'J^'+'U  H-  N"/"**U  —  etc. 

69a.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  \]z=z/udç  ou^  =  tt,  la  valeur 
de  au  exprimée  par  les  différences  successives  «TU,  cT^U,  «T'U,  etc.,  sera 

<w  =  cru  — icT^U  +  icT^U  — etc. 

Dans  le  cas  où  l'on  veut  construire  une  Table  des  valeurs  de  U ,  la 
quantité  u  est  connue  pour  chaque  valeur  de  ^,  et  en  faisant  varier  ç  de 
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CL  y  on  connaîtra  les  différences  successives  de  u.   D'après  ces  différences, 
il  sera  possible  de  déterminer  en  général  la  valeur  de  J^U. 

En  effet ,  soit  etuzzzp  el  77 — ; — r  ou 

; — -r^-3 T  =  I  +  ir'ar  +  Wjù^  +  h!"a^  +  etc. , 

1  —  ^  «  + 1  X*  —  etc.  '  117 

l'équation  précédente  donnera 

cTU  =  ;i  H-  A:'cl>  +  k'S^^p  +  k"i^p  +  etc. 

Ainsi   cTu  se  déduit  des  quantités  données  p^   ê'p j  /V>  etc.,  par  une 
suite  dont  la  loi  est  connue. 

Cette  même  suite  donnerait  les  différences  ultérieures  eT^U ,  cT^U ,  etc. , 
par  les  formules 

eT-U  =  cT;?  +  ^^^P  4-  V'^^p  +  etc. , 
cT'U  =  S'y  +  ^cTV  +  etc. 

Mais  ces  suites,  pour  déterminer  cTU,  /'U,  J^'U,  etc.,  peuvent  être  ren- 
dues plus  convergentes  par  un  moyen  très  simple. 

693.  Soit  V  ce  que  devient  la  fonction  u^  lorsque  au  lieu  de  (p  on  met 
9  -f~  s  ^  9  on  aura  suivant  la  notation  précédente , 

pourvu  qu'après  avoir  fait  le  développement  du  second  membre  suivant 
les  puissances  de  J^,  on  remplace  chaque  terme  uj^"  par  ^^ . 

De  là  résulte  av  =  au  (1  -|-  i^Y^   et  parce  que  etu  ^=.  U/  (  i  +  «T) , 
on  aura 

Mais  en  effectuant  le  développement  jusqu'aux  x^,  on  a 
(i-^^xY  l(\+x)  —X Î7  a^-h-^oc^ '^  x^  +  T^-x^  —  etc.: 

\       *      /      \      *       /  24  24  1920  goo  ' 

donc 

«.  =  J^U  -^  <r»U  +  ^  J^U  -  ^  J-U  +  ^  >«U  -  etc. 

Conservons  le  premier  terme  J^U  de  ce  développement,  mais  substituons 
dans  les  termes  suivans  la  valeur  U=s  U^  +  cTU'^,  nous  aurons 

a.  -  J^U  -  ^  J^Lo  +  ^  ^V  -  ^  cT'U-  H-  etc.    - 
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Dans  cette  suite,  conservons  les  deux  premiers  termes  JV  -r  -7  cT^LJ® ,  et 

24 

substituons  dans  les  suivans  U***  +  /U**  à  la  place  de  U* ,  nous  aurons 
de  nouveau 

«"  =  '^U  -.  ^  /»U-  -H  ^  J^U"  -  etc. 

Cette  suite  prend  ainsi  une  forme  très  convergente,  mais  il  reste  à  s'as- 
surer de  la  loi  que  paraissent  indiquer  les  premiers  termes,  et  à  déter- 
miner d'une  manière  générale  celle  de  leurs  coelHciens.  Il  faut  donc  faire 
voir  qu'au  moyen  des  coelBciens  n',  n",  n"'y  etc.,  dont  la  loi  sefà  déter- 
minée, on  aura  généralement 

ai;  =  cTU  —  Ti'/'U-  +  nV^O'*  —  n'^cT^U**-  +  etc. 

694.  Reprenons  pour  cet  eflFet  l'équation  symbolique  a  -t-=L7(i4-J^) 
ou  aw  =  U  /  (  I  •+•  J^) ,  on  en  tire 

Mais  d'un  autre  côté  on  a 


donc 


cTU     =    •"* 


To     _  -«^ 


JNrf  Tooo '^^ 

etc. 

De  là  on  voit  que  la  suite  cTU  —  n'cT^U^  +  n^eT^U*"  —  etc. ,  est  repré- 
sentée par 

Si  donc  on  veut  que  cette  suite  soit  équivalente  à  av  qui  est  représenté 
par  ou  (  I  H"  V^)*j  il  faudra  qu'on  ait  l'équation  identique 

/(i  +  cT)  s=— ^— »'.— fV^H-»".— ^1— «'".  — ^  +  elc. 

(1+^)'  (»+^)«  Ci+*)«  (!+*)• 


Soit 
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it  --V3;  =  »•,  le  second  membre  devient  z  —  n'a*  +  /»V  -^  etc. ,  et  le 
premier  se  réduit  à  a/  [î  a  H-  v/(i  4-  ^  2')].  'Or  on  iaît  que 

1     r     I  -y/     I      M       r      ^*  1  x\  1.3  «*       1.3.5  x^  ,     , 

et  qu'ainsi  la  quantité  3  log  [^  s  +  ^'(i  +  i  ^*)]  se  développe  en  cette 

suite , 

1      Jî.'    ^i    ï-3    j5^         1.3.5      s' 

^       2  •  3.?T"*"  14  •  5.2*  ~  a. 4,6  •  TTa^  "^  ^^^^ 

donc  réquation  supposée  a  effectivement  lieu  en  donnant  aux  coeffîciens 
n\  n" y  n"*y  etc.,  les  valeurs 

;  I  I  II  1.3  I  fff  1.3.5  I 

donc  on  a  en  général, 

.„     I   r^v  ,  1.3  iT'U»»      1.3.5  /'U«"  ,    .   X 

série  qui  procède  suivant  une  loi  évidente,  et  dans  laquelle  chaque  coeffi- 
cient est  moindre  que  le  quart  du  précédent. 

695.  Si  on  fait  «f^sssP,  et  qu'on  désigne  par  P*,  P'*,  etc.,  ce  que  de- 
vient la  fonction  P  lorsqu'au  lieu  de  (p  on  met  (p  —  et,  ç  —  aot,  etc.,  on 
déduira  de  l'équation  précédente  une  valeur  de  J'U  de  la  forme 

* 

et  les  coefficiens  m'y  ni\  m'" y  etc. ,  se  déduiront  des  coeffîciens  «',  »",  «'",  etc.,. 
au  moyen  du  développement  de  la  fraction 

7 — ; — tA ^^  ,    ,    =  I  +  mx  +  ///'je'  4-  m'"x^  •+•  etc. , 

1  —  nx  +  ji  X*  —  TTxr  +  etc.  -  *  ' 

de  sorte  qu'on  aura 

m    =  71  =  -7, 

24 


/,!"  =  m'iJ  —  w"  =  —  —^  , 


5760    ^ 

jn!''  =  mV  —  /wV  +  n'"  =  J^-. 

'  907000 

etc. 


Ainsi  la  valeur  de  cTU  s'exprime  par  la  fouclioju  P,  au  moyen  de  Tcqua* 
tion  générale 

^U  =  P  +  i^  J^-P  -gi^/^P-H-^-  J^'P--  etc., 
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laquelle  pourrait  être  continuée ,  suivant  la  même  loi ,  aussi  loin  qu'on 
voudra. 

696.  L'ëqualion  par  laquelle  la  fonction  ap  se  déduit  de.U,  peut  être 
représentée  ainsi , 

«p  =  2u  /[i«^+^/(l^-iJ^.)], 

pourvu  qu'après  avoir  développé  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  J^,  on  change  UcT,  U«P^,  UJ*,  etc.,  respectivement,  en  cTU,  J^^U*, 
cr*U^%  etc. 

Au  moyen  de  cette  équation ,  on  en  peut  former  d'autres  non  moins 
remarquables. 

Désignons  par  U  (^  4-  ï  *  )  ce  que  devient  la  fonction  U  ou  U  (^),  lors- 

qu'au  lieu  de  ^  on  met  ^  +  »  * î  alors  on  aura  t^  =  ^^  — ,  et  l'é- 
quation précédente  donne 

Dans  celle-ci  mettons  encore  ^  +  t  ^  &"  '^^^  de  ^ ,  nous  aurons 

différentiant  de  part  et  d'autre  par  rapporta  9^  et  observant  queU(9  +  ^) 
n'est  autre  chose  que  U',  on  aura 

ou  en  substituant  dans  le  second  membre  la  valeur  de  —    ,  , 

Mettant  dans  celle-ci  ^  —  &  au  lieu  de  ^ ,  on  a  enfin 

Supposons  donc  qu'on  aft  4^*  [t  J^+  V^('  +  4«^*)]>  °^ 

/j^       I       #^    j^i.3       ^*  1.3.5       *'     ,     ,     V 

V"^  ~  i  •  377»  ■+■  2 . 4  •  5T*  ~  mTô  •  7:^"*"  ^^^'  J 

=  jv.  _  N'JN4  ^.  N'/ J^e  _  pj/z/JM  ^  ^c.  ; 
et  la  vraie  valeur  de  et*  g-  ,  déduite  de  notre  équation  symbolique,  sera 
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a*è=  cT*!!'*  —  N'cT^O*"  +  NV^U**^  —  K'V'L****  +  etc. 

^  697.  Réciproquement  on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  S^H^  ex- 
primée au  moyen  de  la  fonction  donnée  a*  ^  que  nous  désignerons  par 
Q;  cette  valeur  sera  de  la  forme 

J^U* = Q  -*-  M'J^  +  M^cT^Q-*  +  M'^'cT^Q'-  +  etc. , 

dans  laquelle  les  coefficiens  M',  M'',  M%  etc. ,  se  déduisent  des  coefliciens 
K%  N",  N'",  etc.,  au  moyen  de  l'équation 

jaf  _^K^  \ — KF»-rTr-r-=  i-^-M'ar+MV  +  M^'V  +  etc. 

1  —  Hx  +  Nx*  —  N  or +  etc.  .•      '  '         •       ' 

On  voit  aussi  que  ces  mêmes  coefficiens  pourraient  se  former  par  le  quarré 
de  la  suite  déjà  connue ,  au  moyen  de  l'équation 

(i  +m'x+Tnl'x*  +  m'^x^  H-elc.  )•=  i+Wx  +  Wx^  +  W'x^+etc. 
Oo  aura  de  cette  manière , 

M'  =  -,     M' =  —4-,    M'''=^,     etc.; 
la  '  240'  60480'  ' 

ce  qui  dcmne  enfin  « 

cf -Uo  =  Q  +  ^  <r'Q- -  ^  J^Q-- + g^  J^'Q- -  etc. 

698.  L'analyse  précédente  nous  a  conduits  à  deux  formules  très  remar- 
quables; l'une  pour  calculer  la  valeur  de  eTU  par  le  moyen  de  la  quantité 
connue  P  =  ap ,  où  p  est  ce  que  devient  u ,  en  mettant  ^  +  7  ^  ^^  '^^u 
de  (p  ;  l'autre  pour  calculer  la  valeur  de  J^*U'  par  le  moyen  de  la  quantité 

Q.  du 
=:  a*  ^. 

La  première  formule  est 

cTU  =  P  +  ^  J^P  -5^  /4p..  4.  ^  js.p..  »  etc. , 

m 

et  la  loi  générale  de  ses  coefficiens  est  la  même  que  celle  de  la  suite 
qui  vient  du  développement  de  la  fonction 


I       *         1.3       «*        1.3.5       X*     ,  ^ 

T.  II.  7 


$0 
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la  seconde  ibrxnule  est 

/•U»  =5  Q  +  ■:^  «T'a» — 


3i 


la 


J^^Q-'  +  E^kJ^'Q-^-elc, 


240  ^^     ^       T^  60460 

et  la  loi  générale  de  ses  coeOicîens  est  la  même  que  celle  de  la  suite 


I  +  —  «3?  —  -7-a:*  +  ^-Tir  ^  —  etc. , 
'    la  a4o        '    00400  ' 


oa 


qui  eBl  le  quarrc  de  la'saile  précédente  i  ^—rx  "*"gzgr  **  +  ^^*  > 

qui  vient  du  développement  de  la  fonction  T*. 

699.  Les  deux  formules  dont  nous  yenons  de  parler  fournissent  deux 
méthodes  différentes  pour  construire  une  Table  des  valeurs  de  l'intégrale 
Vas  fudp,  correspondantes  aux  valeurs  de  9,  formant  la  progressioti  o^ 
a,  aetj  3a,  etc. 

Suivant  la  première  formule ,  il  faut  calculer  les  valeurs  successives  de 
la  fonction  donnée  P  =  oc(^,  i^  étant  ce  que  devient  u  lorsqu'au  lieu  de  ^ 
on  met  ^  +  î  a.  Par  cette  substitution ,  P  est  toujours  regardé  comme  une 
fonction  donnée  de  ^,  qu'il  faudra  calcider  pour  chaqift  valeur  de  ç  com- 
prise dans  la  Table.  Ainsi  pour  les  valeurs  successives  9 ,  ^  -|~  et,  ^  +  aa, 
etc.)  on  aura  les  valeucs  correspondantes  P^  P^^P'S  etc.,  et  ces  valeurs 
étant  portées  dans  la  Table ,  chacune  sur  la  même  ligne  horiiontale  que 
la  valeur  de  ^  à  laquelle  elle  correspond  ^  on  en  déduira  leurs  différences 
premières,  secondes,  troisièmes  et  quatrièmes^  dont  on  fera  autant  de  co- 
lonnes  séparées ,  comme  on  le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 


^   —    2€b 

poo 

jvpoo 

J\.po» 

Jjpoo 

J\4poo 

•  ^  —     et 

po 

/P» 

<r»p» 

jvspo 

Jv<po 

<P 

p 

<rp 

«r»p 

^F 

«f*P 

<P  +     » 

F 

<rF 

/•F 

«r»F 

?  +  2* 

P"   . 

«TF' 

«T'P» 

• 

IP   -j-    3cL 

ptn 

j\p/» 

ç>  +  4«  1 

P" 

• . 

1 

Chaque  colonne  se  forme  de  la  précédente  par  soustraction ,  et  ren- 
ferme un  terme  de  moins,  de  sorte  qu'il  faut  que  la  colonne  des  P  ait 
été  prolongée  jusqu'aux  P'^,  pour  que  la  différence  cT^P  puisse  être  connue 
et  placée  sur  la  ligne  des  -^  et  P. 

Lorsqu'on  aura  formé  pour  chaque  valeur  de  la  variable  9 ,  les  quantités 
P,  J^P,  <r*P,  J^P,  J^,  on  en  eonclura  pour  la  même  variable  ^,  la 
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valeur  de  la  difierence  J^V,  laquelle  sera 

cTU  =  P  +  -^  cT-P^  —  ^^  cT^P^^  H-  etc. 
'   24  5760  ' 

700.  11  faudra  faire  attention  aux  indices  qui  aSectent  les  differens  ter- 
mes de  celle  formule  y  et  en  vertu  desquels  le  J^*F^  doit  être  pris  dans  la 
ligne  immédiatement  au-dessus  de  celle  où  est  P ,  le  cT^P^  une  ligne  en- 
core au-dessus  ^  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  Tintervalle  a,  doit  être  pris  assez  petit  pour  que  la  suite 
précédente  soit  très  convergente  et  qu'on  n'ait  besoin  que  de  ses  deux 

premiers  termes  P  +  -7  J^*P*^  J  le  troisième  —  g-4-  cP^P*  servira  seulement 

à  diriger  l'approximation  pour  savoir  précisément  sur  combien  de  décima- 
les on  doit  compter,  et  il  faudra  par  conséquent  que  ce  terme  soit  moin- 
dre qu'une   demi-unité  du  dernier  ordre  de  décimales  auqnel  on  vent 
•  s'arrêter  dans  la  valeur  de  e^. 

11  pourra  arriver  cependant  que  dâu&  quelques  parties  de  la  Table  qu'on 
veut  construire ,  le  terme  dont  il  s'agit  soit  d'une  oïl  de  plusieurs  unités 
décimales  du  dernier  ordre  ;  alors  il  faudra  en  tenir  compte,  et  jugier  de  ce 

qu'on  néglige  par  le  terme  suivant  de  la  série  qui  est  *f-  ZTk^'^li  cf  •P****,  ce 

qui  obligerait  de  prolonger  la  colonne  des  différences  jusqu'au  sixième 
rang. 

701.  Ayant  fixé  d'avance  le  nombre  des  décimales  avec  lequel  on  veut 

exprimer  les  différences  /G ,  on  calculera  —j  cT^P  en  se  bornant  au  nom- 
bre de  décimales  fixé  •  et  négligeant  le  reste  de  la  division  par  a4  i  "^ 
pour  plus  d'exactitude,  il  sera  bon  de  prendre  toujours  l'entier  le  plus 
approché  du  quotient,  et  de  teiyr  compte  du  reste  dans  ropération  sui- 
vante. Supposons,  par  exemple,  que  J^P*  divisé  par  2149  donne  le  quotient 
q  et  le  reste  rj  alors  dans  l'opération  suivante,  pour  former  J^U',  on  di- 
visera J^*P  +  ^  par  34,  ce  qui  donnera  le  quotient  q'  et  le  reste  r',  et 
ainsi  de  suite.  Cette  Qianière  d'opérer,  dont  nous  avons  fait  l'épreuve, 
donne  des  résultats  plus  exacts  et  empêche  les  erreurs  de  se  multiplier. 

Nous  distinguerons  cette  première  méthode  par  le  nom  de  Méthode  des 
ordonnées  moyennes  ,  parce  que  l'ordonnée  (^  qui  sert  à  former  Fauxiliaire 
P  s=  fltt^,  répond  à  la  variable  f  +  7  ^9  moyenne  entre  les  deux  râleurs 
consécutives  ^  et  ^  -f*  «;  elle  Mippo^e  que  k  quantité  P  est  calculée  pour 
chaque  valeur  de  ^^  arec  une  grande  précision,  et  même  arec  une  ou 


•  • 
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Yariable. 

Fonction. 

Di£  I. 

Auxiliaire. 

BIS.  I. 
jvpooo 

/p 

11. 

IIL 

IV. 

^  —  3a 

Uooo 
Uoo 

U» 

u 

J^U"» 

<ru» 

pooo 
poo 

p 
P' 

h" 

jv»poo<. 

j'p» 

rapooo 

JV4PW.. 

9  —  2a 

«r*p* 

f  —    • 

/»p» 

f 

cTU 

«r*p 

<p  -h    <t 

U' 

<rp' 

^  «4-  aa 

Pour  ajouter  un  terme  au-dessous  des  barres  qui  marquent  le  dernier  état 
des  choses  j  il  faut  commencer  par  calculer  l'audliaire  ¥"  =  at/'  qui  r^ 
pond  à  la  variable  ^  +  aot  ;  connaissant  P''.  j  on  formera  les  difiiiraiicfis 
J^F ,  J^*P,  J^'P ,  J^^P**,  au  moyen  desquelles  on  connaîtra ,  •.. 

crU  =  P4-A«r*P  — giJjJ^P-,  et  ensuite  U'=U -H  J'U. 

706.  La  marche  de  l'opération  est  à  peu  près  semblable  dans  la  seconde 
méthode.  Supposons  d'abord  qu'on  s'est  assuré  que  les  S^Q  sont  négligea- 
bles et  qu'ainsi  on  a ,  avec  une  exactitude  suffisante ,  ^U*  ss  Q  *f-  —  <r*Q*; 

on  pourra  représenter  comme  il  suit  l'état  des  choses,  lorsque  le  calcul  a 
été  conduit  jusqu'au  terme  J^^U**  qui  fait  connaître  J^U*  et  ensuite  U. 


Variable. 

Fonction. 

Difill. 

n. 

Auxiliaire. 

Di£  I. 

II. 

ç  —  3a 

^    -^      (X. 

Uooo 

UOO 

U» 
U 

jvyooo 
«TU*»» 

«TU» 

<r»u~ 

<r*u» 
1» 

QOOO 

QOO 

Q"» 

Q 

«Kjoo 

cTQ" 
cTQ 

JV.Q0OO 

f 

«fU 

ç  +    a 

U' 

Q' 

Pbur  aller  plus  knn ,  il  faut  calculer  l'auiUiaire  Q'  égale  à  ce  que  ds- 

vient  la  fonction  a*  ^.  en  y  substituant  ^  +  «  au  lieii  de  ^  ;  connmsaant 

QT,  on  connaîtra  SQ,  J^  et  cl^U®;  enfin  au  moyen  de  cT^U^,  oti  con- 
naîtra J^U  etl]',  ce  qui  ajoutera  un  nouveau  terme  à  toutes  les  colonnes. 
707.  S'il  fallait  avoir  égard  aux  quatrièmes  différences ,  ou  ajouterait  un 
terme  de  plus  a  la  colonne  des  quantités  Q  et  aux  colonnes  suivantes. 
Tmci  alors  quel  serait  le  dernier  état  des  choses,  lorsqu'on  est  parvenu  à  dé- 


termiûer  U  au  moyen  de  la  valeur  cT-U*'  =  Q*  -f-  ^  cT^Q^* 
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VarîaMc. 

■ 

Fonction.  Dîff.  I. 

II. 

AuxHiaira. 

Diff.  I. 

n. 

J\.Qooo 

III. 

IV. 

p  —  3a 

Uooo 

JV^OCO 

Qooo 

JVQooo 

JNSQooo 

J^4Qooo 

(P    20, 

XJoo 

/u~ 

<r»u«« 

Qo» 

«TQoo 

J^'Q»» 

^SQoo 

ç  —    a 

u«> 

«rc» 

Qo 

cTQ» 

cT'Q» 

9 

u 

Q  . 

cTQ 

ç  4-     a 

Q' 

Pour  aller  plus  loin  ,  on  calculera  l'auxiliaire  Q^'  qui  rëpond  à  la  variable 
^  4-  aa  j  on  en  déduira  les  différences  successives  J^ï,  J^*Q  j  J^^0°>  J^^Q***, 

au  moyen  desquelles  on  oonnailra  cl^U*  s=  Q-4-  — cT^Q®  —  r7"^*Q"*>  €**" 

suite  J^U  et  13%  ce  qui  ajoutera  un  terme  A  toutes  les  colonnes. 

Dans  cette  mëtliode  ^  on  ne  néglige  que  les  difierences  cT'Q  y  lesquelles 
sont  de  Tordre  et* ,  puisque  Q  est  de  Tordre  «*  ;  on  pourra  donc  fixer  a 
priori  le  nombre  de  décimales  qu^on  devra  admettre  dans  1  expression  des 
fonctions  U  ;  mais  nous  ayons  déjà  fait  observer  que  les  erreturs  sur  les 
différences  secondes  se  multiplient  comme  les  nombres  triangulaires^  ainsi 
il  faudra  se  procurer ,  à  des  intervalles  déterminés,  des  valeurs  exactes  de 
la  fonction  princijfiale  D  on  de  sa  différence  première  cT^U ,  afin  de  connaî- 
tre et  de  corriger  les  petites  erreurs  qui  auraient  pu  s^iccumuTcr  par  le 
progrès  des  opérations. 

^  708.  Les  deux'méthodes  que  nous  venons  dVxposer  sont  en  général  très 
propres  à  remplir  Tobjet  qui  était  proposé  de  construire  une  Table  des  va* 
leurs  de  Tintégrale  Xizszfudp  )  elles  ont  Tune  et  l'autre  des  avantages  et  des 
inconvéniens  qu'il  faudra  balancer  lorsqu'il  s'agira  dé  les  appliquer  à  un 
objet  déterminé.  Nous  remarquerons  ici  que  la  seconde  de  ces  méthode» 
peut  avoir  une  application  particulière  et  fort  utile,  s'il  s^agit  en  effet  de 
construire  une  Table  des  valeurs  de  la  fimclion  U  9  d'après  la  seule  eon- 

naissance  du  coefficient  différentiel  du  sepond  ordre 


û^* 


U|  eu  sorte 


ffudp^  ;   le  prpblème  se  résoudra  immédiatement  par  \m 

240^  ^^^60480 


^^ 


J^fCh^  — etc.,  oùTona 


qu'on  ait  U  = 
formule  cfU*  =:Q^  -f 

L'usage  de  cette  formule  auppose  que  l'on  connait  à  l'origine  de  TijitQ- 
grale  les  valeurs  de  U  et  de  J^U;  ces  deux  données  suffiront  pour  calculer 
la  série  entière  des  valeurs  de  U;  et  si  l'on  a  besoin  dans  cet  întervf^e, 
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de  Vvxt  des  coefBciens  différentiels  ^,  on  le  calculera  par  la  formule  or- 
dinaire 

«  ^  fi=  cTU — i  cT-U  +  5  cf  »U— J  cT^U  +  etc. 

709.  Si  l'on  proposait  ultérieurement  de  former  une  Table  des  valeurs 

de  la  fonction  U,  en  connaissant  seulement  le  coefficient  différentiel  du 

cPU 
3*  ordre  ^  s=  u,  en  sorte  qu'on  eût  U  =  f^ud^^,  u  étant  une  simple 

fonction  de  ^,  la  solution  se  déduirait  aisément  de  la  même  analyse  que 
nous  avons  suivie  dans  l'art.  6g6.  Soit  pour  cet  effet  p  ce  que  devient ia 
fonction  donnée  u  y  lorsqu'on  y  met  9  -f-  t  ^  9  <^u  lieu  de  ^,  on  trouvera 

a^u  =  cT'U^  —  A'cT'U^»  4-  A^'/'U^  —  kfj'^li^  +  etc. , 

les  coefficiens  kf^  V  ^  k'"  ^  etc. ,  étant  les  mêmes  qu'on  déduirait  de  l'équa- 
tion identique» 

(X— -•x^+^.7— T  —  etc.^  =^0?  —  k:f-\^k'x^  —  etc. 
Soit  donc  0?u  =  R  ;  et  de  l'équation  précédente  on  déduira 

la  loi  des  coefficiens  étant  la  même  que  donnerait  le  développement  de 
(,  H- ^a:-5i^a:'  +  ^^  x»- etc.)'. 

Au  moyen  de  la  formule  précédente,  il  suffit  de  connaître  a  l'origine 
de  l'intégrale  les  valeurs  de  U,  cTU,  cT'U,  ou  ce  qui  revient  au  même , 
les  trois  premiers  termes  de  la  série  U ,  U' ,  U'' ,  et  on  formera  la  série 
entière  des  valeurs  de  l'intégrale  U  ^zfhubf^. 

710.  Il  résulte  encore  de  la  même  analyse  qu'étant  donné  le  coefficient 

différentiel  du  quatrième  ordre  -^  c=:  11,  si  l'on  fait  a^u  s  S ,  on  aura  la 
formule  ^  ' 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  calculer  la  série  entière  des  valeurs  de 
f  intégrale  U  ^:sf^ud(p^  ,  pourvu  qu'on  connaisse  les  quatre  premiers  ter- 
mes de  cette  série  U,  U',  U'^,  U'^,  ou  ce  qui  revient  au  même,  les  quatre 
ijuantités  U,  J'U,  cT'U,  /»U. 
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^  On  a  vu  dans  les  ^rt  704  et  siiivans  comméiit  les' calculs  doivent  être 
disposes  pour  former  graduellement  la  série  des  auxiliaires  et  celle  des 
fonctions.  Pour  éviter  à  cet  égard  tout  embarras,  voici  comment  on  mettra 
€fn  usage  la  dernière  formule  -  ; 

J^4u- =  S  +  ^  cT'S' —  etc. 

La  valeur  de  S  étant  donnée  en  fonction  de  ^ ,  on  pourra  calculer  préa«- 
lablement^  avec  telle  étendue  qu'on  voudra,  la  suite  des  quantités  S,  tant 
dans  le  sens  des  variables  croissantes  Çj  9  + ^9  f^ -{- set,  etc.,  à  partir  dç 
la  première  valeur'  de  ^,  que  dans  le  sens  contraire  ç  —  ^r  ^  —  ^^>  etc. , 
s'il  est  nécessaire.  Avec  ces^valeurs  et  leurs  différences  successives,  pro- 
longées jusqu'à  ce  qu'elles  puissent  être  négligées,  on  formera  autant  de 
lignes  qu'on  voudra ,  telles  que  les  suivantes  : 

5%  «rS» ,  «T'S» ,  «PS« ,  «r^S» ,  etc. 


<p  —     a 


<P  H-    * 


s  ,  iTs  ,  S"S  ,  «r»s  ,  «r*s  ,  etc. 
S' ,  «rs' ,  cT'S' ,  «r»s' ,  j^s' ,  etc. 


<p  +  aa  I  S"i'.crS",  «r«S",  J^\  «r*S^',  etc.       - 
Cela  posé,  puisqu'on  a  en  général 

■ 

(  valeur  qui  se  réduira  lé  plus  souvent  aux  trois  premiers  termes  )  :  on  voit 
que  pour  chaque  valeur  <le  (p,  la  Table  des  qfùantités  S  donnera  immédia- 
tement la  valeur  de  cT^U,  laquelle  jointe  aux  valeurs  connue^  de  U,  J^U, 
<r*U,  J^U,  servira  à  former  dans  la  ligne  inférieure  les  termes  U',  /U', 

Calculant  de  même  la  valeur  suivante^le  J^fU ,  qui  est  J^^U'*,  on  formera 
une  nouvelle  ligne  U',  cTU",  J^^H' ,  cT^U',  et  ainsi  jusqu'à  la  limite  de  là 
Table  qu'on  veut  construire^ 

On  voit  que  pour  être  en  état  de  calculer  le  terme  cT^U  qui  sert  à  trou- 
ver U'^,  il  suffira  d'avoir  «Rmcé  la  série  des  S  jusqu'au  terme  S*^  qui  sert 
à  trouver  J^Sy  en  supposant  du  moins  que  la  valeur  de  J^HJ  soit  exprimée 
d'une  manière  suffisamment  exacte  par  les  trqîs  premiers  termes  de  la  for- 
mule. Ainsi ,  dans  lés  cas  les  plus  ordinaires ,  la  série  des  S  ne  devra  pas 
être  prolongée  au-delà  de  la  valeur  de  ^,  où  doit  se  terminer  la  Table; 
dans  ces  mêmes  cas  où  l'on  n'a  point  égard  au  quatrième  terme  de*  la  for- 
mule contenant  J^'S^ ,  le  calcul  des  quantités  S  ne  devra  être  fiiit  qu'à 

T.  n.  8 
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compter  de  la  prmière  valeur  de  ^,  poUqoe  les  qaantîtëa  précédentes  S% 
S^  y  etc.  y  ne  seraient  d'aucnn  usagé. 

711.  n  ne  sera  pas  inutile  de  réunir  ici ,  sous  un  même  point  de  Tue, 
les  dififêrentes  formules  que  nous  avons  trouvées ,  pour  ibrmer  une  Table 
des  valeurs  de  l'intégrale  U,  lorsqu'on  suppose  connu,  en  fonction  de  la 

seule  variable  ^ ,  l'un  des  coefficîens  différentiels  ^ ,  ^7 ,  --n  9 .  Jm  • 

voici  ces  formules  où  nous  avons  constamment  désigné  par  P'I'amcifiaire 
qui  doit  être  employée  dans  chaque  cas. 

Soit  l^  l'int^rale  U  =:yW(p;  on  fera  P  =  au^  u  étant  ce  que  devient 
k  fonction  donnée  Uj  en  mettant  ^  -f-  f  a  à  la  place  de  ^ ,  et  on  aura  la 
formule 

J^U  =  p  +  ^  «r-Po  -  S^  cT^poo  +  ^-L,  J^'P- _  etc. 

Soit  2^.  l'intégrale  U  s:  JJ^udç^  ;  on  fera  P  ==  a*u ,  et  l'on  (ura  la  for- 
mule 

cT^U*  =  P  4-  -  <^P*  —  4-  J^^P^  +  Az  <f*P^^*^  — etc. 

la  24^  '    60400 

Soit  3'.  l'int^rale  U  :=  pud^^,  on  fera  P  s=s  a?u  ,  c^  étant  ce  que  de* 
vient  Uj  en  mettant  ^-f-?  ci  au  lieu  de  ^,  et  on  aura 

<r»U^=  P  +  5  cT'P^ 2«  J^po  +  -^^cT^pooo  —  etc. 

Soit  4*«  l'intégrale  U  s=  f^ud^ ,  on  fera  P  =5  a^u ,  et  l'on  aura 

€r*U^  =  P  +  £  J'^P^ ^  cT^poo  +  ^^-^^  cT^P*-  —  etc. 

'   6  720  '   47a5.a** 

Il  serait  &cile  de  prolonger  à  volonté  la  suite  de  ces  formi|)es,  en  ob* 
servant  lar  loi  qu'elles  suivent  et  qu'on  démontre  généralement  par  l'ana- 
lyse du  n^  6g6.  Ainsi  pour  nntégrale  U  =  f^ud^^ ,  on  ferait  l'auxiliaire 
P  =  aV ,  et  on  aurait  la  formule 


jNsxjoo  —  p^j.  cT^P^ ~ ^  J#- +  etc. j 
pour  IHntëgnde  13  ss/^ucl^^,  on  ferait  P  =s  a*ii,  et  l'on  aurait  la  formule 

/«U*^c=P4- i cT'P*  —  tU^  cT^P^*  +etc., 

ainsi  des  autres. 

Quant  à  la  ki  des  cocfficiens,  elle  est  la  même  que  celle  qui  résulterait 
du  dévdoppement  de  la  puissance 
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f         i      X   _,   1.3      «•         1.3.5      **     •_    .    \"* 

V  ~2-3:?"*"M*5^^~M^5-^«^"®^^V   • 

n  désignant  l'ordre  de  l'intégrale  proposée  U  =  f^ud^*. 

71a.  Il  serait  à  désirer  qu'on  pût  calculer  par  des  procédés  semblables 
et  avec  des  suites  aussi  convei^entes,  les  valeurs  successives  d'une  fouctkm 

U  donnée  par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  -^  :s=s  •  .  . .  • 

fimct.  (U,  ç),  ou  même  pair  une  équation  diffisarentielle  d'un  ordre  plitf 
élevé.  Ce  problèoie  est  Ue  la  même  nature  que  ceux  qui  concerajeat  Us 
intégrales  simples  ou  multiples  j  mais  sa  résolution  ofire  beaucoup  plus  de 
difficultés,  et  jusqu'à  présent  nous  ne  voyons  d'autre  moyen  d'y  parvenir 
que  la  formule  de  Taylor 


qui  sert  à  calculer  la  différence  finie  d'une  fonction  par  le  moyen  des 
coefficiens  différentiels  successif»  de  cette  fonctiot. 

Si  l'équation  est  du  premier  ordre ,  le  premier  coefficient  ^  sera  donné 

en  fonction  de  U  et  de  9,  et  les  suîvans  -^^  M^y  ctc.^  s'en  déduiront  par 

la  différentiation.  On  pourra  ^knc,  d'une  valeur  donnée  de  U  correspon- 
dante à  ^  =  e ,  déduire  la  valeur  suivante  U'  =  U  -f-  /U ,  correspondante 
à  ^  =  e  +  a,  et  ainsi  successivement. 
71 3.  Si  l'équation  est  différentielle  du  second  ordre  ^  alors  faisant.  • .  » 

^  ac  tty  le  coefficient  -^-^  sera  une  fonction  donnée  de  k  et  de  ^^  on  en  dé- 

jduira  par  la  différentiation  les  vdeurd  des  coefficiens  suivans  -^^  ^ ,  etc.  ^ 

exprimées  semblablèment  en  fonctions  de  u  et  de  f . 

Connaissant  donc  les  premières  valeurs  de  U  et  de  u  qui  répondent  par 
exemple  à  ^  =  e ,  on  trouvera  les  valeurs  suivantes  de  U  et  de  11  qui  ré- 
pondent à  ^  =  e  --f"  ^  >  siu  moyen  des  formules 

/U  =  «ii+^.^t-h^.S^-f-rtc., 


d'où  l'on  déduira  U'  =  U  +  /l^  ^  u'.  =;&  u  +  «T^^-  Par  ces  nouvelles  valeurs 
de  U  et  de  II  qui  répondenC  à  ^  =  e  -4*  a,  on  trouvera  semblablèment  les 
^àkon  suivantes  qui  répondent  à  9  &=i  «  i^f*  m  ^  ft  dhuî  sneoesÂfeMml 

8.. 
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jusqu'à  la  fin  de  la  Table.  Mais  ces  calculs  qu'on  doit  faire  ainsi  pas  à 
pas  pour  que  le  résultat  en  soit  plus  exact ,  sont  très  longs  et  très  diffi- 
cultueux. 

U  serait  d'autant  plus  utile  de  perfectionner  ces  méthodes  en  rendant 
les  suites  plus  convergentes ,  que  la  réduction  en  Tablés  est  la  seule  rea- 
source  qui  reste  pour  évaluer  les  fonctions  déterminées  par  des  équations 
différentielles  qu'on  ne  peut  intégrer  exactement;  et  peut-être  n'y  a-t-il 
pas  d'autre  moyen  de  résoudre  les  grandes  difficnltés  que  présente  la  théorie 
des  perturbations  des  planètes ,  lorsque  le  développement  en  série  ne  peut 
pas  avoir  lieu ,  ou  lorsqu'il  offrirait  un  trop  grand  nombre  de  termes  qm 
ne  pourraient  être  négligés. 


»^^^%»VW»^»V»»W^^%W»WW^MW»»^^^WWW<i>W»r^<<W%»»»WM»»)»<t^  »<<M^W^<<MW^<^%WM%W»M<»M<^»I»W^»%»»^%»»I<»%WWWI»<»W»»^^¥>»V»V 
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Application  des  méthodes  précédentes  h  la  construction  de 

la  Table  II. 

714.  JrouR  expliquer  plus  clairement  l'usage  de  nos  formules,  nous  Jes 
appliquerons  au  calcul  de  la  Table  des  fonctions  E  pour  le  module  c  = 
sin  45*,  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  dans  les  applications.  Nous 

supposeroois  en  même  temps  qu'on  fait  â&  =  à  un  demi -degré  =  r^-» 

c'est-à-dii»  que  la  Table  des  fôdctions  E  ou  des  intégrales  fLd^  doit  être 
construite  pour  toutes  les  valeurs  de  ^  ,  de  demi-degré  en  demi-degré  , 
depuié  <f  jusqu'à  go*. 

Des  deux  méthodes  que  nous  avons  données  pour  construire  une  sem- 
blable Table ,  nous  choisirons  celle  qui  sert  à  xalculer  les  différences  se- 
condes  de  la  fonction  £  par  le  moyen  d'une  auiiliaire 

0=*»^  =  —  ^  «?•*•. 'i^,  d'où  l'on  déduit 

■  • 

Cette  valeur  suppose  que  le  4erme  suivant  de  la  série,  contenant  J^Q^.y 
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est  négligeable;  or,  c'est, ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  présent ,  et  ce  qui  aura 
toujours  Ueu  à  l'égard  de  la  fonction  E ,  à  moins  que  les  quantités  c  et 
sin  <p  ne  soient  toutes  deux  très  rapprochées  de  l'unité. 

7i5.  Pour  calculer  les  valeurs  successives  de  Q,  soit  f  =  |  c*fl6*,  et  soit 
A  un  angle  déterminé  par  la  valeur  sin  A  =  <;  sin  ^ ,  on  aura  A  =  cos  A  y 
et  en  omettant  le  signe  de  Q, 

Q^  sin  a^ 
ces  A    .' 

dans  l'exemple  proposé ,  on  aura  5  =  ^  a*  =  (— -)  ,  et 

logff  =  5.27963  47486. 

Nous  nous  proposons  de  calculer  jusqu'à  douze  décimales  les  valeurs  de 
£;  alors  les  quantités  Q  auront  huit  chiffres  significatifs  au  plus,  de  sorte 
qu'elles  pourront  être  calculées  par  les  Tables  de  logarithmes  à  dix  déci- 
males, qu'on  réduira  à  huit,  et  même  quelquefois  par  les  Tables  à  sept 
décimales  seulement.  L'opération  principale,  pour  a  voir  log  Q ,  est  de  dé- 
duire log  cos  A  de  la  valeur  connue  de  log  sin  A  ;  il  suffira  le  plus  sou- 
vent ,  pour  cet  objet ,  de  tenir  compte  des  premières  différences  données 
par  les  Tables,  dans  l'hypothèse  de  huit  décimales  seulement.  Soit  A  là 
différence  qui  répond  à  /sin  a,  et  B  la  différence  qui  répond  à  /cos  a,  a 

étant  l'angle  de  la  Table,  immédiatement  plus  petit  que  A;  si  l'on  fait 

Br 
/sin  A  =  /sin  a  +  ^  j   oû  aura  /cos  A  =  /cos  ^  "^  t"* 

Cette  formule  sera  suJËsante  presque  dans  tous  les  cas,  et  le  calcul  n'en 
sera  pas  bien  compliqué,  parce  que  les  différences  B  et  A^  ainsi  que  r, 
peuvent  être  prises  en  bornant  les  logarithmes  à  huit  décimales. 

Cependant  si  on  voulait  calculer  /  cos  A  de  manière  que  le  résultat  fôt 
exact  jusqu'à  la  dixième  ou  la  douzième  décimale ,  voici  le  moyen  qu'on 
pourrait  employer. 

Soit  a  l'angle  de  la  Table  qui  approche  le  plus  de  Pangle  A,  et  sup- 
posons qu'on  ait  à  la  fois 

/sin  A  =:  /  bin  âzbn     /  cos  A  =  /  cos  â=cR; 

il  s'agit  de  trouver  la  différence  R  par  le  moyen  de  la  différence  donnée^?^^ 
pour  cela  on  aura  la  formule 

,■  l  •  '    .  ■  .  . 

OU  .  ^ 

logRssslog  (r  tang^  a)  =b  (r-^-r  tangua).    ^. 
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716.  Les  règles  précédentes  pour  calculer  log  Q,  s'appliquent  i  toutes 

les.  valeurs  de  f  dans  l'exemple  proposé,  parce  qu'on  aura  toujours 

tang  a  <  I  ;  mais  si  c  et  sin  f  étaient  tous  deux  très  proches  de  l'unité, 
tanga  pourrait  devenir  très  grand,  et  il  faudrait  employer  un  autre  moyen 
pour  calculer  la  valeur  de  Â  qui  fait  connaître  celle  de  l'auxiliaire  Q. 

Alors  A  devra  être  mis  sous  la  forme  A  =s  v/(**-j-  ^  ^^  9)j  ^t  «  on 
prend  /ut  tel  qu'on  ait 

tang^  =      ,     =  tangS  cos  (p , 
il  en  résultera  A  = ,  et  de  là  Qzszy  ùa  20  cos u,   en  faisant 

008^  •  ' 

y  =  ^-T-;  dans  l'exemple  proposé,  on  aura 

log>ss5.43oi4  97464. 

Il  s'agit  donc ,  «pour  avoir  Q,  de  déduire  log  cos  yit  de  la  valeur  connue 
de  log  tang  ^;  c'est  ce  qu'on  peut  foire,  comme  ci-dessus,  avec  une  exac- 
titude presque  toujours  suffisante,  par  le  moyen  des  différences  premières 
qui  répondent  &  log  cos  /i  et  log  tang  /i.  Si  on  veut  obtenir  une  plus 
grande  précision^  soit  a  l'angle  de  la  Table  le  plus  approché  de  /u;  si  Ton 
fait  à  la  fois  • 

l  tang  ft  ::=>  /  tang  adbr,     Zcosftss/cosa^fsR, 
on  déduira  la  différence  R  de  la  différence  connue  r,  par  la  formule 

R  =  r  sin'a  (  i  =i=  Idr  cos*  a), 

ou 

log  R  =  log  (rsin* a)  d=  r  rp:  r  sin*  a. 

Cette  manière  de  calculer  /  cos  ft  qui  fait  connaître  A  et  Q ,'  n'est  sujette 
à  aucune  exception  ;  elle  peut  être  employée  dans  toute  l'étendue  des  Ta- 
bles qu'on  veut  construire ,  quels  que  soient  les  angles  0  et  ^  ;  en  effet  |  on 
voit  que  l'angle  fê  qui  est  6  lorsque  ^  =  o ,  diminue  continuellement  à 
mesure  que  ^  augmente,  et  finit  par  être  nul  lorsque  ^  =s  go*^. 

717.  Par  la  formule  Q  =  >"  slh  :a^  cos  /Et,  on  voit  que  l'auxiliaire  Q  est 
nulle  aux  deux  limites  de  la  Table ,  sil^oir ,  lorsque  ^  =  o  et  lorsque  (p 
gEs  90*  ;  il  y  a  donc  entre  ces  deux  points  une  valeur  de  Q  qui  est  un  maxi^ 

mum ;  ce  maximum  se  détermine  par  l'équation  tang  ^  =  i/— j  =  t/r 

(  c'est  le  point  remarquable  où  Ton  a  F^  =  7  F'  )  ;  alors  Q  =  ^jrj  •  Dans 
le  cas  de  0 17  4^*  ^^  ^^^  avons  pris  pour  exempte ,  on  trouve  le  maxi- 
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mum  Q  =  o  •  oooO:a  rtSoSo  94  >  il  répond  à  Tamptitnde  (p  ss:  49*  56'  à 
peu  près. 

Pour  la  fonction  F  on  a  l'auxiliaire  Q^^ss^^'  sin  :x(p  cos'^t ,  en  faisant  pour 

abréger  ^'  =  21-  elle  s'évanouit  encore  aux  limites  9  =  0,  ^  c=  90*,  et 

son  maximum  a  lieu  lorsque  taug*  ^  =;=  tang*6  -f-  v^(  1  +  tang^0H-tang^6). 
Dans  le  cas  deO  =  4^*9  ou  a  tang*^=i:  i  +  V^3,  ou  àpeu  près  ^  =  58*  5o' , 
ce  qui  donne  le  maximum  Q  ;=  o.oooo3  34o8a  54- 

718.  Ycnci  deux  exemples  du  calcul  de  l'auxiliaire  Q  relative  à  la  fonc- 
tion E,  que  nous  résoudrons  chacun  paroles  deux  méthodes  que  nous 
avons  exposées. 

Soit  I*.  9  =:  33^  3o^;  suivant  la  première  méthode,  on  fera  le  calcul 
comme  il  suit  y  en  supposant  toujours 'C  =  sin  45"*. 

/  sin  A  =  /  sin  a  -»  r 
(•••  9*84948  5oo32  cos  a...  9.9641 1  53965 

sin^...  9.74188  9497'  ^  4"  12845 

sinA...  9*59137  44993  cosA...  9^9641 1  66810* 

sina...  9.59138  16478  f ...  5.27963  47486 

r=i=  71485  -^...5.3155180678 

r.  • .  4*8^4^1  49  sina^...  9.96402  60827 

tang-a...  9.25453  25  j^g  q  ^  5.27954  4i5^ 

/(r tangua)  =  /^.lo^'j^  74  Q  5=  o.ooooi  90346  18 

r. . .'  — •  71 .5 

r  tang*  a. . .  —  12.8 

logR  =  4  «10873  90 
Par  les  formules  de  la  seconde  méthode,  on  procédera  ainsi  : 
tang/^...  9.92110  65899  cos  a...  9*88536  35668 

tanga...  9.92111  8i8i3  R  *f-  47^44 


"V"" 


r=—         I   15914  cosjtA...  9.88536  83212 

y.. .  5.43014  97464 

r. ..  5.o64i3  6  sin2^...  9.96402  60827 

sm'a. . .  9-61^96  4  log  Q  «  5.37954  4'^o3 

^(rain'a)  ss  4*67710  ^  Q  s»  ô.ooooi  90346  16 
r— rsiu'a. ..                  7 

logR  =  4 «67709  3 


^ 
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Supposons  a° ,  ^  =  70"  ;  le  calcul  fait  par  la  première  mélhode  donnera 
les  résultats  suivans  : 

c. . .  9.84948  5ooa2 


sin  (p .  •  • 

1 

9.97298  58i64 

/  sin  A  =  /  sin  a  —  /• 

siuA. .  • 
sin  a  • . . 

9.831247  08186 
9.82247  53805 

cosa. ..  9.87350  37413 
R...                   35^74 

r  = 

44619 

CCS  A...  9.87350  72687 
€.. .  5.27963  474^6 

tang*  a . .  • 

• 
4*649520 

9.897943 

5.40612  74799 
sin  2^. . .   9.80806  74967 

l{r  taiig*  ^ )  = 

/'. . .   — 

r  tang*  a  • . .  — 

:  4-547463 

4.5 
3.5 

logQ  s=  5.21419  49766 
Q  =  o.ooooi  63755  i5 

• 

logR  = 

4.547455 

Par  la  seconde  méthode  on  trouvera  ce  ([ui  suit  : 

/  tang  /A  =1  l  tang  a  +  r 
•      tang  fi...  9.53405   16846 
tang  a  .. .  9.53402  2828 1 


cosa...  9.97598  07553 
R...        3o2i9 


2  88565 


r. . .   5.46024  36 
sin*a...   9.02000  72 

Z(rsin*a)  =  4-4^^25  08 
r  "^  r  sin*  a.  • .  3  59 

logR  = 


cosAA...  9-97597  77334 
y...  5.43014  97464 
sin  2^...   9.80806  74967 

logQ  =  5.21419  49765 
Q  =  o.ooooi  63.755  i5 


=  4*48027  67 

On  voit  que  ces  deux  méthodes  s'accordent  parfaitement.  Les  calculs  ont 
été  &its  avec  la  même  précision  que  si  on  voulait  avoir  la  valeur  de  Q 
exacte  jusqu'à  la  quatorzième  décimale;  on  pourra  donc  les  faire  avec 
deux  décimales  de  moins,  lorsqu'on  ne  voudra  avoir  que  douze  décimales 
exactes. 

719.  Il  est  facile,  par  les  moyens  indiqués,  de  former  la  colonne  des 
auxiliaires  Q  et  celles  de  leurs  différences  premières  et  secondes ,  lesquelles 
serviront  à  former  la  colonne  des  différences  secondes  ^*E,  d'après  la  for- 
mule 
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cT-E*  =  Q  +  ^  c^•Q^ 

Mais  pour  avoir  les  différences  premières  J^E,  et  ensuite  les  fonctions  E 
elles-mêmes,  il  faut  connaître  le  premier  terme  J^Eo  qui  répond  à  ^  =o; 
et  ce  premier  terme  est  la  même  chose  que  Ea ,  puisqu'on  a  Eo  s=  o. 

Or  la  quantité  A  =  v/(i  —  c*  sin*  (p)  étant  développée  en  série,  on  en 
tire  fàdç  ou 

E  (^)  =  ^  —  ^  c*  fd^  sin*  9  —  -^  c^  fd^  sin^  ^  —  etc 
Soit  sin  ^  =s  ^,  on  aura 

/dipsin*^  =  /x*dx(i— j:*)"*3=  3"+"'»5'  +  ~7*  ""+  ^^^- > 


fd^fk\u^(p=ifx^dx{isc^y^z=:-s  +-  .  ^  +  — 7  •  —  4-etc. 


Ces  suites  sont  très  convei^entes  lorsque  x  est  très  petit  ;  si  on  fait  donc 

^  =  «  ^^^*^'  ^'^  ^^^  '^^  valeurs  suivantes,  exactes  jusqu'à  la  quinzième 
décimale  : 

E(^t)  =  ct  — ic*(3.3454i  42464)  — Je*  (9.005^  II), 
F  (fit)  =  a  4- ic*  (3.34541  42464)  +  |^(9-oo5!if  11). 

Les  nombres  en  parenthèses  désignent  les  logarithmes  des  coefficiens,  et  la 

caractéristique  9 ,  qu'on  voit  dans  le  troisième  terme ,  indique  une  fraction 
décimale  dont  le  premier  chifire  significatif  est  au  onzième  rang.  On  a  d'ail- 
leurs 

A  =5  0.0087a  66462  69971  65. 

720.  Connaissant  ainsi  Ëa  qui  est  la  même  chose  que  cTEo,  on  pourra, 
comme  nous  l'avons  dit ,  construire  la  Table  dans  son  entier  au  moyen 
de  la  formule  J^*E*  =  Q  +  -^  J^*Q*.  Mais  polir  empêcher ,  autant  qu'il  est 
possible ,  les  erreurs  dues  au  terme  —  S^Ç^  de  s'accumuler ,  nous  avons 
tenu  compte  des  restes  que  donne  la  division  de  J^^Q®  par  12. 

Pour  cela  nous  avons  joint  à  la  colonne  des  secondes  différences  /*Q , 
une  autre  colonne  contenant  deux  nombres  que  nous  désignons  par  q  et 
r,  et  dont  voici  l'usage.  Soit  r^  le  terme  qui  précède  r,  et  supposons 
qu'en  divisant  cT^Q  -f-  /;^par  12,  le  quotient  soit  q  et  le  reste  r,  on  fera 
constamment  «T'E  =  Q'  +  y ,  ou  dans  la  ligne  précédente ,  «T^E*  =  Q  +  ^. 

7a  I .  Nous  joignons  ici  la  série  entière  des  calculs  &its  d'après  ces  prin- 
cipes ,  pour  obtenir ,  dans  le  cas  de  c  =  sin  45* ,  les  valeurs  de  la  fonction 
E,  correspondantes  à  touti  les  degrés  et  demi-degrés  de  l'amplitude  9. 
T.  H.  9 
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On  peut  observer  que  pour  les  mêmes  valeurs  de  c  et  de  9,  l'auxiliaire 

qui  est  Q  pour  la  fonction  E,  devient  ~  pour  la  fonction  F  ;  d'ailleurs  A 

est  toujours  donné  par  l'opération  même  qui  sert  a  trouver  Q ,  puisqu'on 

a  dans  la  première  méthode  A  =  cos  A ,  et  dans  la  seconde  A  = • 

Ainsi  y  en  construisant  la  Table  des  fonctions  E  pour  un  module  donné , 
on  peut  construire  simultanément  la  Table  des  fonctions  F  qui  se  rap- 
porte au  même  module. 

Comme  le  mode  de  procéder  est  le  même  dans  l'une  et  l'autre  Table , 
nous  n'avons  pas.  cru  devoir  joindre  ici  la  Table  particulière  qui  concerne 
la  fonction  F,  d'autant  que  qette  Table  et  celle  des  fonctions  E,  ont  be- 
soin d'une  dernière  rectification  qui  leur  donne  toute  l'eiâctitude  dont 
elles  sont  susceptibles. 
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ç- 


o®oo' 
o.3o 
i.oo 
i.3o 

2.00 

a.3o 

3.00 
3.3o 
4*oo 
4«3o 
5.00 

5.3o 
6.00 
6.3o 
7.00 
7.30 

8.00 
8.3o 
9.00 
9.30 
10.00 

o.3o 
1.00 
i.3o 
2.00 
2.3o 

3.00 
3 .30 


■1 


.00 

.3o 

5  00 


5.3o 
[6.00 
[6.3o 
7.00 
7.30 

8.00 
[8.3o 
19.00 
9.30 

20.00 

20. 3o 
2I.OO 

21  .30 
22.  00 

22  .30 


E. 


0.00000 
0.00872 
0.01745 
0.02017 

o.o34qo 
0.04302 


00000  00 
65908  79 
28494  88 
8443Ô  20 
3o4ii  95 
63io3  22 


0.05234 
0.06106 

0.06978 
o . 02849 
0.08721 


79193  63 
•75360  qn 
48322  02 

.94742  ^o 
ii3i3  20 


0.09501 
o. io4o2 
o. ii332 
o. 12202 
o. 13071 


94816  61 
41879  54 
49201 
i365 
3i83 


09 
94 


04 


o. 13940 
0.14808 
o; 15675 
o. 16542 
G . 1 7409 


00526  22 
16484  81 
76474  3i 
77269  o3 
i5654  69 


o. 18274 
0.19139 

0.20004 
0.20867 
0.21730 


88429  II 
92402  84 

&,  Il 

5980.9  58 


0.22592 
0.234^3 
0.24313 
0.25173 

o . 2603 1 


56982  qi 
69601  65 
94586  24 
28854  36 
69341  61 


0.26889 
o. an 745 
o . 20000 
o . 29455 


i3oo2  14 
56809  32 
9775Ô  39 
32857  12 
o.3o3o8  59140  4? 


o.3ii6o 

0.3201 1 

0.32861 
0.33710 
o . 34557 


73681  25 
73540  29 
55827  60 
12668  o3 
56212  95 


o . 35403 
o . 36248 
0.37092 

0.32934 
0.30775 


68638  41 
521/16  32 
03965  i3 
2i35o  48 
oi585  91 


/E. 


872  65908  .79 
872  62^86  09 
872  55941  32 
872  45975  75 
872  32091  27 
872  16090  41 


871  96176  34 
871  72902  85 
871  46424  38 
871  1659b  00 
870  83473  41 


870  47062  q3 
870  07371  S5 
869  64406  85 
869  18177  10 
86868691  18 


868  i5958  59 
867  59989  5o 
867  00794  72 
866  38385  66 
865  72774  42 


865  03973  73 
864  31996  93 
863  56858  06 
862  78571  75 
861  97153  33 


86x  12618  74 
860  24984  59 
859  34268  12 
858  40487  25 
857  43660  53 


856  43807  18 

855  4^947  ^7 
854  35 100  73 
853  26289  35 
852  14534  78 


85o  99859  54 
849  Ô228Ô  81 
848  61840  43 
847  38544  92 
846  12425  46 

844  835o7  91 
843  5i8i8  3i 
842  17385  35 
840  80235  43 
839  4^397  02 


^E. 


3322 

6644 

9905 

13284 

16600 
»99ï4 


70 


7 

i 

86 
07 


23223 
26528 
29828 
3^122 
36410 


49 


3q< 

46229 

4948S 
52732 


38 


55969 

59«94 

o56ii 
658oo 


06 
24 
69 


71976 
75i38 
78286 
81418 
84534 


8d 
87 
3i 
42 

59 


87634 
90716 
93780 
96826 
99853 


i5 

87 
72 

35 


II 


02860 
o5846  34 
0881 I  38 
11754  57 
14675  24 


17572  73 
20446  38 
23295  5i 
261 19  46 
28917  55 


10 


3 168 
34433  46 
37149  92 

4a4g6  47 


0- 


0000  00 
3322  75 
6644  88 

13284  09 
16601  12 


'99»4  39 
23223  86 
26528  89 

29828  8â; 

33i23  12 


36iii  06 
12  02 


42965  38 
46230  49 
49486  72 


52733  43 
55969  90 

02410  00 

65oi2  3o 


68801  81 

71.977  96 
75140  10 

"8287  58 

81419  75 


84535  97 
87635  " 
90717 
93782  , 
96828  32 


99855  01 
02861  82 
05848  11 
0881 3  20 
11756  44 


14677  17 
17574  72 

20448  42 
23297  61 
26121  62 


28919 
31691  on 
344à5  no 
37152  00 
39840  25 


^Q- 


3322  75 
3322  i3 
3320  95 
3318.96 
33 16  43 
33i3  27 


3309  4 
33o^  o 
3299  96 
3204  27 
3287  94 


3280  96 
32^3  '36 
3265  II 
3256  23 
3246  71 


3236  56 
3225  75 

32l4  32 
3202  24 

3189  5l 


3176  i5 

3162  i4 

3i47  48 
3i32  17 
3ii6  22 


3009  62 
3oo2  37 
3o64  46 
3o45  90 
3026  09 


3oo6  81 
2986  29 
2965  09 
2943  24 
2920  73 


2897  55 
2870  70 
2849  »9 
2824  01 
2798  14 


2771  61 
2744  41 

2J10  52 
2087  95 

2658  71 


^»Q. 


62 
1^8 


3i6 
38o 


444 

007 

56q 
633 
698 


t 


160 

hS 
888 

9% 
ioi5 


081 
143 
208 
273 
336 


4oi 
466 

53 1 
5< 


725 

9« 
56 

921 


i 


2o52 
2120 
2l85 
225l 

23i8 


2385 
2451 
25i8 
2587 
2653 


2720 

292i 

a< 


'789 
!857 

(92! 
'994 


67 


r. 


5  +  2 

II  —  a 
16  *-  5 
21  —  4 
26  o 
32  —  4 


9®  +  4 
96-I 

00  +  3 

061  -j- 

12 


±i 


16  +  5 

23  —  5 


7+2 

3  +  I 
+  5 


2 

3 
38 


t 


4-2 
49  +  5 

55  4-  I 
60  +  2 
66  —  2 


71—2 

7-6 
2  —  5 

8' 
9« 


? 


h    +    2 

>3  +  4 


»99  +  * 

2o4  +  4 
210  +  2 

2i6  —  3 

221—2 


227  —  6 

282   —    1 

238        o 

244-4 

249  +  a 


38 

CONSTRUCTION  DES  TABLES  FiTIPTIQUES, 

f- 

E. 

JE. 

i'E. 

Q. 

'Q 

'•Q 

?.     '■■ 

22"  3o' 

0.38775  01585  qi 

839  40397  62 

1  4,723  28 

1  39840  35 

3658  ,1 

'994 

345  +  3 

23.  OO 

0 

396.4  4.q83  53 
40452  39884  68 

83,  47901   .5 
83é  K7,5  q, 

!  ïsff  ^ 

2638  „ 

2598  ;é 

3o6i 

2? +  3 

23.30 

0 

'  foS  ^9 

1  50392  ,4 

1  5285,  S, 

3i3i 

361  4. 3 

24    00 

0 

4ia88  nj6Go  65 

835  o5o52  69 

t   5o2qo   07 

1  52824  ai 

2566  85 

3'99 

36,-3 

2I30 

0 

4ai23  Q7:.3  34 
42957  52475  9a 

833  54,62  62 

2534  86 

3265 

3,i  +  3, 

25.00 

0 

832  0,93,  ,4 

1  55326  99 

25o2    1, 

3339 

278   +  5 

25.30 

26.00 

0 
0 

43789  544.3  70 

44b2o  01034  4^ 

83o  46610  ,5 
828  8881S  04 
827  28584  68 
82e  65954  45 

\S.l£lè 

l'^^Ml 

l%f, 

M 

384  +  4 

399   +    3 

296 S 

16.30 

^5448  8g839  49 
46276  18424  17 

1  62630  23 

I  fao233  26 

ira 

37.00 

0 

1  6(99!  63 

1  63633  19 

1  649„  6:î 

36i8 

3oi  +  4 
3o8  —  4 

2,.3o 

0 

47101  84378  6a 

824  00959  82 

1  673^  83 

3328    2, 

3688 

aS.oo 

"7 

47925  85338  44 
40748  <8975  43 
4q568  82998  25 
&7  75V53  16 

822  33636  99 
820  64023  82 

1  69614  1, 

I  6,325  91 

3391  39 

U^ 

3i3  —  1 

38.30 

0 

1  6961,  ào 

3253   80 

3iq  +  a 
33B  +  3 

29.00 

0 

818  93154  9, 
817   180,1  57 
SiS  41811  80 

1   ,18,1    10 
1   ,4ofc  59 
1  ,6263  06 

2215  49 

3900 

39.30 

2,76  49 
aiâq  77 

S4 

33i  +  3 

3S.0O 

0 

337  +  3 

3o.3o 

31.00 

l 

52020  35o36  53 
52833  9845 >  85 
53645  §1374  4» 
54455  8i749  12 

ai3  634i5  32 
811  82922  57 
810  00S74  ;o 
808  i58i3  58 

1  80493  75 

1  86531  78 

',&1l 

2096  33 
2ob5  18 

H 

343+  1 
349  +  0 

3i.3o 

0 

1  8255 1  36 

20i3  3i 

355  —  1 

32.00 

Q 

1  81564  6, 
1  86535  39 

1970  72 
1937  4. 

«3? 

^403 

36i  -  3 

32.3o 

0 

55263  97562  70 

806  29281  80 

1  88459  i3 

36,-3 

33.00 

0 

56070  26844  5f 

8o4  40822  6, 

1  90342  45 

1  88462  80 

i883  38 

44,6 

3,3  -  3 

33. 3o 

0 

56874  67667  .7 

802  5o48o  22 

I  92181  01 

1  90346  18 
1  92184  80 

i838  62 

4548 

Uizl 

34!  3° 

0 

800  58299  21 
,q8  64325  12 

'  9^974  »9 

;i?i;i 

4620 

0 

1  95720  97 

;?5?îiiJ 

^6^ 

391  - 1 

0 

592,6  4077,  72 

,96  68604  i5 

1  97420  91 

1700  00 

397  +  ■ 

35. 3o 

T 

60073  09375  87 

,94  ,1,83  24 

'  99073  '9 

.  9,434  88 

i652  34 

4839 

4o3  +  4 

36.00 

0 

60867  80559  " 

,92  ,2110  o5 

lltV.ll 

:  s;  " 

i6o3  95 

Lo  -4 

36.30 

0 

61660  6266g  16 

,qo   ,1432  98 
,88  éqaoi   i3 

1554  63 

4984 

4.5  +  0 

3,.  00 

0 

62451     24"2     14 

2  03736  7, 

2  o2a36  00 

150499 
.45?  40 

422  —  5 

3,.3o 

0 

63239  933o3  27 

,86  65464  35 

2    05191    13 
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0 
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0 
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68,0a  95»,,   06 
69*1,4  96,60  92 

3  13893  98 
2  ,491,  I4 

3  12818  ,5 

1079  q3 

564! 

II! 

4i!3o 

0 

76q  876. S  88 

2  1389868 

loâS  & 

5^2 
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0 
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43.00 
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0 
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0 
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nm 
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6,0  0, 

œ 
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5.,+| 
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44.30 

0 

2  19833  58 

6140 

4S.O0 

0  74»i8  65o43  Si 

2  20442  18 

2  is838  69 

6086, 

620, 
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^  7:13.  Nous  avons  déjà  dît  que,  pour  remédier  à  l'aocumulalion  des  erreurs 
qui  peut  résulter  de  la  méthode  précédente,  il  était  nécessaire  de  cél^ 
calçr  par  les  formules  rigoureuses ,  les  valeurs  de  la  fopction  qui  corres* 
pondent  à  quelques-unes  des  valeurs  de  la  variable  (f.  On  aurait  pu,  pour 
cet  objet ,  se  borner  aux  quatre  valeurs  qui  terminent  les  quatre  parties 
de  la'  Table ,  savoir ,  p  s=  sa^  -^ ,  ^  s=;  45^ ,  (p  =^  67^^  ^,  (p  ;=:  90^ ,  mais 
nous  y  en  avons  joint  trois  autres,  et  voici  les  erreurs  en  plus  qui  sesoat 
trouvées  dans  les  résultats  de  notre  Table. 

YariaUfi^..,...  a^^î,      ^Qi^       45,      49i*      67^,,      70^,      90. 

Erreur  surE(^)...  +62,  -f-gS,  -f- 178,  +  i85,  +  222,  4-  227,  +  220. 

Il  s'agit  maintenant  de  corriger  les  erreurs  de  tous  les  termes  de  la  Table, 
d'après  les  erreurs  connues  de  cet  lept  t^m^;  et  le  principe  auquel  il 
faut  s'attacher  dans  cette  opération  délicate ,  est  d'altérer  le  moins  qu'il  est 
possible  les  différences  premières  de  la  fonction,  parce  que  ces  différences, 
teUes  qu'eues  sont  portées  dans  la  Table ,  sont  neoei^MiirepieBt  tpès  appro^ 
chées  des  diQ^<éreiiees  exactes. 

On  pourrait  aisément  construire  des  formules  algébriques  qui  embrasse- 
raient une  certaine  étendue  de  termes ,  dans  l'interpolation  des  erreurs  j 
qaais  l'usage  de  ces  formules  serait  pénible  et  souvent  pevi  exact.  |1  nous, 
a  p^  plus  simple  de  feire  l'interpolation  à  vue ,  en  s'ccartant  le  moins, 
qu'il  est  possible  de  l'ordre  linéaire  indiqué  suçc^ssÂvem^nt  par  le^  pôtés. 
du  pcdygone  dont  les  angles  sont  les  extrâpités  de^  ordonnées  qui  re-. 
présentent  les  erreurs  connues.  L'inégalité  dans  la  distribution  d^  ecr^wai 
sur  un  même  côté ,  n'aura  pour  objet  que  de  rendre  moins  inégales  lies^ 
différences  en  passant  d'un  côté  a  l'autre  ;  et  les  anomalies  à  cet  ^ardr  ne 
pourront  jamais  être  bien  conaidérablo^  parce  que  la  méthode  suivie  pour« 
la  coMtruction  de  la  Table,  est  de  nature  à  ne  permettre  aux  erreurs, 
de  9^  multiplier  que  par  des  degrés  presqu'insensibles.  *  ^ 

723.  C'est  par  ce^  procédés  qu'on  a  rectifié  la  Table  des  fonctions  £  ^ 
et  on  y  joignant  celle  des  fonctions  F ,  composée  et  rectiûée  semblable- 
mept  y  on  a  formé  la  Table  II  ci-après ,  qui  servira  à  trouver  jqsqii^c^ 
(douze  décimales ,  les  val^s  Ass  fonctions  F  e!t  E  pour  toute  vtJenr  de^ 
l'amplitude  ç  ^  Iprsque  l'angle  da  module  est  de  4S^«  EUe  servirait  aussi  è^ 
Élire  l'opération  inverse ,  c'est-à-dire  a  trouver  l'amplitude  ,.  lor^qu/e  l'uuf) 
de4  fo^cticm  est  donué^/ 

Qn  voit  mea  piur  1^  opératiops  dont  nou^  avom  donpé  1^  détail  ^^  cjnTpf^ 
w  peut  répond»  dq  )'»aptitud^d3  1a  dpuzj^me  ^écimaU,  ^q^?  v^àm 
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la  onzième  pourrait ,  daiis  quelques  cas ,  être  en  erreur  d'une  ou  de  denx 
unitës  ;  mais  au  moins  on  pourra  toujours  compter  sur  l'exactitude  de  la 
dixième  décimale,  et  l'emploi  des  deux  auti*es  dans  les  calculs  d'interpo- 
lation ,  garantira  les  résultats  de  toute  erreur  sur  la  dixième  décimale.  Si 
on  n'a  besoin  que  de  sept  décimales  exactes  daus  le  résultat,  il  suffira 
d'en  admettre  huit  dans  les  calculs  d'interpolation ,  ce  qui  les  simplifiera 
beaucoup. 
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CHAPITRE  V. 

Examen  de  quelques  questions  sur  les  meilleurs  fnojrens  de 
former  un  système  complet  de  Tables  elliptiques. 


724*  Al AiNTENANT ,  pour  avoîr  un  système  complet  de  Tables  elliptiques, 
il  ne  s'agit  que  de  construire  par  les  mêmes  méthodes,  des  Tables  pgrti- 
culiéres  analogues  à  la  Table  II ,  qui  répondront  à  tous  les  angles  du  mo- 
dule de  demi'degré  en  demi-degré.  On  aurait  ainsi  une  suite  de  Tables 
contenant  les  valeurs  des  fonctions  F  et  E  pour  chaque  demi*  d^é  de  l'am- 
plitude et  de  l'angle  du  module,  calculées  jusqu'à  douze  décimales. 

Dans  le  recueil  dont  nous  parlons ,  la  première  Table  particulière ,  celle 
qui  répond  à  l'angle  du  module  0  =  0,  n'exige  aucun  calcul,  puisqu'ayant 
alors  F  =  E  =  ^,  il  ne  s'agira  que  de  mettre  à  côté  de  chaque  amplitude 
9,  la  longueur  absolue  de  l'arc;  il  ne  sera  pas  même  nécessaire  d'y  joindre 
les  différences  premières ,  puisqu'elles  sont  constantes. 

Lia  dernière  des  Tables  particulières  est  celle  qui  répond  au  module 
c  =s  I  ou  ji  l'angle  du  module  égal  à  90^-  elle  se  construira  d'une  manière 
très  facile  au  moyen  des  Tables  connues ,  puisgp'alors  on  a  E  (^)  =  sin  f 
et  F  (^)  =  log  tang  (  45*  +  J  ^  ).  Les  Tables  III  et  IV  ci-après  sont  des- 
tinées à  représenter  ces  fonctions. 

7a5.  La  Table  III  oflfre  les  sinus  naturels  et  leurs  logarithmes  pour  cha- 
que quart  de  degré  du  quadrant,  savoir,  les  sinus  naturels  exprimés  avec 
quinze  décimales ,  et  leurs  logarithmes  avec  quatorze  seulement.  Ils  sont 
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tirés  les  uns  et  les  autres  de  1%  Trigon.  Britan.  de  Baiggs,  publiée  aprèn 
la  mort  de  cet  auteur,  par  Gelubrand,  seul  ouvrage  où  l'on  trouve  un 
aussi  grand  nombre  de  décimales  ;  car  le  Thésaurus  Maihematicus  de  Pi- 
Tiscus,  ne  donne  les  sinus  naturels  qu'avec  quatorze  décimales.  Nous  avons 
cru  que  cette  Table  serait  utile,  ne  fût-ce  que  pour  mettre  le  lecteur  à 
portée  de  vérifier  par  lui7même ,  et  sans  le  secours  d'un  livre  qui  devient 
chaque  jour  plus  rare ,  les  calculs  que  nous  avons  développés  dans  diffé- 
rens  endroits  de  cet  ouvrage ,  et  surtout  ceux  qui  se  rapportent  k  la  Table 
des  fonctions  complètes. 

La  Table  lY  donne  les  levant hmes  hyperboliques  de  taug  (  4^^+î  f), 
pour  toutes  les  valeurs  de  9 ,  de  demi-d^ré  en  demi-degré  ;  ces  Ic^ritfa- 
mes  sont  en  même  temps  les  valeurs  de  la  fonctiou  F^,  lorsque  le  module  ^ 
est  égal  à  l'unité,  ou  lorsque  l'angle  du  module  est  de  90"*. 

G)nnaissant,  par  la  Table  III,  les  logarithmes  vulgaires  de  tang.  • 
(45*  *f-  j  ^) ,  il  a  suffi  de  multiplier  ceux-ci  par  le  module  M  =  2  •  3o25 ,  etc., 
pour  avoir  les  logarithmes  contenus  dans  la  Table  lY. 

En6n  nous  avons  cru  faire  plaisir  aux  calculateurs  en  ajoutant  à  ce  |>etit 
recueil,  la  Table  Y  extraite  des  grandes  Tables  du  cadastre ,  où  Ton  trou* 
vei*a  les  logarithmes  à  dix-neuf  déciûiales  pour  tous  les  nombres  impairs 
de  II 63  à  i5oi  ,  et  pour  tous  les  nombres  premiers  de  i5oo  à  loooo. 

726.  La  Table  lY ,  dans  laquelle  nous  avons  inséré  les  différences  suc-  ' 
cessives  de  la  fonction ,  autant  que  le  format  a  pu  le  permettre,  fait  voir 
que  ces  différences  décroissent  d'une  manière  très  lente ,  lovsque  l'ampli- 
tude ^  approche  de  9^.  Alors  l'interpolation  de  la  Table  devient  très 
difficile ,  ou  ne  donne  qu'une  approximation  insuffisante  ;  mais  il  est  inu- 
tile de  s'occuper  de  cette  interpolation  dans  le  cas  de  la  Table  lY,  parce 
qu'on  a  d'ailleurs  assez  de  moyens  de  déterminer  avec  toute  la  précision 
nécessaire  le  li^.  hyperbolique  de  tang  (45*  +  î^)  ji^jnelque  soit  ^. 

L'interpolation  présentera  de  semblables  difficultés,  mais  à  un  moindre 
d^ré,  dans  les  Tables  particulières  dressées  pour  des  modules  dont  les 
angles  différent  peu  de  l'angle  droit  5  il  y  aura  alors  une  partie  plus  ou 
moins  étendue  de  chaque  Table ,  celle  qui  répond  aux  plus  grandes  va- 
leurs de  ^,  dans  laquelle  les  interpolations  exigeront  un  calcul  plus  longj 
mais  cet  inconvénient  ne  se  fera  guère  sentir  qu'a  compter  de  l'angle  du 
module  0  =  7(9,  et  seulement  pour  des  valeurs  dç  9  non  moindres  que 
70  ou  75^.  On  remarquera  au  reste  que  les  simples  Tables  de  logarithrôeb 
des  nombres  et  des  sinus,  sont#ujettes  à  un  pareil  inconvénient,  vers  leur 
T.  II.  10 
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commencettent ,  et  que  celles  des  logarithmes  des  tangentes  le  sont  att 
<5othmenoeiiient  et  à  la  fin ,  lorsque  l'angle  approche  de  9o^ 

n  sertfiC  super&u  de  parler  ici  de  la  double  interpolation  que  l'on  aurait 
k  ftfire  9elon  les  diferses  valeurs  des  angles  0  et  ^,  lorsque  le  système  de 
Tables  dont  nous  avons  parlé  sera  eiécuté,  ou,  ce  qui  revient  au  méme^ 
lorsqu'on  aura  une  Table  k  double  entrée  contenant  les  valeurs  des  fonc- 
tions E  et  F,  pour  toutes  les  valeurs  des  angles  d  et  ^,  de  demi -degré 
éti  detni-degré.  Mais  il  y  a  d'autres  questions  qui  concernent  la  construction 
de  la  Table  elle-même ,  et  qui  méritent  d'être  discutées. 

727.  On  peut  d'abord  observer  que  l'interpolation  est  en  général  plus  fa- 
cile a  regard  des  fonctions  E  qu'à  l'égard  des  fonctions  F;  et  si  on  se  rap-* 
pelle  (jue  toute  fonction  F  peut  s'exprimer  exactement  par  la  fonction  E 
et  une  autre  fonction  de  même  nature ,  on  en  conclura  qu'à  la  rigueur 
on  pourrait  se  contenter  de  construire  la  Table  des  fonctions  E^  laquelle 
présentera  toujours  plus  de  facilités  et  moins  de  cas  d'exception ,  daas  les 
calculs  d'interpolation.  Cette  observation  réduirait  presqu'à  moitié  le  calcul 
des  Tables  elliptiques,  et  ce  calcul  deviendrait  surtout  d'une  exécution  assez 
fiicile,  si  on  ne  voulait  avoir  les  fonctions  E  qu'avec  sept  décimales  exactes. 

Mais,  d'un  autre  côté^  les  fonctions  F  étant  plus  simples  aoâlytiqiie- 
ment  que  les  fonctions  E,  il  y  a  quelque  inconvénient  à  déduire  la  ibnc* 
tion  la  plus  simple  F  ou  F  (c,  ^)  de  deux  fonctions  plus  composées 
£(c,  ^)  ,  E  (c^,  (p^).  Cet  inconvénient  n'est  pas  simplement  idéal ,  il  se 
fait  sentir  enqpre  par  la  complication  qu'il  entraîne  dans  les  calculs,  puis- 
que la  détermination  de  la  fonction  E  (c%  ^'')  suppose  qu'on  a  calculé  de 
nouveaux  élémens  c^,  ^**,  qu'on  peut  bien  déduire  trigonomélriquemeut 
des  élémens  donnés  c,  ^,  mais  qui  rendent  le  calcul  plus  long  et  plus 
difficultueux. 

738^  Il  faut  observer  de  plus  que  quand  on  détermine  la  fonction  F,  soit 
au  moyen  des  deux  fonctions  E  (c,  ^),  E  (c**,  (p**),  soit  au  moyen  des  deux 
fonctions  E(c,  ^),  E(c',  ^'),  ce  qui  se  fait  par  l'une  ou  l'autre  des  for- 
mules 

iF(c,  ^)  =  i(  i+*)E(c%  (?•)—£  (c,(p)  +  i(i—*)  sin^% 
ii*F(i,(p)=E(c,  (p)  — (i+c)E(c',^')  +  £?sin^j 

les  erreurs  sur  les  fonctions  E  se  trouvent  notablement  augmentées  dans 
l'expression  de  F,  à  cause  de  la  petitesse  du  diviseur  b  dans  fine  formule ,  ou 
f  b^  dans  l'autre  ;  de  sorte  qu'on  ne  pourra  se  flatter  d'obtenir  la  fonction 
F  avec  k  même  précision  que  les  Tables  dtanent  les  fonctions  E. 
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Enfin ,  xlès  qu'une  fois  ou  aura  d^it  d^  dopttée»  c ,  )^,  les  nouve^MX 
élëmens  if^  ^'^  ou  c%  (p\  il  n'eu  ccmiera  ^ère  davantage  pour  eentiniitr 
les  suites  c,  c' ^  d' y  etc.,  et  tp^  ^',  ^'\  etc.,  jusqu'au  ti'oisième  ternie  en^- 
virori ,  comme  cela  est  nécessaire  pour  obtenir  directement  une  valeur  m^ 
approdbbée  qu'on  voudra  de  la  fonction  F  (c,  ^),  en  la  deduàMUBfc  des  for- 
mules, 

OU  •'  désigne  là  limite  àe^  angles  9 ,  ^',  ^'',  etc.  ;  et  daos  ce  cas,  <iii  n'aotaa 
aucun  bfisoin  de  la  Table  des  fonctions  E. 

799.  11  résulte  de  cette  discussion  que ,  quoique  la  fonction  F  puiBSe 
s'exprimer  rigoureusement  par  deux  des  fonctions  E;  cependant  cefltepfo- 
priété  ne  fournit  pas  des  moyens  de  calcul  asses  simples  pour  être  em- 
ployée utilement  -dans  les  approximations.  Il  en .  est  de  xnème  de  t^osfe^ 

qu'on  voudrait;  fiiire  de  la  formulé  Fb?:E  —  ^~,  0ttF  =  E-^  **^g^^  • 

en  faisant  ^  7s  sin  fl. 

Car,  pour  foire  l'application  de  oetlte  formule,  il  foudrait  d'âlMMrd  étte 
en  possession  d'une  Table  complète  des  fouettons  E ,  calculée  pour  toutes 
les  valeurs  de  €  et  de  ^ ,  de  4emi-degné  ^n  demi^degrej  de  plus  en  eppo^ 

lant  a  la  longueur  d'un  demi-de^é^  ou  Faisant  a  =  ^ ,  le  coefficient 
diilârentiel  ^  devrait  élre  tiré  <de  la  fomuile 

^  §  =x=  cTE  —  i <^E  +  i J^'E  —  i/*E  +  etc., 

où  les  différences  successives  cTE,  J^^E,  J^E,  etc.,  sont  relatives  à  lâta- 
riable  6  seule.  Mais  on  voit  quTà  cause  de  la  petitesse  de  a,  la  Taleur  Aè 

^ne  serait  déterminée  en  général  qii'pvec  deux  dçpimflDes  fie  moins  que:]9 

.  fonction  E,  et.  la  précision  diminuerait  entore  à  mesure  4|ue  taiig  o  ali|^ 
monterait  j  ainsi  ce  moyen  d'approximation  que  nous  avions  proposé  au- 
trefois ,  ne  saurait  être  adopté. 

780.  Ayant  écarté  plusieurs  des  moyens  qui  se  présentent  nattareUement 
pour  construire  des  Tables  propres  à  faire  trouver  aisément,  dans  tous  les 
cas ,  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  E  et  F ,  l'idée  peut  venir  encore 
de  remplacer  une  de  ces  fonctions  par  une  autre  qui  serait  plus  facile  à 

/dû  cot*  A 
Â * 

lO*. 


75  CDKSTRUCna!!  DES  TABLES  ELUFTiQLlS, 

k  Tilenr  oomplèle ,  lorsque  ^=l  \  ne ,  sen  ^  ^  oa  i ,  adon  qo'oo 

c=50<Ni  c=ii;  de  mie  que  dans  les  os  intcrniëduires  celte  fime- 

cytwic»  pea  de  TaiûtîaQS,  ei  sen  très  propre  à  êCre  râdûte  en 

Et  pdaye  la  fiction  F  peut  toe  déduite  des  fijoctiops  E  et  G,  an 

t  =  — jT— =  —^ — r^» 

coup  d'ail  qw  la  fiioctioD  G  poiimît  être  aalirtrt 
Uge  à  la  fonctiOD  F,   ao  noins  dans  la  partie  des  Tables  de 
qaâ  se  prête  dific ilniieat  aoi  interpolations,  c*esl-à-due  lonque 
les  amgjles  I  et  9  sont  tons  denx  pins  gnncb  qne  70  on  73*. 

B  euninant  la  dftose  avec  plus  d^altenlion ,  on  reconnaît  que  la 
n'ot  qu^ândne,  et  qu'on  n^obtiendra  pas  une  plus  graade  ap- 

par  ce  innjen,  parce  qne  si  on  a,  par  csemple,  i^ss — • 

de  E  —  G  se  tronTera  oentn|Jèe  dans  la  ralenr  de  F.  11  Tandrak 
antant ,  à  meaue  qne  A  et  Ç  augmentent  au-  ddà  dTune  cer- 
dunimm  le  nombre  des  décimales  qui  entrent  dans  Texpres- 
de  F ,  afin  qne  Hnlerpolation  filt  lonfours  également  praticable,  mms 
ât  pour  résultat  un  moindre  nombre  de  chifires  dédmaux. 
73i.  Pour  donner  nn  exemple  de  Fnsage  de  nos  méthodes,  lorsque 
Faagk  du  mndnlr  est  peu  fto^;né  de  go* ,  noos  joignons  ici  une  Tdife 
dm  twKtinns  E  et  F ,  construite  d'après  ces  méthodes  pour  le  «aodnie 
c  =  sn89*.  Cette  Table,  caknlée  par  la  même  méthode  que  la  Table  II , 
n'est  pus  pouf^ne  d'un  ansn  grand  dc^  de  précision,  et  on  ne  peut 

Fexactîtnde  de  la  (fixième  décimale  ;  mak  elle  pourra 
surtunt  en  fimniissant  des  exemples  qui  setriront  à  appiécâer 
que  nous  donnerons  ci-apiés  poor  les  cas  oà  le  modék 
diluuit  de  Funilé. 
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5.3o 
6.0O 
6.3o 
7.00 
.3o 


i 


.00 
8.3o 

9.00 

9.30 
o.oo 


o.3o 
i.oo 
i.3o 
a. 00 
a.3o 


3.00 
3.3o 
.00 
•3o 
5.00 


{ 


5.3o 
6.00 
6.3o 
7.00 
7.30 


8.00 
8.3o 

9.00 

9*3o 
ao.oo 


ao.3o 
21.00 
aK3o 
aa.oo 

22. 3o 


c  =  sîn  89*. 


E. 


0.00000 
o . 00872 
0.01745 
0.02617 
0.03489 
o .  04361 


00000 
65355 


24066 


o.o5233 
0.06104 
0.06075 
0.07845 
0.08715 


5g63o 
855o6 
64905 

57761 


0.09584 
o . 1 0452 

o. Il320 

o. 12186 
o. i3o52 


852i3 
32877 
q4358 
63o59 


0.13917 

o. 15543 
o. i65o4 
o  1 7364 


323qo 

46019 
78376 
84482 


o. 18223 
o.  19080 
0.19936 

0.20701 

0.21644 


58388 
q3558 
63464 
21591 

014^4 


o .22495 
o . 23344 

o.25o3o 
0.25881 


i65o2 
6o3i5 
26406 

o8322 

996^4 


o . 26723 
o . 27563 
0.28401 
0.29237 
0.30070 


93882 

30^29 
72000 


0.30901 
0.31730 
0.32557 
o . 33380 
o . 34202 


85846 
63838 
00268 
8884i 
233oo 


o . 35o2o 
o . 35837 
o.3665o 
o . 37460 
0.38268 


/£. 


872  65355 
872  587 II 
872  4^424 
872  25495 
871  08926 
871  65719 

877^5576 

870  79399 
870  20294 
86966562 

869  00210 


868  27242 
867  47664 
866  61481 
865  68701 
864  69331 


8BrB3378 
862  5o85i 
861  3L357 

860  OOIOO 

858^73906 

857  35170 
855  89906 
854  38127 
852  7Qai3 
85i  i; 


8i9  43813 
847  06091 
845  81916 
8Î3  9i3o2 
841  94263 


839 

83^^ 

83 

833 

83i 


9081b 
60973 
64753 
42171 
13246 


828 
826 
823 
821 
818 


88579 
3Î453 
74076 


816 
8i3 
810 
807 
804 


07467 
34645 
55631 
70449 

79"  7 


F. 


0.00000 
0.00872 
0.01745 
0.02010 
o.o34qi 
0.04364 


00000 
67570 

41784 

35739 
7079^ 


o . o5238 
0.06112 
0.06086 
0.07062 
0.08737 


38ii3 
45391 
90322 
06620 
74022 


o. 
o. 

o. 


.09614 

1369 

2247 
3127 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


o. 

o. 


008 

7542 


2io53 
ooo55 
94102 

10234 
55540 


8429 
9317 


o . 20207 
0.21090 

0.21291^ 


0.22886 

0.23^82 
0.24081 
o.2558i 
0.26484 


o. 2^388 
o . 28295 

o . 29204 
o.3oii5 

0.3102Q 


o.3i^5 

0.32064 
0.33786 

0.35637 


37160 
62285 
38167 
72115 
7i5o3 

§2043 

12912 

63719 
33624 

3o63i 
62833 
38423 

65701 


53o 


0.36567 
o  37500 

0.36432 
0.39376 
0.40319 


75561 

93522 

24507 

7779e 
62820 


/F: 


872  67570 

872  74^14 
872  87506 

873  0^449 

073  3405 I 

873  67323 


874*  67278 

874  53931 

875  07298 
875  67402 

876  34264 


877  oHon 
88372 


1^ 


880  70961 


02 


882  9I047 

884  i5i32 

885  45306 

886  81620 


888  25i^ 

889  75882 
891  iSaâB 
89299388 
894  72265 


89652653 
898  40622 
900  3625i 
902  39618 
904  50807 

906  69905 
908  07007 

91 1 ' 32202 

913  75590 
916  27278 


918  87369 

9^1  55970 
924  33218 
927  iq»i2 
930  14082 


933- 17901 
936  30985 
939  53289 
L2  85o24 
[6  26337 


78 


CONSTRUCTIO?!  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


22*  3o' 
23.00 

.-a3.3o 

25. oo 


25. 3o 
26*00 
a6.3o 
27.00 
27.30 


28.00 
28.80 
^ag.oo 
29.30 
3o.oo 


-3o.3o 

3i.oo 

3iJ3o 

•  32. 00 

'32.3o 


«33«tfo 
33.3o 

-34*00 
34.30 

(35.00 


.15.3o 

'36.-00 

:».3o 

.37.00 
37.30 


38.O0 
38. 3o 
39.^0 
39.30 
4o.oo 


£. 


0.38268 
0.39073 
0.39875 
0.406-^4 
0.41469 
o . 4226a 


0.4305 I 

0.43837 

o.4462<> 
0.45399 

0.46175 


0.46947 
0.47716 

0.48481 
0.49^4^ 

o . 5oooo 


65568 
44685 
26343 
04440 

25649 
■56674 

120 
09402 

43672 


76423 
01778 
«3883 
06920 

75089 


o . 50^54 

o.5ioo4 
o.5225o 

o . 53700 


62623 
63r85 

921  OU 


o. 54461 
0.55194 
0.55920 
o  5664i 
0.5*7358 


0.58071 
0.58779 
0.59^83 
0.60182 
0.60877 

o.6iâS7 
0.62253 
o.62<)33 
0.63609 
0.64280 


90997 
-5277 

39392 

55682 
84237 
65344 
03646 

t>3822 


0.64^ 
0.65607 

0.66264 
o.66qi5 
0.67561 


7o585 
08684 

58007 
59029 


0.68202 
0.68837 
0.69468 
0.70093 
0.70713 


1^ 
87965 

o584i 

19320 

2^448 

i33ii 
84o33 
30778 
48751 
33I96 


e  =  ê'm   89* 


804  79117 
801  8i658 

79^  7^7 

795  684^4 
792  52755 

789  3io25 . 

^'o3285 
782  69561 
770  29882 
775  &Î270 
772  32701 

^"75355 
765  12107 

761  4^^ 
757  68169 
753  87534 


75o  01162 
746  09082 
742  II 323 
•:38  o'7Ôi6 


729  84280 
725  6411 5 
721  38427 
717  07240 
712  70614 


708  28555 
roS  81107 
699  283o2 

690  06763 


685  38099 
680  64221 
675  85i62 
671  00962 
666  11655 


661  17281 
656  17876 
65 I  13470 
646  04120 
640  89863 


635  70722 
63o  46745 
625  17973 
619  8i2i5 

614  4( 


F. 


o.4o3i9 
0.41260 
0.42215 
o.{3i6q 
0.44120 
0.45087 

0.49051 
0.47020 

0-47993 
o  4^70 

0.499^2 


87142 
71728 

69413 

9i2o5 
1^8324 


0.00938 
0.51929 
0.5292I 
o .  53924 

0^54929 


52202 
14500 
47II2 
62177 
72081 


0.55939 
0.56955 
0.57975 
0.59002 

o.6oo33 


27265 
98663 
13.54 
06531 


0.61071 

0.62114 
o.  63 164 
0.64220 

0.65282 


50801^ 

42002 

09^ 
12020 

8(383 
875qo 

.    9'4^4 
0.70693  i35o9 


o.6635o 
0.67425 

0.68007 

0.69596 


o. 7*796 
o .  7290  j 

0.74026 

0.75153 

o.  '•6288 


0.7-431 
o. 78583 

0.79744 
0.80913 

0.8^092 

■oTsSisô 
0.84478 

o. 85686 
0.86904 
0.88133 


717^2 
84621 

Sooqi 
433Ô5 

69774 
01027 

o8qai 

65Ô70 

449^1 


60933 
6^3o3 
563io 
68985 
3oî65 


/F. 


972 


30338 
«9353 
Qo6i3 

W 
97685 

a»  79* 


3361a 
i5«65 


>349> 


^i 


iq63l 

o3307 

«3864 

24055 

58333 


95371 

13670 

6ia*o 
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9.                       E. 

tE. 

F. 

JF, 

45*  00' 

B 

47-3° 

|li.'3° 
49,00 

S  00 

4 

,o,,3  33.96 

ji-jSo  88921 
lS3n  ^635 

'H  1% 

6.(  46202 
609  03284 
60J  55735 
598  03696 
55»  469S 
586  857.4 

0.88.3»  3« .«5 
0.893,2  6,612 
0.00623  09914 
0.9.884  866»S 
0.93.58  28298 
0.94.443  665io 

"39  3,43, 
.250  4229B 

l2,3  \%t 
.285  381.4 

!3i3  284ÎÎ 
.336  62638 
.35»  344.3 
.364  45i^° 
.3,8  96205 
.393  69.97       ' 

144. 3^.09, 

56.  20081 

565  96;56 
558  .3é% 

0,95,41  33,3o 
o.9,o5i  64351 
0.983,4  92,61 
0.99711  55399 
1.0106.  89812 

5o.3o 
5i.oo 
5i.3o 
5J.0O 
5a.3o 

° 

77166  30667 
,,7.8  5,042 

,9339,055. 

,9868  06160 
éo3go  33925 

Soqii  .<<|S78 
8i|.6  50098 
8,920  3o,.2 

552  263j5 
546  34868 
540  39206 

528  3?6o8 
522  27765 
5.6  15953 

5o3  806.4 
49,  57.82 

- 

.02426  34ç|32 

'°(S  4603^ 
.08033  53447 

.o<,4,4  89556 
..0933  03229 

.i^/joS  .«3.7 

S3IOO 
53.3» 

55.00 

.|93  2345. 

55.30 
56.O0 
56. 3o 
5,.  00 
S,.3o 
58.O0 
58. 3o 
So.oo 
p.3o 
60.00 

-i 

8,4,,  8,894 
82909  1786b 
83394  16896 
838,2  8i3o5 
84345  0,458 
84810  g,  7,2 
852,o  30714 
85,23  20399 
86I69  5855. 
866o5  4o7i6 

406  8,43.4 

. 16943  82740 
.  1 8493  9075^3 

.23267  ÎD'fii 

.612  5,«85 
,634  78989 

1,06  1*175 
173.  5.689 

.8,3  i396, 
.904  865,3 

446  37792 
439  821.5 
433  23.06 
426  608.2 
4.9  9528.) 

4.3  iBSSÎ 
406  54,53 
399  ,98^1 

.24902  58.53 
.2656)  33885 
.282<,  84,5i 

.3343,  3o339 
.35222  45. gà 

:  388,8  6,',4 

.40,5.  9.,4. 

,42656  78,54 

.■4S  3^S8 
./85,3  85862 

.5o6t8   2,122 

60. 3o 
61.00 
6i.3o 
•62.00 
62.30 

°o 

8,042  63812 
8,46.)  246,4 
8,88.,  .99.3 
883.2  4BI9, 
88,09  ".A 

63. 00 
63. 3o 

&f!3o 

~65:3^" 
«6.00 
66. 3o 
6,.  00 
67.30 

l 

89.08  8,094 
89501  83oo8 
89888  04018 
90267  4.2.0 
906399.,., 

393  0,9,4 

386  „»,; 

3,9  3'm 
372  5o5«- 
365  6.0. . 
■~3^687"58 
35.  73804 
34.',  76201 
33,  ,6006 
33o  ,32,4 

200,  43454 

2o4  34260 
2083    00.03 

l 

g.ooS  52728 
gi364  21486 
9'7',5  95«1« 
92060  7i,f<|, 
9>398  4,437 

.52,01  27224 
.54824  4,,3o 

,5698963530 

,59198  60,29 
,6,4!i3  3,629 

2.65  r58oo 
2208  g,. 99 

23o2  és.go 

8o 
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70.30 
71 .00 
71.30 
72.00 
72.30 


/ 


75.30 
76.00 
76.30 
77.00 
77.30 


78.00 
78.30 

79  o* 
i.3o 

.00 


ïô73o 
81.00 
81. 3o 
82.00 
82.30 


83. 00 
83. 3o 
84.00 
84.30 
85. 00 


85. 3o 
86.00 
86. 3o 
87.00 
87.30 


"BSToo 
88. 3o 
89.00 
89.30 
go.po 


c  =  sin  89^. 


0.92398 
0.92729 
0.93062 

^•93360 
o.936n8 


47497 
20771 

88832 

49254 


n? 


d. 

o.< 

0.9484/ 

0.951K 

0.9538! 


0.9564/ 

o. 

o,^ 

0.96378 

0.96608 


61288 
68042 

558ûo 
0DD14 


855^3 

7755i 

4090^ 

73792 

7451* 


0.99831 
0.97046 
0-97254 
^.97455 


f2< 


2; 

0.97648  4o524 


0.92834 
0.98012 

0.98183 
0.98346 

0.98602 


86; 


0.98661 
0.98792 
0.90920 
0.99062 

0^99170 


2l4« 

86763 


0.99^282 

0.99385 

0.99481  Qil8Q 

O  99670 


0.9972? 

0.99861 
0.999^3 

Q'99947 


OI( 

69866 

63648 
91602 


01771 
67088 


0.99986 
I. 000 16 
I . oooio 
1 .  000/ 
i.ooo7( 


07033 
78062 

,9846 

3i5i2 

'5777 


33o  73274 
323  68061 

3 16  6oi22 

309  604 I 5 
3o2  38096 
296  25323 

2œ  06754 

280  87848 
273  66864 
266  43860 

a59  18899 


2 


261  92041 
Ô335o 
32888 

23Ô  00718 

222  66908 


2i5  31626 
207  94636 
200  So3i4 
193  i663i 
i85  76666 


178  33496 
170  90206 
i63  46881 
166  00623 
148  54533 


i4i  07723 

i33  60020 
126  12467 
118  64327 
m  1D093 


io3  67^ 
96  ^o; 

W  73/ 

81  27Î 
73  84167 

66  43310 
69  06623 
61  76169 

44  55317 
37  49945 


ton 


II< 


84266 


F. 


.61453 
.637S6 
.66108 
.68614 

M 

.01420 
.84211 
.87069 


iô8 


101 
26779 
676*48 


.90008 
•93o3i 
.96144 

•^/ 
2.02064 


04717 
2io3i 
4388Q 
5o4o5 
73982 


2.06086 
2.00622 

2.15284 
2 . I 7082 
2.21 026 


2.26126 
2.2q3q6 
2.338ï;3 
2.385i2 
2.43396 


2.48626" 

2.53Q22 
2.69623 

2.65663 
2.77084 


11867 
34027 
q358o 
39201 
29900^ 

62766 
44406 
17166 
91006 
33414 


01760 
41114 

93954 
73269 

62810 


2.78938 
2.86286 
2.94206 
3.0271 
3. 1211 


3.22491 
3.33964 
3.46876 
3.oi6i3 
3.78742 

3-99»o9 
.24002 

.66346 

..96366 


o36i7 
35888 
32238 
66068 
76783 

66453" 
38lo8 

49890 
21842 

94765 


63 139 
92176 

9^9» 


/F. 


23o2 
2352 

2406 
2460 

2618 

257g 

25i3" 

27II 
2782 
2858 

2938 

3o23 

3ii3 

3209 

33ii 

3420 


571 


3537 

3663 
4100 


i63 

o65i6 
a3577 
37865 


S? 
59553 
456ai 


|88a 
5i3o 


5396 
0701 
6039 
6420 
6853 


7348 
937e 

Io33I 


52840 

793i5 

40807 

32271 

96350 

32820 

1172S» 

89670 


11472 
12912 
14736 

2o3o6 


31343 
40020 
48123 


II482 
71962 
72923 

68374 


29037 
99010 
07621 
99583 
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GIIAPITBE  VI. 


Méthode  trigonométrigue  pour  construire  ^  d après  un  module 

déterminé j  la  Table  des  fonctions  F  et  Ft. 

732.  (Jn  peut  construire  celte  Toble  par  une  méthode  qui  n'exige  que 
des  calculs  trigonométriques  très  simples  j  Toici  en  quoi  consiste   cette 

méthode  : 

Supposons  qu'après  avoir  pris  un  module  c  à  volonté ,  on  veuille  trou* 
ver  l'amplitude  ^  qui  réponde  à  une  fonction  F  égale  à  7^^  de  la  fonctioii 
complète  F*  ;  cette  amplitude  se  déterminei'a  par  la  méthode  de  l'art.  71 , 
si  l'on  a  c*  <  ï ,  ou  si  c*  étant  >  l ,  n'est  pas  trop  rapproché  de  l'unité  ; 
et  par  la  méthode  de  l'art.  75,  si  i  —  c*  est  très  petit. 

Soit  dans  l'un  et  l'autre  cas,  aou^a^  la  valeur  de  l'amplitude  qui  donne 
F  (cl)  =  ï4ô  F',  nous  appellerons  successivement  a,,  a,,  a^,  les  amplitu- 
des qui  donnent  F  (tf.)  =  aFa,  F  (««)=  3Fa,  F  («4)  =  4Fct,  etc.,  jusqu'à 

F(ût^)  =  20oF(a)  =  F'. 

Cela  posé ,  la  Table  que  nous  voulons  construire  contiendra ,  dans  lu 
première  colonne,  les  nombres  i ,  2,  3.  •  •  .200,  qui  représentent  les  Émo- 
tions F  croissant  par  intervalles  égaux  ,  depuis  la  fonction  F(a)  =  7|7F' 
jusqu'à  la  fonction  complète  F'  ;  dans  la  seconde  colonne  seront  les  va- 
leurs correspondantes  de  TampUtude,  savoir ,  et,,  a.,  a^  jusqu'à  a^^  ou 
^7C.  Cette  Table  sera  en  quelque  sorte  l'inverse  de  celle  que  nous  avons 
construite  par  la  première  métliode,  et  dans  laquelle  les  amplitudes  croîs* 
sent  par  intervalles  égaux  ;  mais  la  Uiéorie  des  fonctions  F  fournit  des  for- 
mules très  élégantes  pour  construire  la  Table  dans  ce  nouveau  système. 

733.  Désignons  par  ^  un  terme  quelconque  a.  de  la  suite  a^^  a.,  Oj,  etc., 
en  sorte  qu'on  ait  F^  =  nFa  ;  nous  fei  »ns  par  analogie  F(ç')  =  (n+i)  Fa, 
F^*  =  (/i4-2)Fa,  et  dans  le  sens  invorse,  F  (^**)  =  (ii— i  )Fa,  ••••. 
F^***  =  (  n' —  a  )  Fa,  etc.  Cela  posé,  soit  Â  (a)  ou  l/(i  —  C  sin'  a)  sxa , 
l'équation  générale  de  l'art.  22,  deviendra 
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3faU  onar'  —  2î-{-  î*  =  /'î*;  celle  éf|oatlon  peut  donc  ae  mettre 

soQS  la  f*jrme 

tang  C^  +  T  «f'î'^  =a  taiig  ♦: 
on  dâiuit  de  là, 


tau 


(a  —  I  ^  tans  9 


Soit  «  =  — r-L  oa  it  =  — : — ,  celle  cqualiou  ^le\ieiidni 

I  -f-r  i  +  a  ■ 

taog  ^ef*î*  = 


et  OD  eo  déduit  ultérieurement , 

sin  i  J*r  =  —  À  sin  (2^  +  i  J'^X- 

Cette  équatioD  (ait  Toir  que  7  J*$'  est  toujours  négatif;  faisant  donc 
•*  J*^^  £=  —  «»,  on  aura 

siu  sê  z=z  k  s\n  {  2t  —  a  \ 

Or  it  est  one  quantité  très  petite  do  second  ordre  par  rapport  a  ««  puL»qu  on  a 

csinft  =  — ^1^,  et  qu'ainsi  k  se  déduit  de  csiiia,  suÎTant  la  même  loi 

que  le  module  c*  se  déduit  du  modale  c.  On  voit  donc  que  oê  restera 
tonîours  nne  «{iianlité  très  petite  da  second  ordre  :  son  marimum  aura  lieu 
k  peo  prés  lorsqu'on  a  9  =  4^*,  et  ce  maxinuan  sera  à  peu  près  =  Jb.  • . 
=:  (  ^  c  sin  a )*  =  -^  c^x  sin  a:  dans  les  {^oints  eiLtrémes,  lorsque  ^  ^  o  ou 
^  ^z^ir  j  la  quaotîté  ^  sera  nulle. 

L'équation  sin  »  =  it  sin  [:iZ  —  »)  est  £icile  à  résonJre  dans  les  difië- 
rena  cms ,  arec  tonte  l'approximation  nécesiaire  :  on  peut  d'abord  négliger 
'm  dans  le  second  membre,  ce  qui  donnera  «in  ai  =  it  sin  a^,  ou  simple- 
ment «V  =7  A  sin  a^  ;  ensmte  pour  avoir  une  plus  grande  approximation ,  on 
substituera  celte  valeur  dans  le  second  membre.  Soit  alors  k  sin  (a^— a»)=|^, 
on  aura  sin  a»  =  |i;  donc  si  on  appelle  R''  le  nombre  de  secondes  conte* 
■nés  dans  le  rayon  y  afin  qne  Wôê  exprime  le  nombre  de  secondes  de  Tare 
n,  on  aura 

On  dédoit  ^uis^i  immédiatement  de  la  formule  tang  (^  -f-ï  ^*t*)  ^=aiaa^^^ 
autre  «Weur  de  7  J*^  ou  m,  savoir  : 

«  =  — ^  cf*^  =  *  sinap  —  ^  *•  sin  4^  +  i  A'  sin  6?  —  etc. 
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Mais  cette  expression  est  en  général  moins  convergente  que  la  précédente, 
et  elle  parait  moins  facile  à  calculer ,  parce  qu'elle  exige  de  plus  qu'on 
cherche^ dan»  les  Tables  les  logarithmes  de  sin  4^?  sin6^,  etc. 

Les  valeurs  qu'on  devra  donner  à  (p  seront  successivement  ât,,  «e.,  a^j  etc. 
On  calculera  les  valeurs  correspondantes  de  aa  ,  qui  seront  en  même 
tem})$  celle  de  /'^;  et  comme  la  première  valeur  de  J'^j  celle  qui  ré- 
pond à  ^  =  o,  est  égale  k  a  y  on  pourra  former  en  entier  la  colonne  des 

valeurs  de  ^. 

Mais  pour  vérifier  les  calculs  et  empêcher  les  erreurs  de  s'accumuler,  il 
sera  bon  d'avoir  une  formule  qui  fasse  connaître  directement  une  différence 
première  quelconque  cT^. 

Or  on  a  vu  (art.  18)  que  si  l'on  fait  tang  4  =^  W  taiîg  (p  et  tang 
fiz=zA((p)  tang  a,  on  aura  ^'=4  +At,  mais  d'un  autre  côte,  4 =^+î  cT"^* 
et  ^'  =  ^  H-  cTtp  ;  donc  fj(.  =^  Sç  —  ^  J^"^*  =  J^^  +•  ûi  ;  donc  on  a  pour  dé- 
terminer directement  J'^,  l'équation 

tang  (  cT^  -f-  a)  =  A  (^)  tang  a. 

On  \oit  en  même  temps,  par  cette  équation,  ijue  comme  a  est  t(5ujours 
positif,  et  A((p)  toujom'S  moindre  que  l'unité,  on  aura  par  ces  deux  rai- 
sons, cTfP  <^ûL.  Ainsi  toutes  les  quantités  qui  entrent,  tant  dans  la  colonne 
des  différences  secondes  cT'^,  que  dans  celle  des  différences  premières  cT^, 
seront  plus  petites  que  des  limites  données,  et  ne  peuvent  par  conséquent 
éprouver  que  de  petites  anomalies. 

On  obtiendra  enfin  une  vérification  complète  de  tous  les  calculs,  lorsque 
le  dernier  terme  de  la  colonne  des  ^,  savoir  a.o«)  se  trouvera  égal  à  go*. 
On  peut  se  procurer  d'autres  vérifications  dans  cet  intervalle,  en  calculant 
la  valeur  de  ^  qui  donne  F^  égale  à  la  moitié  ou  à  une  autre  partie  exprimée 
exactement  en  200**"*"  de  la  fonction  complète  F*. 

734.  Une  fois  qu'on  a  déterminé  la  constante  cl  par  les  méthodes  di- 
rectes, on  voit  que  la  Table  entière  relative  à  la  fonction  F,  peut  être 
calculée  par  une  seule  formule  trigonômétriqne  simple  et  rigoureuse,  sa- 
voir, sin  û>  =  A:  sin  (2^  —  a).  Eu  effet,  celte  formule  seule  servira  à  former 
la  colonne  entière  des  différences  secondes  j  et  comme  on  connaît  d'avance 
le  premier  terme  des  différences  premières  cT^,  lequel  est  égal  à  a,  on 
formera  de  suite  la  colonne  entière  des  différences  premières  cT^,  et  de  là 
celle  des  amplitudes  ^,  puisque  le  premier  terme  =0. 

Le  problème  est  donc  résolu  complètement  par  la  seule  équation  men*- 
tionnée;  mais  pour  se  procurer  de  loin  à  loin  des  vérifications,  on  a  une 
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seconde  formule  trigonométriqiie,  savoir, 

tang  (cTtp  -(-«)  =  A((p)  laijg  a, 

laquelle  servira  à  calculer  directement  la  différence  première  J"^.  Elle  montre 
immédiatement  qu'une  valeui*  approchée  de  cAp  est  ^(p  =  ctA(^)  —  co. 

Il  faut  maintenant  examiner^  i^.  comment  on  interpolera  la  Table  des 
fonctions  F,  calculée  pour  une  valeur  déterminée  du  module;  a*,  comment 
on  interpolera  le  système  des  Tables  particulières,  calculées  pour  les  différens 
angles  du  module,  de  demi-degré  eu  demi-degré. 

735.  Dans  le  premier  cas,  si  Ton  cherche  une  valeur  de  ^  qui  réponde 
à  une  valeur  donnée  de  F,  il  faudra  d'abord  exprimer  F  en  parties  aoo**"* 

de  F*.  Soit  donc  F  =  ---^—  F',  /i  étant  un  entier  et  x  une  fraction. 

200        ' 

Soit  A  la  valeur  de  ^  qui  répond  au  nombre  n  de  la  première  colonne , 
et  soient  cTA,  «T'A,  J^'A  les  différences  successives  placées  sur  la  même  ligne 
que  A^  la  valeur  de  l'amplitude  tp  sera,  suivant  les  formules  ordinaires, 

<p  =  A  +  jrcTA  +  til^ll  J  ^  A  +  ""  '  ""  ~  '  ^'^  ^  "^  cT  »  A  +  e  te. 

^  a  •  a. 3 

Si  au  contraire  on  demande  la  valeur  de  F  qui  réponde  à  une  valeur  donnée 
de  9,  on  verra  d'abord  au  premier  coup  d'œil  quel  est  le  nombre  de  ta 
Table  qui  doit  être  pris  pour  A  ;  le  nombre  correspondant  n  se  trouvera 
dans  la  première  colonne ^  vis-à-vis  de  A;  ainsi,  pour  avoir  la  valeur  de 

F  2= F',  il  ne  s'agira  que  de  déduire  x  de  l'équation  précédente  où 

l'on  connaît  ^,  A,  J^A,  cT^A,  /*A  :  or  cette  résolution  n'offre  aucune  dîf^ 

ficulté;  car  on  a 

0  —  A 
JC  = 1 — ; 

/A  +  ï^=i^*A  +  î — ''t     ^^A 

2  2.0 

la  première  valeur  approchée  de  x  est  donc    TT    ;   on  s'en   servira    pour 

substituer  dans  le  dénominateur  et  obtenir  une  seconde  valeur  plus  appro- 
chée de  X'y  cette  seconde  en  donnera  semblablement  une  troisième,  et 
ainsi  de  suite. 

786.  Venons  maintenant  à  la  seconde  question.  Nous  supposons  qu'il 
existe  une  suite  de  Tables  construites  pour  tous  les  angles  6  du  module , 
de  demi-degré  en  demi-degré ,  dans  chacune  desquelles  on  ti'ouve  l'angle  ^ 
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qui  répond  à  toute  fonction  F(ô,  <p),  exprimée  par  — F' (6))  «étant  un 

nombre  entier. 

Cela  posé,  soient  donnés  la  fonction  F  et  l'angle  /t  du  module  auquel  elle 
appartient;  il  faudra  préalablement,  d'après  cet  angle,  calculer  la  fonction 
complète  F*  (/t);  alors  connaissant  F,  on  connaîtra  le  nombre  n+x  (com- 
posé de. l'entier  n  et  de  la  fraction  x),  tel  qu'on  ait  F==:^^^F';t. 

Soit  maintenant /A  =  ê -4-^,  €  étant  un  nombre  entier  de  demi-degrés, 
et^ étant  <  i.  Dans  la  Table  où  0  =  €,  on  prendra  par  interpolation  l'am- 
plitude ^  qui  répond  à  »+x;  on  prendra  de  même,  par  interpolation, 
les  amplitudes  ^',  ^",  (p''',  etc.,  qui  répondent  à  »-J-a:,dans  les  Tables  qui 
ontpour  angle  du  module  S+i ,  ê+a,  ê+3,  etc.;  cela  posé,  l'amplitude 
qui  répond  à  la  fonction  donnée  F  dont  l'angle  du  module  est  fi^  sera 
exprimée  par  la  valeur 

<P+^-(<P'-<P)+^^(<P''-2^'+?)+^^^^— (?>'''-3(p''+3<p'-<p^ 

L'opération  inverse  se  ferait  d'une  manière  semblable^  mais  il  est  superflu 
de  s'en  occuper  ici. 

737.  11  faut  faire  voir  maintenant  comment  on  pourra  former  une  Table 
analogue  pour  les  fonctions  E  :  cette  Table  est  d'une  exécution  moins 
facile;  cependant  il  se  présente  encore,  pour  la  construire,  des  formules 
assez  élégantes  et  qui  méritent  d'être  remarquées. 

Soient,  comme  ci^essus,  ^*',  ^,  ^^  trois  amplitudes  successives  telles 
qu'on  aitF((p**)-fF(a)  =  F((p),  F  ((p)  +  F(a)  =F  (ç'),  on  aura,  suivant 
l'art.  34  y  les  deux  équations 

E  (?*)  +  E  (a)  —  E  ((p  )  =  c'  sin  a  sin  (p*  sin  ^, 
E  (^  )  -I-  E  (a)  —  E  (^')  =  c*  sin  a  .sin  (p  sin  (p'; 

d'où  l'on  tire 

E  ((p')  —  2E  ((p)  H-  E  (^•)  =  —  c'sin  «  sin  (p  (  sin  (p'  —  sin  ^), 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cT'E  (^•)  =  —  c*  sin  A  sin  ^  (sin  ^  —  sin  ^•)» 

Maison  a  sin^' — sin  0°=2sin5-^^^  cos  ;  d'ailleurs  '  *"     =  ~ — -^ 

5=/?  — i/"^',  et  2l±£  =  <p-|.^cl^*^*;  donc 
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OU  en  faisant  comme  ci-dessus  ^  J^*^**  =  — «, 

cT'E  ((p"*)  =  —  2C*  sin  a  ces  (^  —  «)  sin  (cT^  +  a>)  sin  ^. 

J'observe  mainlenanl  qu'on  a  2sin^cos(^ — â>)=sin(2^  —  a)4-sin«; 

mais  sinû)  =  A"sm(2^  — û));  donc  2siii^cos((p — û))=(i+A:)siu(2^  —  «)j 

donc 

cT^E  (^•)  =  —  c'  (i  +  ^)  sin  a.sin  (2^  —  «)  sin  (cr(p  +  û>), 

ou  enfin 

cT'E  (<p°)  =  —  2c  [/k .  sin  (2(p  —  ai)  sin  (cT^  +  û>). 

Cette  formule  est  rigoureuse,  et  elle  est  réduite  ù  un  état  de  simplicité  qui 
la  rend  très  propre  au  calcul  logarithmique. 

738.  Ainsi  eu  même  tems  qu'on  calculera  pour  la  Table  des  fondions  F, 
la  quantité  û)  qui  donne  J'^P''^  et  ensuite  J^^,  par  la  valeur  J\p=JV®-4- J*^*, 
on  aura  tous  les  élémens  nécessaires  pour  calculer  cT'E^^  :  on  formera  donc 
par  cette  seule  formule,  la  colonne  entière  des  diOcrences  secondes  de  la 
fonction  E. 

On  voit  que  la  différence  seconde  cT^E^'  s'évanouit  aux  deux  limites  de 
la  Table,  lorsque  ^  =  0,  et  lorsque  ^=rc)o*j  son  maximum  répond  à  une 
amplitude  toujours  plus  petite  que  45**. 

D'un,  autre  côté,  la  fonction  E«  est  facile  à  déduire  des  mêmes  élémens 
qui  servent  à  déterminer  et  de  manière  qu'on  ait  Fa  =  ~^F*,  et  celte 
fonction  E«e  est  en  même  temps  la  valeur  de  ef'Eo ,  puisque  Eo  =  o,  et 
qu'ainsi  la  différence  Ea  —  Eo  ou  cTEo  =  Eût.  Puis  donc  qu'on  connaît  le 
premier  terme  de  la  colonne  des  différences  premières,  et  tous  les  termes  de 
la  colonne  des  différences  secondes,  on  pourra  immédiatement  former  la 
colonne  entière  des  différences  premières,  et  ensuite  celle  des  fonctions  E^, 
dont  le  dernier  terme  devra  être  égal  à  la  fonction  complète  E*. 

739.  La  méthode  que  nous  venons  d'expliquer  pour  former  la  Table  des 
fonctions  E  est  d'une  simplicité  qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Et  quand  on 
considère  aussi  combien  est  facile  la  construction  de  la  Table  des  fonctions  F, 
puisqu'elle  ne  dé|)end  que  d'une  seule  formule  trigonomélrique  rigoureuse- 
ment exacte,  on  serait  tenté  de  croire  que  cette  manière  de  former  des 
Tables  des  fonctions  F  et  E,  doit  être  adoptée  de  préférence  à  celle  que 
nous  avons  exposée  dans  les  chapitres  précédens.  Peut-être  que  l'exécu- 
tion dévoilerait  encore  de  nouveaux  motifs  de  préférence;  c'est  ce  que 
nous  laissons  à  décider  à  ceux  qui  voudront  entreprendre  le  long  et  utile 
travail  de  la  construction  de  ces  Tables. 

r^ous  devons  encore  observer  qu'il  aéra  facile  de  vérîlier  aussi  souvent 
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qu'on  voudra  le  calcul  des  fondions  E;  car  ayant  E^  —  E^*  =  erE^**,  on 
lire  des  équations  précédentes, 

«TE^*  =  Ea  —  c*  sin  a  sin  ^*  sin  ^. 

Cest  l'expression  d'un  terme  quelconque  de  la  colonne  des  différences  pre- 
mières; el  on  voit  que  ces  différences  diminuent  continuellement  depuis  la 
première  égale  à  E«,  jusqu'à  la  dernière  qui  est  à  peu  près  Ea— c^sina 
ou  A*A. 

740.  Pour  donner  on  exemple  des  Tables  construites  suivant  la  mé- 
thode précédente,  soit  le  module  c  =  sin  45®,  on  trouvera  par  les  formules 
de  l'art.  71 ,  la  valeur  de  et  qui  satisfait  à  l'équation  F  (a)  =  p^  Fi ,  et  les 
quantités  qui  en  dépendent,  comme  il  suit  : 

et  =  3i' 52"  138076, 

/sin  a  =  7 •96708  78960  70, 

Ik  =  5.o3io9  5i356  9$, 

l(2c\/k)  =  7.66606  25656  80, 

Eot  =  0.00927  oa4o6  00. 

D'après  ces  données,  on  a  calculé  le  commencement  de  la  Table  particulière 
pour  le  module,  sin  45*,  comme  on  le  voit  ci-joint.  La  première  colonne 

TlF' 

inlilulée  »,  représente  une  valeur  donnée  de  F  =  — ,  et  les  colonnes  sui- 
vantes donnent  les  valeurs  correspondantes  de  l'amplitude  cp  et  de  la  fonc- 
tion E.  Il  est  clair  que  pour  toute  valeur  de  F,  comprise  dans  les  limites 
de  cette  portion  de  Table ,  c'est-à-dire  moindre  que  ■—  F',  on  trouvera  par 
interpolation  les  valeurs  correspondantes  de  ^  et  de  E,  et  les  résultats  de- 
vront s'accorder  avec  œux^  que  doune  la  Table  II. 

74 !•  11  est  bon  d'observer  que  pSir  la  dernière  méthode  que  nous  venons 
d'exposer,  on  n'évite  pas  entièrement  les  difficultés  que  présente  l'interpo- 
lation dans  certains  cas  où  c  est  très  près  de  l'unité.  On  divise  seulement 
la  Table  en  un  certain  nombre  de  parties  inégales,  où  l'interpolation  peut 
se  pratiquer  avec  à  peu  près  le  même  degré  de  justesse;  mais  dans  «e  cas^ 
les  preanières  divisions  icomprennent  un  plus  grand  nombve  de  degrés  dte 
l'amplitude,  ce  qui<exige  qu'on  ait  recours,  pour  l'inteq)olatk)n,  h  un  plus 
grand  nombre  de  différences  ;  si  on  a,  parjexemple,  le  module  c=sin"89', 
la  valem*  de  a  qui  donne  Fa  =  ï^F*  sera  a=  i*  33' 24"  03669  3842 
cette  valeur  serait  encore  plus  grande  pour  le  module  c  =  sin  89^  7.  Ainsi 
l'interpolation  présenterait  encore  plus  de  difficultés  dès  le  commencement 
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de  la  Table;  inconvénient  auquel  ne  sont  pas  sujettes  les  Tables  con- 
struites d'après  les  méthodes  du  chap.  111. 
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Formules  pour  trouver  les  valeurs  très  approchées  des  Fonc- 
tionsEip,  Fp,  lorsque  l'amplitude  ^n'excède  pas  une  certaine 
limite. 


•j^i.  LjORSQL'E  Tangle  ^  est  peu  considérable,  on  a  à  très  peu  près, 
(/(i  ^c^sin'ft)^cosc:9;  faisant  donc  A  =  cosc9,  on  aura  £9=.... 

/d^coscç=isin  cç,  et  F?>=y'^=^log|±î^=ilogtangCi-7r+:-c*). 
Ces  valeurs  sont  exactes  dans  les  cas  extrêmes,  lorsque  c=o  et  c^  i  ;  elles 
seront  d'autant  plus  approchées  dans  les  autres  cas,  que  Tangle  9  sera  plus 
petit. 
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Pour  savoir  quel  est  le  d^é  d'approximation  de  ces  valeurs,  on  déve-^ 
loppera  en  série  la  quantité  Â,  ce  qui  donne 

A  =  I  — •  -  c*  sin* ^ '-7  c* sin^ (p  —  — j-g  c^  sin* (p  —  etc., 

et  en  y  substituant  la  valeur 

sin^=9— - — rH — k  .  u>— — ^  i  t  a — H- etc. 4 
^      ^      2.3  "  2. 3. 4-5      2.3.4*5.6.7   '  ' 

on  aura  ^expression  suivante,  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  c*^', 
de  là  résulte  f^d^y  ou 

P c*/^    ^*    ^^    £Î^^    ??!n    f!  ^' 

■^  — ^~2U""i5~3i5/       8V5~2i/~i6-7* 
Désignons  cette  valeur  par  £:=  -  sin  C9+  Q?  nous  aurons  par  le  dévelop^ 

■ 

pement  du  premier  terme, 
et  par  conséquent, 

on  a  donc  la  valeur  très  approchée, 

(a)  E^  =  7sinc(p4.-^*(p*~Y^(p'(4~iic^). 

On  trouverait  par  un  calcul  semblable, 

(4)        F(p=ilogtang(i^  +  icç)-^^<p»-|-^<p' (4-411-). 

Ajoutant  ces  deux  formules,  on  en  tire  un^  troisième  non  moins  remar-» 
quable,  savoir, . 

E^p  +  F^  :=  -  sin  c^  H-  -  1(^  tang  (I  îr  +  X  ^)  "^"TT"  ^'• 
743.  La  formule  (a),  réduite  à  son  premier  terme  -  sin  c^,  donnera  sept 
décimales  exactes  si  l'on  a  ^  ^  6*  j  elle  en  donnerait  dix  ou  plus  si  on  avait 

En  prenant  les  deux  premiers  termes  fia  formule  Efss-sincf-f--^^ 

donnera  sept  décimales  exactes,  siona94^i&*49^  ^^  décimales  ou  plus, 
si  l'on  a  ^K^&\%. 

T.  n.  la 
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Ij'ffppTOximafion  sera  à  peu  près  semblable  sur  la  valeur  de  F^,  selon 
qu'on  la  borne  au  premier  ou  aui  deux  premiers  termes. 

Si  on  tient  compte  de  tous  les  termes  de  la  formule  (a)^  il  n'y  aura  de 
négligée  dans  la  valeur  de  E^^  qu'une  partie  donl  le  terme  le  pFus  grand 

est  de  l'ordre  ->—  ^',  et  ne  pourra  jamais  excéder  ^ —  ^•.  L'erreur  due  à 

ce  terme  ne  sera  pas  d'une  unité  décimale  du  dixième  ordre  ^  si  on  a 
(p  <i  iS"",  et  elle  ne  sera  pas  d'une  unité  décimale  du  septième  ordre,  si  on 
a  9  «<'72''4^*  ^  même  degré  d'exactitude  n'aura  pas  lieu  dans  la  formule  (fi)  ; 
et  pour  avoir  sept  décimales  exactes^  il  ne  faudra  guère  passer  la:  limite 
(p  =  20°. 

744*  Exemple  I,  Soit  c=zsin  45''  et  ^  =  10%  la  Table  II  donne  les  va- 
leurs suivantes  : 

E(p  =  0.17409  i5655, 

F<p  =5  G.  17497  CSoig; 

il  faut  les  comparer  à  celles  que  donnent  nos  formules;  et  d'abord  pour 
avoir  la  valeur  deE,  on  calculera  les.  deux  premiers  termes  de  la  formule  {a) 
comme  il  suit  : 

cep  =  7*4' i5" 8441  a  ^  =  75 9.24187  73  C 

sinc^ 9.0902593615  9^ 6.^093868 


1 

o« 

,  i5o5i 

49978 

c 

sinc^.. 
siir^ft 

(.0 

•  • 

I 

_  ( 

1 

c 

I 
c 

9- 

24077  43593 

17409.  ©a 140 
13496 

3o 


. . -    — *   2.07918    12 


(i) 4*  ^3o2o  56 


E^  =  0.17409  i5636. 

On  voit  (^elh&.deax  preniiers  termes  donnent  la  valeur  de  liip  avec  huit 
décimales  exactes,  L'erreur  n'étant  que  de  dix-neuf  unités  décimales  du 
dikiènie  ordte.  11  en  sera  de  même  pour  la  valeur  de  F(p  dont  voici  le  calcul  : 

45*4-{r<p    =  48^32 V  93206, 
/tang(45*  +  7C(p)  =  0.05373  43422. 

Ck  lég-fâii^.  étant  un  logarithme  vulgaire,  il  faudra  le  multiplier  par  M 
pour  le  changer  en  logaritliine  hyperbolique ,  comme  la  formule  le  suppose. 
Ainsi  en  appelant  h  le  nombre  précédent,  on  aura  les  logaritiimes  saiyans, 
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pour  déterminer  le  premier  terme  B  de  la  formule  (ô),  " 

A..,,  8,73o25  19367 

M...  0.36221  56687  ï  =  ^ .  17497 -76676 

^.•.,  o.i5o5i  4997Q  ^b*i^.\.  1^496 

JB... .  ^^24*1^9696(232  iPtpœs  0.17497 -63 180. 

On  voit  que  les  sept  premières  ^décimales  de ia  Tsrieur  Ae¥^  sont  exactes, 
et  que  Terreur  ne  commence  qu'à  la  iiuitième,  xoi  elle  n'est  pas  de  deux 
unités. 

745.  Pour  obtenir  une  plus  grande  approxiihation ,  il  faut  tenir  compte 
du  troisième  terme  contenant  ^\  Or,  puisqu^on  a  €f  =s7,îat»rrcctîon  qu'il 
faut  appliquer  à  E^,  est  égale  à  la  correction  précédente  (i)  multtpCée 

par  -^,  de  sorte  qu'en  appelant  (2)  cette  seconde  correction. qui  est  addi- 
tive,  on  aura  (2)s=(i).^;  de  même  la  seconde  correction  de  F^  sera 

(r)....  i^.i^trxo  56  -0.17497  63i8o 

_  ..... 

^.  ..  8.07798  94  (2)...  —  161  5 

(2). ...  2. 20819  5o  Ftp  =  0.17497  63i0id  S. 

La  correction  (2)  pour  E^  sera  onze;f6is  moindre  que  celle  deT^;  -elle 
est  donc  de  quinze  unkés  décimales  jdiîi  dÎKÎèitta  ordce,  .ce  qui  «donne  la 
valeur  cdrrigée  de  :E(p ,  coasmise  ât .  suit  : 

.o.:i74o9  i5636 
(2).^-.  4-      i5 

E^  =  0.17409  i565i. 

On  voit  par  conséquent  que  la  valeur  de T^  s'accor9e  ciactement:aJf€C  celle 
de  la  Table  II,  et  que  la  valeur  ^  >E^  ne  dîfiere  de  -celle  de  la  Table  que 
de  quatre  imités  décimales  du  dixième  ordre  j  mais  l'aujplHvde  n'est  que 
de  lo?. 

746.  Exemple  IL  Soit  c=sin45*  et  ^=20®,  on  trouve  dms'ie  Table  II, 

E^  .=  a»  34557  562  i  3 , 
F^  =B  'o.!Kia6i  98854; 

il  'firart  eomparer  -ces  valeurs  k  celles  qiae  idon««ront  nosibimiiiBs.  >Eii  ^oîci 
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le  calcul  : 

ap  =  i4»8'3i"68824 
sinccp...  9*38797  35865     ^ 9.54390  73633 

-...  o.i5o5i  4997^     ^* 7.71453  68i65 

A*...  9.53848  85843    y...—  3.07918  ia46o 

A  =  0.34553  334691    (1). . . .  5.63535  55? 
(i)...    4-  4  318735 

E^:;=  0.34557  543416. 

Ainsi  Terreur  dé  la  formule ,  en  prenant  les  deux  premiers  termes  seule- 
ment, n'est  que  de  deux  unités  décimales  du  septième  ordtfs.  Voyous  i 
quoi  elle  se  réduira  en  ajoutant  le  troisième  terme ,  ou  la   correction 

(i)....  5.63535  557  0.34557  54341  6 

-g 7.63865  67  (2^  =  -|-  1879  4 

(a)....  3.27401  a  E(p  =  0.34557  56221. 

On  ToU  que  la  valeur  de  E^  n'est  en  erreur  que  de  huit  unitës  décimales 
du  dixième  ordre. 

En  calculant  de  même  la  valeur  de  F^,  on  trouvera, 

par  les  deux  premiers  termes. .  • .  F^  =  o.35si62  20654^ 
et  par  les  trois  termes F^  =  o.3526i  99381; 

l'erreur  du  dernier  résultat  est  de  cinq  unités  décimales  du  huitième  ordre. 
747.  Exemple  III.  Soit  c  =  sin  ^5*  et  ^  =  3o*,  on  trouvera 

^"^  iffoiST  ^}  ^^  =  o.5i2o4  6i5o9,    Ytp  =  0.53566  oi25a 

par  la  Table  II o.5i2o4  93225,  o. 53562  27328 

Différence —  31716,  +3  73924 

^''  rlrmrfr  "^'1^^  =  o.5i2o4  93619,    F(p  =  0.53562  48o33 

par  la  Table  II ^.  o.5i2o4  93225,  0.53562  27328 

Différence +  394 ,  +  20705. 

Par  ces  derniers  résultats,  on  voit  que  l'erreur  de  la  formule  n'est  que  de 
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quatre  unités  décimales  du  liuitième  ordre  sur  £^  ;  mais  elle  est  de,  deui 
unités  du  sixième  sur  F^. 

Ainsi,  à  mesure  que  ^  augmente,  l'erreur  croît  dans  une  plus  grande 
proportion  sur  la  fonction  F  que  sur  la  fonction  E;  on  ne  peut  guère  aller 
que  jusqu'à  ao^  pour  obtenir  F  avec  sept  décimales  exactes ,  tandis  qu'on 
peut  aller  jusqu'à  3o**  au  moins,  pour  ayoir  E  avec  un  pareil  degré  d!exac- 
titude. 

Au  reste  le  cas  de  c*  =  ^,  tenant  presque  le  milieu  entre  les  cas  extrê- 
mes c  =  o,  c  :=:  I,  où  les  deux  formules  sont  rigoureusement  exactes , 
il  y  a  lieu  de  croire  que  le^  erreurs  de  ces  formules  sont  alors  assez  voi- 
sines de  leur  maximum,  et  que  dans  d'autres  cas,  les  erreurs  |)Ourront  être 
moindres  j  c'est  ce  que  les  exemples  si^ivans  vont  faire  voir  pour  une  va- 
leur de  c  très  peu  différente  de  l'unité. 

748.  Exemple  IV.  Soit  c  =  sin  89*;  voici  le  résultat  de  nos  formules ,^ 
comparé  à  ceux  de  la  Table  de  l'article  731  ,  dans  les  trois  bypothèses 
^  =  10*,  (p  =  ao*,  ^=:  3o*. 


^=  10» 

c^  =ss  9*  59'  54*  5 1 7026 

45"^  H-  i  c<p  =s  49»  59'  57"a585i3 

i"  terme... 
a"' 

0.17364  84467  4 

+  164 

<  0.17543  55557  6 

--  16  4 

Parla  Table. 

£  =  0.17364  84484 
0.17364  84482 

F  =  0.17542  55541 

^  0 . 1 7542  5554O:    .:  ^ 

Dlff. . . . . 

+2' 

Dans  ce  premier  cas ,  l'erreur  n'est  que  de  une  ou  dé  deux  unités  sur  là 
dixième  décimale,  ce  qui  laisse  incertain  si  l'erreur  est  du  côté  de  la  for- 
mule ou  du  côté  de  la  Table.  Il  n'y  a  pas  lieu ,  comme  on  voit ,  d'appli- 
quer le  troisième  terme  de  la  formule. 


^  =  ^0^ 


I  «'  terme. .  • 


ParlaTable. 

I 

Diff.  » • • • 


c^=  i9°59'49"o34o5 


0.34202  22762 
+  5^6 


0.34202  23288 


E 


0.34202  23299 
0,34202  233o(> 


45*  +  i  cç  =  54^  59'54"5i7025 


0.35637  62023 
—  526 


0.35637  61497 
—  56 


r 


A. 


o.  35637  6144^ 
^•35637  61479 

—  38 
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Od  voit  que  la  différenee  est  insensible  sar  E^,   et  qu'elle  est  à  peine  de 
quatre  unités  décimales  du  neuvième- ordre  sur  F^- 


<p  =  3o« 

cÇ  ; 

=  a9*59'43"55io8 

45"^ 

.ic<p  =  59-59' 5i"77554 

1**  terme.  «J 
2"*.  •. . ... 

o.Soooo  70*891  6 
+  3994-4 

0.54919  ^7*37  4 
—  3994  4 

3- 

o,5oooo  74^^^ 
H-  182 

0.54939  78343 
-964 

m 

ParlaTable.' 

E= 

=  o.5aooo  75068 
0 .50000  7508S9 

F  = 

0-54929  72279 
0.54939  72081 

îDiff*  •  •  •  *- 

.—  ai 

+  «98 

On  voit  que  dans  ce  troisième  cas ,  Terreur  de  la  formule  n'est  que  de 
deux  unités  décimales  du  neuvième  ordre  sur  E,  et  de  decut  duliuîtième 
surT,  ce  qui  est  une  approximation  très  satisfaisante. 

749.  Exemple  V.  Soit  encore  c  =  sin  6o*  et  Tp-=  3o*,  et  supposons 
qu'on  >âettiande  hi  yakur  sgpprochée  de  F^  ;  la  formule  ^st  alors 

En  voici  le  catcal  : 

c<p  «  a5»  58'  5o"  7436 ,    45»  +  i  c^  =  S;*  69'  a5"  87 18 , 
.  .  /  tang  (45"  -t-  ^  c(p)  =5  o.ao4o4  85486. 

Sttit  oe  4agantbnMS  s=  A ,  le  premier  terme  P  de  la  formule  sera  — ;- 

h 9.80973  35ioi 

M o. 36321  56887 

I  '.  c o. 06246  93683 

.'..  P.O..-    9.73441    85671 

I*' terme... .  o.54a5a  35i53 
!!"• —3459649 


III 


m* 


0.54327  75504 

—  4  ^9482 

Dont  valeur  app.  F^  =£s  0.54323  46022 
Valeur  exacte.  ••  0.54222  91100 

^Erreur  de  la  formule.  •  +  549* 
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Oh  voit  ^ue,  dwisce  cas*,  l'erreur  eat  dV  ci^q,  unités  déçimsilesi  du  sixième 
ordre. 

75o.  11  résulte  de.lous  ce*  exemples,  que.  la  formule  (a). peut  être  em- 
ployée avec  sûreté  pour  donner  la  valeur  E^ ,  tant  que  (p  n'excédera  pas 
So""  ;  car,  à  cette  limite ,  elle  donnera  encore  sept  déchnatles  exafctes.  H 
n'en  est  pas  tout-à-faît  de  nnâme*  <le:  la  fiDnaule  (6) ,  où  il  convient  de 
ne  pas  prendre  ^  pliiflr>  grancl  que- 30?^  sr  on.  veut  avoir  au  moins  sept  dé- 
cimales exactes  dans  la^^ëiff  de  F^^  La  formule  devient  cependant  plus 
exacte  et  permet  de  porter  ^  jusqu'à  3o' ,  lorsqu'on  a  c  <  sin  35* ,  ou 
c  >  sin  75*. 

Avec  ces  restrictions^  les  formules  (à)  et  (i)  sont  d'un  usage  extrême- 
ment commode,  et  peuvent  reinplacer  avec  asaotage.les  Tables  elliptiques 
même  les  plus  étendues ,  dans  une  partie  considérable  de  ces  Tables.  En 
effet  les  calculs  qu'exigent  ces  fornmle^,  son!>  en  général  plus  simples  que 
les  interpolations  d'unes  TaBle  S  dbuble  entrée ,  dans  les  cas  où  Von  vou- 
drait avoir  égard  à  toutes  les  différeiïcies  infhreirfes  ;  mais  il  fadt  avouer 
que  la  Table  à  double  entrée  méritera  à  son  tour  la  préférence,  si  l'on 
n'ia  pas  besoin  d'une  si  grande  exactitude  dans  Fes' résultats ,  et  qu'oi»  se 
coulente  de  ceux  qui  peuvent  être  obtenus  par  les  premièresr  différences 
seulement,  ou  tout  au  plus  par  le  concours  des  premières^  et  des  seconrdiefS 
différences. 


■-.-     ■     '  . 
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Métliodes  dwerses  pour  calculer  les  valeurs  approchées  des 
fonctions  F^,  Ecp^  lorsque  ïojnplitufle  (p  excède  la  limite 
supposée  dans  I^  Cliap.  préaédçnt^ 

ORSQDE  Fangle  ^  est  trop  gran(ï  pour  qu'on  puisse  déterminer  les. 
fonctions  E  et  F  avec  une  exactitude  suflisanla  par  la  méthode  du  chapi- 
tre précédeht,  m  pourra  diminuer  progressivgment  Tangle  <p  par  la  bisseç- 
tion  des  fonctions  F,  selon  les  formules  données,  art.  ai/ 
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Pour  cet  effet,  soient  ^',  ^",  ^'",  etc.,  les  amplitudes  qui  résultent  des 
bissectioos  continuelles  de  la  fonction  F^ ,  en  sorte  qu'on  ait 

F(p'  =  iF(p,    F(P''  =  2F(PS    F(p'^=-;F(p^    etc., 
on  aura  en  même  temps , 

oE^'  —  E^  =  c*  sin*  ^'  sin  ^  , 

!iE(p"  —  E(p'  =  c*  sin*  (p"  sin  (p' , 

3E(p'"—  E(p"=  c*  sin»  (p'^sin  (p'S 
etc., 

et  l'amplitude  ^'  se  déduira  de  ^  par  les  formules 

c  sm  0  =  sm  «,     sin  ^'  =  — 7—  ; 

on  déduira  semblablement  ^"  de  ^',  ^'^  de^'',  etc. 

En  formant  ainsi  la  suite  décroissante  ^\  ^'',  ^'^j  etc.,  on  parviendra 
bientôt  a  un  terme  ^'^^  i5*,  et  alors  on  déterminera  aisément,  par  les 
formules  du  chhpitre  précédent,  les  valeurs  des  fonctions  E^',  F^',  ap- 
prochées jusqu'À  huit  décimales  ou  plus,  desquelles  on  déduira  les  valeurs 
de  E^  et  F^,  exprimées  arec  un  degré  peu  différent  d'approximation.  Ces 
calculs  ont  l'avantage  de  ne  point  supposer  connues  les  fonctions  complè* 
tes  ;  ils  peuvent  même  servir  à  déterminer  ces  fonctions ,  puisque  si  on 

part  de  l'amplitude  ^  donnée  par  l'équation  tang  ^  =a  -^,  on  aura 

F^  =  i  F*,  E<p  =  i  E*  +  i  (  I  —  A)j  d'où  il  suit  qu'ayant  déterminé  F(p 
et  E^,  on  connaîtra  les  fonctions  complètes  F',  E*. 

75a.  Une  seconde  métliode  qui  pourra  dans  certains  cas  être  préférable 
à  la  méthode  de  bissection  ,  consiste  à  calculer  les  amplitudes  ^^^  ^3 , 
^4,  etc.,  qui  répondent  aux  fonctions  multiples  F^^  =  aF^ ,  F^s=s3F^, 
Ff 4  =  4F^ ,  etc.  On  les  détermine  par  les  formules 

tang  i  (P.  =  A  tang  (p  , 

tang(J(Ps  +  ï<P)  =  A  tang  (P., 
tang  (  l  (P4  +i  (P.)  =  A  tang  (p,, 
etc. , 

dans  lesquelles  A  est  une  quantité  constante,  tellequ'en  faisant  c  sin  ^ss sin  ûi, 
on  a  A  =  cos  eo. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  prolongera  la  suite  ^,  ^^,  ^3,  etc.,  jus- 
qu'à un  terme  f.  =  aA:.-^sTdb%(/,  qui  approche  d'un  multiple  pair  de  {tt, 
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de  manière  que  la  différence  %[/ ,  positive  ou  négative  ,  soîi  assez  petite 
pour  qu'on  puisse  calculer  facilement,  par  les  formules  .du  chapitre  pré- 
cédent, les  valeurs  approchées  des  fonctions  £%[/,  F%|/.  De  là  il  faudra  dé- 
duire les  valeurs  des  fondions  proposées  E^,  F^,  au  moyen  des  équations 

F?>.  =  2AF'  ±  F4  E(p.  =  2ÂE'  =fc  E4  , 

F^.  =  aF^ ,  aE^  —  E^a  =  0*  sin*  (p  sin  ^. , 

F^s  =  3F^ ,  E^  .+  E^,  —  E^3  =  c*  sin  ç  sin  ^,  sin  <Ps  ? 

F^4  =  4^(p ,  E^^  +  E^s  •—  E^4  =  c*  sin  ^^  sin  ^3  sin  ^^ , 

etc.  etc. 

753.  Cette  méthode ,  ainsi  que  celle  de  bissection  j  est  fondée  sur  des 
formules  trigonométriques  très  simples;  cependant  elles  peuvent  devenir 
d'un  usage  difficile  dans- certains  cas,  surtout  dans  ceux  où  c  et  sin  ^  sont 
à  la  fois  peu  différens  de  Tunité.  En  effet,  les  opérations  nécessaires  pour 
changer  l'angle  proposé  Ç  en  un  plus  petit  ^  auqugl  la  méthode  du  chapitre 
précédent  soit  applicable,  peuvent,  dans  le^cas  dont  il  s'agit,  être  plus 
longues  que  celles  qui  servent  à  former  la  série  des  modules  et  celle  des 
amplitudes,  suivant  la  méthode  générale  des  approximations,  et  alors 
celle-ci  deviendrait  préférable ,  tant  par  sa  brièveté  que  par  un  degré 
d'exactitude  indéfini. 

C'est  dans  les  différens  cas  particuliers  qu'on  pourra  se  décider  sur  le 
choix  a  faire  entre  ces  méthodes,  suivant  le  degré  d'approximation  qu'on 
veut  obtenir;  nous  observerons  seulement  que  l'on  peut  toujours  supposer 

l'angle  proposé  ç  plus  petit  que  l'angle  qui  a  pour  tangente  r^.  Car  soient 
^  et  4  deux  angles  tels  qu'on  ait  tang  f  tang  4  ==  r  9  l'un  de  «es  angles 
aura  sa  tangente  <C  1/ a*  I^'^îU^urs  comme  on  a 

F(p  +  F4  =  FS 

E^  +  E4  =  E*  +  c*  sin  (p  sin  4  > 

il  est  visible  qu'au  moyen  des  deux  fonctions  qui  se  rapportent  au  plus 
petit  des  deux  angles  ç  et  4  9  ^^  déterminera  sans  difficulté  les  fonctions 
qui  se  rapportent  au  plus  grand. 

754-  Exemple  I.  Soit  c  =  sin  45*  >  ^  =  60* ,  le  calail  par  la  méthode 
de  bissection  se  fera  comme  il  suit  : 

sin  Al  =  c  sin  ^  s=  y^ (0.375). 
T.  IL  i3 


9.69897  ooo43 
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smcÊ.mm.  9.78701  56339  a  s  37* 4^' 4^' 4?^^ 

œs^CÊ 9.97598  o583i  ^m  :=  iS.Sa.So.aSgoB  5 

c. 

sin^''....  9.44701  91704       ^' =  i6' i5' 17*50460. 

L'angle  p''  étant  saflisaininent  petit ,  il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  le» 
calcub  de  la  Inisection,  et  en  appliquant  à  Fangle  p'  la  méthode  du  cha- 
pitre précédent ,  on  trouvera  les  résultats  suivans  : 

=  I  !•  29^38*  1243a ,       45*  +  i  V  =  5o*  44'  49''o6ai6. 

A  =  o. 28180  18598  B  =  o.q8562  30721 
1)4-  I  53i52  *0  ■"  *  53i52 
a)  4-         440      2)—        4843 


9.73398  94212 

p'  =  3i*  53' 58*55322 

i  ^'  =  15.56.59.37661 

9-T"98  94a «2 

9.84948  50022 

• 

9.57247  44234 

ùê'  =  21^56'  29*04240 

{€$'=:    I0.5d.  l4-52I20 

9.43900  88575 

9.99198  96871 

cT 


Ep"  =  0.28181  72190  F^'  =  0.28560  72726. 

Fv  k  valeur  de  Ff'',  on  a  immédiatement  celle  de  F^  =  4F^,  saroir, 

F^  =:  1.1424a  90904 
Suivant  la  Table.. ..  ¥ç  =  1.14242  90578 


Diff •  • . . 


326. 


Aioai  rcfreor  est  d'eDTÎroa  titûs  imités  décimales  du  huitième  ordre. 

Quant  à  la  valeor  de  E^ ,  on  la  calculera  comme  il  suit  par  les  fonnU' 
les  don*  751, 
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sin*(p"...   8.89403  83408  c^sin^tp'...  9.i4494  88468 

sm^^..  9.72298  94^13  sin^...  9-93753  o63i7 

c\ . .  9,69897  00043  ^^  ^ .  9:08347  947«5 

a'. ..  8.3i599  77663 

a  z=  0.13091  48046 

a'  =  0.02070  i3o70  2E^'  =  i.o8586  62620 

2E(p"  =  o. 56363  44380  £(?  =  "^96495  14574 

E^'  s=  0.54293  3i3io    ParlaTab.^E^  =  0.96495  ï456o 

Diff. H-  14. 

Ainsi  l'erreur  sur  E^  n'est  que  de  quatorze  unités  décimales  du  dixième 
ordre. 

On  aurait  pu  se  borner  à  huit  décimales  dans  tous  ces  calculs ,  et  les 
résultats  n'en  auraient  pas  été  moins  exacts. 

755.  Exemple  II.  Soit  encore  £?•  =  ^,  et  l'angle  (p  tel  qu'on  ait*. . 
tang  ^  =  V^\  c^(  angle  pourrait  élre  remplacé  par  celui  de  5o^,  parce 
•  qu'on  a  F^  +  E  (3o**)  =  F'  ;  mais  nous  n'aurons  point  égard  à  cette  pro- 
priété des  fonctions  complémentaires ,  laquelle  ne  nous  servira  que  pour 
vérifier  les  résultats ,  et  nous  appliquerons  directement  au  cas  proposé  la 
méthode  qui  précède ,  par  la  multiplication  des  fonctions. 

On  aura  d'abord  L  =  v/(i  —  ^*  sin'^)=  v/^>  ce  qui  donnera  les  ré- 
sultats suivans  : 

« 

A. • . .  9.87848  09756  57 
tang  (p....  0.38907  5625 1  92  (p   s=s    67^47' 32^44438  ' 

tang^^.....  0.267556600849         T?t  =    61.37.41.57638 

^a  SS=  I23.l5.23.l5356. 

Déterminant  ensuite  ^9  par  l'équation  tang  (i9s-f-if)s^A  tang  ^» ,  on 

trouvera 

(P3  =  1940  5' 33"  85248.       . 

Les  calculs  préliminaires  se  terminent  ici  à  fs»  parce  que  ^9  excède  180^ 
d'un  angle  plus  petit  que  1 5*.  Soit  cet  angle  =  4?  ^^  ^^^^  f  s-=  i8o^+^|/, 
et 

4=  1405' 33"  85248. 

On  calculera  donc  les  fonctions  £>[/,  En!/,  par  la  méthode  du  chapitre  pré- 
cédent, ce  qui  donnera 

Ë>^  =  o» 24473-  40^89     ^4  ^^  0.24720  64&17  ; 

i3. . 


lOO 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELUPTIQUES, 


ensuite  £f  et  F^  se  déduiront  des  éiiuations 

F^)  =  i(aP  +  F4), 

E^  =  j  (aE*  +  E4)  +  j  c*  sin  ^  sin  ^,  (sin  ^  4*  ^  ?s)  » 
dans  lesquelles  on  mettra  les  valeurs  de  F'  et  E'  tirées  de  la  Table  I;  on 
aura  ainsi  pour  résultat 

E^  =  1.07004  95812,     F(p  =  1. 31845   19453- 
Ces  valeurs  se  vérifient  au  moyen  des  équations 

F(p  +  F(3o*)  =  P, 

E(p  +  E  (3o-)  =  E*  +  0»  sin  (p  sin  3o-  ==  E"  +  ^  |/f , 

dans  lesquelles  substituant  les  valeurs  données  par  la  Table,  on  trouve 

E^=  1.07004  95798,     F^  =  1 .31845  1944'- 

Ainsi  Terreur  des  résultats  précédens  n'est  que  de  onze  unités  décimales 
du  dixième  ordre  sur  la  fonction  F ,  et  de  quatorze  des  mêmes  unités  sur 
la  Fonction  E. 

On  peut  remarquer  que  la  méthode  piar  bissection  doit  donner  en  gé- 
néral des  résultats  moins  exacts  que  la  méthode  par  multiplication.  La 
raison  en  est  que  les  fonctions  E^,  F^  se  déduisent  des  fonctions  auxi- 
liaires par  multiplication  dans  le  premier  cas,  et  par  division  dans  le  se- 
cond. 11  semble  d'ailleurs  que  les  calculs  sont  plus  simples  par  la  méthode 
de  multiplication  ,  parce  que  la  quantité  A  est  constante  dans  toutes  les 
formules  qui  servent  à  déterminer  ^s,  ^^,  etc. 

756.  Exemple  III.  Soit  c  =  sin  60*  et  tang  ^  z^  ^1  \  cette  valeur  de  ^ 
est  telle  qu'on  a  F^  =  |  F'  :  ainsi  on  pourra  vérifier  immédiatement  par 
la  Table  I ,  les  résultats  suivans  que  donne  la  méthode  de  bissection. 


c.  • 

sin». . 

sm  Â  9  •  • 

cosfoi.. 

sin  4^'  •  • 

c. 

sin  fj  •  • 

sm 7^  •  • 


cos^(»' 


•  • 


suif 


n 


9.91  195  43705 

.9.93753.06317 

9.84948    DOOStà 

9.66247  53oo5 
9.96561  53459 
9.69685  99546 
1^.93753  o63i7 
9.63439  o5S63 

9.4107a  39499 
9.98913  5ia66 
g.42i58  88373^ 


f  =  54M4'8"«97i46 
\^  =  27.32.4.098573 

(é  =  45%  sin  ^  (p  =  v^(sin  i5*.  i/|) 


f'  =  29- 5o' 23"  27549. 
if'  =  14.55.11.63775 

«'  =  25«3i' 32"  07988 
\»^  =  12.45.46.03994 


i 


n 


i5«i8'a5«i8îi3. 
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D'après  cette  valeur  de  ^",  on  calculera  les  fonctions  E^",  F^"  parla  mé- 
thode du  cliapitre  précédent,  et  on  aura  les  résultats  suivaus  : 

c(p'^  =  i3M5'M"49oao,    45^  +  \  c(p''  =  5i^37'4i"245io. 

A  =  0.26478  08649  6       B  =  0.26957  336o8  6 
i)  +       85o58  3       1)  —       85o58  3 

2)  + 614  3       2)  —  3866  6 

E(p"  =  0.26478  89322  2      F(p"  =  0.26956  44683  7 

F<p=4F(p"  =  1.07825  78735 

Par  la  Table. .    i  .07825  78287 

Diff . .  +  498. 

Calculant  ensuite  £^  par  les  formules  du  n?  751,  on  trouvera 

E^  =  0.85552  80106; 

ce  résultat  se  vérifie  par  l'équatîou  E^=  i-E'+5(i— i)  =  -jE*  +  ^; 
et  comme  on  a  E'  =  i  .2iio5  60275  6845,  il  eu  résulte 

E(p  =  0.83552  80137  84225; 

d'où  Ton  voit  que  l'erreur  sur  F  est  de  cinq  unités  décimales  du  huitième 
ordre ,  mais  que  l'erreur  sur  E  n'est  que  de  trois  unités  décimales  du  neu- 
vième ordre. 

Ces  erreurs  paraissent  plus  grandes  pour  le  module  sin  60*  que  pour  le 
module  sin  45^  ;  mais  il  y  a  à  cet  égard  un  maximum  y  passé  lequel  les 
erreurs  diminuent  à  mesure  que  le  module  augmente.  C'est  ce  qu'on  verra 
par  l'exemple  suivant. 

757.  Exemple  IV.  Soit  c=:sin  89°,^  =s75*;  on  trouve  par  les  mé- 
thodes directes, 

E^  =  0.96608  745io  14  > 
F(p=  2.02664  73981  80. 

En  appliquant  au  même  cas  la  méthode  de  bisection,  on  aura  les  résultats 
suivans  : 

sin  <p' . . .  9 . 88488  589 11  (p"  =  27*  5 1'  43"  67900 

sin^"...   9.6696381849  €?^"=  27.51.28.40226 

E(p"  =  0.46735  16166  5  F(p"=    o.5o666  18602  5 

E^'  =  0.76719  78904  3  F^'  =    1 .01382  87206 

E(p    =  0.96608  74478  Fp  =    2.02664  74410 

Val.  exacte. ••  •  5io  8982 

Erreur ....  —  82  +  ^1%^ 
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L'erreur  est  donc  de  quatre  unités  décimales  du  huitième  ordre  sur  F ,  et  de 
trois  unités  du  neuvième  ordre  sur  E. 

758.  Nous  joindrons  ici  le  calcul  du  même  exemple  par  les  formules  gé- 
nérales données  art.  89. 

D'après  le  module  donné  c=sin  89*",  on  formera  d'abord  l'échelle  des 
modules,  et  on  en  déduira  la  valeur  de  K,  comme  il  suit: 

^-***  9*9999^  33498  0933  &...•  8.a4i^S  53i84  2389 

^'•••-  9*99999  99987  4û53  V....  5.88171  67931  8966 

— ....  0.00006  61489  3i3i  V . . .   1 .16137  35963  io83 

K....  o.oooo3  30744  6565. 

Il  faudra  ensuite  calculer  (p'  par  l'équation  sin  (a^  — ^')  =  c  sin  ^,  ce  qui 

donnera 

ç'=74«59'i"44o6i5. 

Enfin  ou  calculera  ^''  par  l'équation  sin  (a^' — q>')=zc'  sin  ç\  ou  plus 
simplement  par  l'équation  tang  (^'  —  ^")=  i'' tang  ^'',  qui  se  réduit  à 
ç'— -^"=6"  tang  ^"  ;  on  en  déduira 

^' —  (p"=  o" 001 II  49 

(p"=74-59'i"4395o. 

Cela  posé,  la  valeor  de  F^  se  calculera  par  les  formules  À= 

log  taog  (45* -{~i  ^')>  F  =  K.MA,  et  on  trouvera  par  les  Tables  à  dix  déci- 
males seulement, 

F^  =  a .  oaa64  73980. 

759.  Quant  à  la  valeur  de  E^,  elle  doit  être  déduite  de  k  formule 
générale  de  l'art.  89,  qu'on  peut  mettre  sous  celte  forme  : 

E^  =  LTcp  H- c»  sin  9  +  acsin  ^'  (*'  +  2  sin»  ^—-^ 

+  4cïsin  (P*(A"+  a  sin*  ^-=^') 

+  i^f  sin  ♦'"(*"'-*- a  sin- ?:=£) 

-f-etc. 

Dans  l'exemple  dont  il  s'agit ,  on  pourra  faire  L  c=s  1  ^  |/K. ,  et  on  trou* 
vera  les  valeurs  suivantes  des  cinq  premiers  termes  auxquels  se  réduit  cette 
formule, 
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1*.  c^sin^.. -, . . .  o. 96563  i6i83  3 

a".  LT<p o.ooo3o  86564  6 

3°.  2ci'  sin  ^' i4  709*7  8 

4».  4c  sin  <p'  sin»  ^-I^. .  .  778  4 

mm 

5\  4cib"$m(p" 56  o 

Somme £^=  0.96608  745io  i. 

On  voit  que,  pour  avoir  la  valeur  de  E(p  exacte  jusqu'à  la  dixième  décimale, 
•il  a  fallu  calculer  cinq  termes  de  la  formule  gëuérale  j  mais  ces  calculs  peu- 
vent être  considérablement  simplifiés  par  l'emploi  d'une  autre  formule, 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  le  chapitre  suivant. 


>VWWVVW»WV»\W»i^M^»W^i»MiW»^M<M»»W¥¥WW»^%»»i»V»IW%l»W»^¥»»W»»»^^ 
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Réduction  de  la  formule  qui  exprime  la  fonction  E^ ,  dans  la 

méthode  des  modules  croissons. 


760.  jLà  jl  valeur  de  E^  que  nous  avons  donnée  (lans  l'exemple  précé- 
dent, d'après  les  formules  de  l'article  89,  n'étant  pas  assez  simple  pour 
être  employée  dans  les  calculs  courans  de  la  seconde  des  fonctions  ellip- 
tiques, nous  avons  cherché  une  antre  formule  par  laquelle  ces  calculs  fus- 
sent réduits  au  plus  gran(^ degré  de  simplicité  dont  ils  sont  susceptibles,  et 
nous  y  sommes  parvenus  de  la  manière  suivante  : 

Après  avoir  formé  la  série  des  modules  croissans  c,  c\  c'\  . .  et  celle  de 
leurs  complémens  b ,  b'y  b^.  •  •  il  faut  calculer  la  suite  des  amplitudes  dé- 
croissantes (p  ,  (p\  ^"..  .  jusqu'à  une  limite  qui  est  déterminée,  ainsi  que 
celle  des  modules,  par  le  degré  d'exactitude  qu'on  tent  obtenir.  Ces  am- 
plitudes se  calculent  directement  par  les  formules  sin  (rî^  —  ^)  =  c  sin  ^ , 
sin(2^''— ^')=c'sin^^,  etc.;  mais,  quand  on  est  parvenuà  celle  oii  le  module 
correspondant  e  est  trop  peu  différent  de  l'unité,  il  convient  de  remplacer 
cette  formule  par  l'équation  correspondante  de  la  suite  tang(yi    ^')=ssb'  tang  ^', 
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tang  {<p' — ^")z=zb"  tang  (p"y  etc.,  d'où  l'on  tirera  un  résultat  beaucoup  plus 

exact. 

G>nnaissant  ainsi  la  limite  <l>  de  la  suite  ^y  ^\  <p"y  etc.,  que  nous  supposerons, 
par  exemple,  se  confondre  sensiblement  avec  le  quatrième  terme  ^'"^  on 
aura  la  valeur  de  F^  par  Téquation  F^=  Klog  tang  (45**+ î  *),  dans 
laquelle  le  li^arillime  est  hyperbolique;  prenant  donc  dans  les  tables  le 
logarithme  vulgaire  /  lang  (45°  +7  *)  =  H,  on  aura  F^=KMH;  quant  à 

la  valeur  de  K,  elle  est,  comme  on  sait,  K=  l/  f-  •  c'cVY 

76c.  Cela  posé,  la  valeur  de  E^  pourra  être  ainsi  réprésentée 

E^=L'F^  +  Pc  sin  ^, 

et  il  s'agit  de  calculer  les  deux  termes  dont  elle  est  composée. 

Le  premier  se  trouve  facilement  par  la  valeur  déjà  coimue  de  la  fonc- 
tion F^  et  par  le  coefficient  U  que  nous  avons  déjà  réduit  à  la  forme 
la  plus  simple  dans  le  calcul  des  fonctions  complètes  (art.  652)i  tout 
se  réduit  donc  à  chercher  la  valeur  du  second  terme  Pc  sin  (f.  C'est 
ce  que  nous  obtiendrons  par  la  première  forme  de  la  valeur  de  >|/(At)  donnée 
dans  Tart.  89;  ainsi  nous  aurons  à  réduire  la  formule 


Pour  cet  effet ,  soit  (p  —  (p'=  a',  ^'  —  (?"=»",  (p"—  <p'"=»'",  etc.,  on  aura  les 
équations  tangr/=i'  tang  ^',  tang  co"=iV*  tang^'',  etc.  ;  la  première  donne 

sin  (p  =  sin  (^'+  a/)  =  (  1  +  ^0  ^^^  ^'  ^^^  ^'  =  "7"  sin  ^'  cos  o/j  et  on  en 
déduit  successivement 

«•     ^f        Vc     sin  f       .       ,.        i/c     sin^'        V^c      i/c  sin^ 

C         COSêf   ^  ^  c  008«  C  C  COSm  COS^   ' 

•    ^m       V^      \/c       Vc'                sin^ 
sm^'^ss-V  .  il^  ,  Jl^  , 51 etc. 

c  c*  c  cos  m'  cos  •  cos  •    ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle   de   P  sin  9,   et  faisant,  pour  abréger, 
<f  cos  »'=  /,     c"  cos  û)"  =  /^',  etc. ,  on  aura 


:^d^  ai  2^ 


p—       ^^  ^      ^  4 


i— I 


Cette  formule  peut  donner  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra  ,  mais 
il  convient  d'examiner  successivement  les  différens  cas  qui  peuvent  se 
nnoontrer  dans  les  applications. 


Lji?u  rt.% 


i 

CHAPITRE  DL  io5 

762.  Supposons  qu'à  cause  de  la  diniinution  très  rapide  des  angles 
(J ^  m'y  m'" y  etc.,  la  différence  i  — «ces  âf'^'soit  négligeable,  on  aura  en  même 
temps  avec  une  exactitude  suffisante  c^'s=ziy  ces  eû'"^=s  i ,  ce  qui  donnera 

P  =  -i.— ^— I 

rr  r 

Dans  la  même  hypothèse,  on  doit  regarder  comme  négligeable  la  quantité 

(  I  —  r") ,  de  sorte  qu'on  pourra  faire  t  —  2/^'+  /^'*  =s  o ,  ou  4  —  i  =s  -^  t 
la  valeur  de  P  à  deux  termes  seulement ,  savoir  : 

Supposons  log  /r^'*  =  —  iy  i  sera   presque    toujours    une   quantité    fort 
petite;  cette  <]uantité  étant  donnée,  on  en  tirera  j^t^*z^e        ,  ensuite 


•  P=  aeMt__  ,  ^  epMt  [,  — /i  ^e-Mt)«]  j  donc 

log  P=  2« — /»( I  —  e-M'  )•— i  ffî(i  —  e-^0*— î  "»(!  —  «"'"^  )*—  «te.  i 
et  en  développant  jusqu'aux  t*  seulement,  , 

log  p  =  2i  —  M<*+  M*r^ 

Cette  formule  sera  très  commode  pour  calculer  le  second  terme  Vc  sin  ^ 
de  la  valeur  de  E^ ,  si  toutefois  les  quantités  de  l'ordre  t^  peuvent  être  né- 
gligées. -      »       .:     *.  '."    .  "'  ■•"''' 
763.  Si  l'on   veut  pousser  l'a p^proxiina tien  plus  loin,  et  qu'on  regarde 

seulement  comme  négligeable  la  quantité  i— -cos  «*%  ainsi  que  i— c'%'la 
valeur  de  P  deviendra  - 

et  parce  que  dans  le  même  cas:  on  peut  regarder  comme  nulle  la  quan* 
tité  (  1  —  /•''*/>   ce,  qui  .donne  -•—  i  =  t^  ,  on  aura  plus  simplepient 

• .  »  -  •  •  ,  » 


J      wft.  • 


■  .  » 

Pour  fiicîliter  le  calcul  de  cette  formule,  on  pourra  profiter  de  la  ré- 
duction indiquée  dans  Farticle  précédent ,  en  Papjpliquaht  à  la  quantité 


a 


P'  s=  -™  —  I  ;  on  aura  ainsi 

.rt*        P  =  — ? 1  ; 


T.  IL  14 
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alors  le  terme  Vc  sîn  ^  se  réduit       ^J'"'  —  csin  ^j  et  parce  que  r'ss: 

t/ oos cê'zis ^^l ^'° ^,  on  aura  simplement  Vcmx^^s:i^c .V àn^'-^oAn^^ 

ce  qui  dispensera  de  calculer  cos  (J.  De  plus,  comme  c  sin  ^=sinOsin9 
=  ^cos(8 — ^)-— 7005(04-^)9  on  voit  que  dans  beaucoup  de  cas, 
cette  quantité  pourra  se  trouver  immédiatement  par  la  Table  des  sinus 

naturels.      ^  • 

Nous  observerons,  enfin,  que  la  valeur  de  P  peut  aussi  s'exprimer  par 

cette  série  convergente  : 

au  moyen  de  laquelle  l'approximation  peut  être  poussée  aussi  loin  qu'on 

voudra.  Les  deux  premiers  termes  se  réduisent  à  y  —  i  ;  quant  aux  sui- 

vans  qui  décroissent  rapidement  ^  ils  sont  faciles  à  calculer  par  les  for- 
mules log r  =  —l,  log(i— r)  =  log(MO  — j£  +îVM/*- 

Pour  l'usage  de  ses  nouvelles  formules,  il  faut  pouvoir  calculer  avec  un 
degré  suffisant  de  précision  les  log-cosinus  des  angles  cù  j  a'y  ùP ^  etc.,  qui 
décroissent  très  rapidement.  Or  on  a  pour  cet  objet  les  formules 

logcos  61  =  —  Nt«*  —  N.âi*  —  Na»*  —  N4»'  —  etc. , 

log  sin  «=       log»  — iN,»»— ^N.»<  — ^N,a*  — ^N4a>»  — ctc-, 

où  les  diviseurs  3,  i5^  63,  a55,  etc. ,  représentent  3*  -*- 1 ,  2^  —  i ,  a'  •—  t, 
2*  —  I ,  etc. 

Lorsque  l'arc  m  ne  surpasse  pas  5*^,  si  on  n'a  pas  besoin  de  plus  de  qua- 
torze décimales,  on  aura  ayec  une  exactitude  suffisante  les  valeurs  loga- 
rkhmiqoes  des  coefficient,  comme  il  suit  : 

N|..^.  9.33675  43i56  37  Ns...«  7*98457  180 

N...,.  8.55860  3o653  N4....  7.46683  3. 

764*  Exemple  /.  Supposons  qu^on  veuille  calculer  avec  toute  l'exacti- 
tude que  comportent  des  Tables  à  quatorze  décimales ,  les  fonctions  F^ , 
£9,  pour  le  module  c  a  sia  81^  et  l'amplitude  (^  =  75^. 

Il  faut  d'abord  tirer  de  la  Table  YI  l'écbelle  des  modules  et  log  K , 
comme  il  suit  : 


CHAPITRE  IX.  105 

^****  9*9946i  99370  65o8  b....  9.19433  344^3  5701    . 

^'•••-  9-99999  16689  5988  V....  7.79196  83oaa  3974 

^"••-  9-99999  99999  800a  i"...  4.98188  4944»  6219 

K.  ..  0.00268  58709  3716  b^ ...  9.36170  98969  9640. 

On  procédera  ensuite  au  calcul  de  ^'  par  l'équalion  sin  (29'  — -  ^)  =  c  sin^ , 
et  par  les  formules  on] inaires  pour  l'usage  des  Tables. 

c 9,99461  99270  65o8  angle  cherché.  •  2^'  —  ^  =  A , 

sin  ^.  • .  .^  . .  9,98494  37781  0267  angle  approché.      a  =s    72®  56, 
sin(2(p'  — (p)  9,97956  37051  6775  2a  =145.12, 

sin  a 99979^6  26352  3206 

r  =     10699  3569 

Z  sin  A  =  /  sin  a  +  ^  9 

_  jMr 

'^         co8*a  * 

A  •         •    •     /      I         I      A    4— 2cos2a\ 

A  =a+psm^a[i+p'irp^. g ^, 

r 4,02935  76746  n  +  (i)  s=  72%56o44  93263  ^^:k 

iM 0,06118  56930  4       (2) 61  6186 

séc*a 1,04660  65o3o  3        (3) 16 

p 5,13714  98706  7        2^'  —  ^  =  72,56044  93325  0644 

sin  2a 9,75728  93793  8  ^  =,  75 

R^ 1,75812  26324  i  ?'  =  73,78022  46662  53aa 

(i) 6,65256  18824  6 

P 5,1 3714  987 

(2) 1,7897'  ï?^ 

^P 5,13714  987 

} — f  cos2a  0,27421  200 
'*(3) 7,20107  36. 

La  valeur  de  ^'  réduite  pour  les  Tables  à  dix  décimales ,  savoir  :  .  •* 

^'  =  73**  46'  48",  8088,  servira  k  calculer  par  l'équation  sin  (a^'  — (p') 
==  c'  sin  ^',  une  première  valeur  approchée  de  f"  ;  .cette  valeur.  ...... 

.  ^'^  =  73^  46'  4^''^  00876,  étant  substituée  dans  le  second  membre  de  l'é- 
quation tang  (  9'  — *  ^'')  =  V  tang  ^'' ,  on  en  déduira  &cilement  une  valeur 
beaucoup  plus  approchée  de  ^[  — -  f ''j  faisant  pour  cet  effet  V  tang  9"  ^^Pi 

on  aura  ^'  —  ^"  =  R77  (i  — ^  ;  en  voici  le  calcul  : 

i4«o 
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V'..:...  4,98188  49441  5  (i) =     Q%ooi88  88989  55a8 

tang^"..  0,53620  11498  3  (2) —      68 

p 5,5i8o8  60939  8  <p'  —  (p"  =    0,00188  88989  546 

R^ 1,75812  26324  I  <P'       73,78022  46662  532 

(i)...,.  7,27620  87263  9  ^"  =  73,77833  57672  986 

p"^ i,o36i7  2188  (p"  —  (p"'  =  /^5  293 

^ 9>5^^87  8745  ^m  _  73,77833  57627  693; 

(2) 7,83525  966  • 

]a  différence  ^"  —  ^'"a  été  calculée  semblablemeDt  par  réquation  ^"  —  ^'" 
=  R<>  V"  tang  ^"'.  Il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin ,  et  on  peut  pren- 
dre (p'"  pour  la  limite  *,  ce  qui  donnera 

45*  +  i«  =  8i%889i6  78813  8465. 

Soit  a  =  81^,89,  x  =  o%ooo83  21 186  i535,  on  calculera  la  valeur  de 
H  s=  /  tang  (a  — -  x)  par  les  formules 

P^^h^'  /tang(fl  — a:)  =  /tanga  — r, 
r  =  nmp  (  I  +  ^  C08  2a  ^p^^  — - — j— j  ; 

on  aura  ensuite  F^=:  KMH;  voici  ce  calcul  : 

R*a:. 6,93018  52377 

R^ 1, 7581a  26324      a=   8i%89  (1).  0^00004  5i6ii  6o334 

X 5,16206  26053     2a  =163,78  (2).  —        22  54633 

sin2â 9,44^^^    18205  (3).  +  i56 

p 5,71595  07848  r  ss  Q, 00004  5i589  o586 

2m 9^93881  43070  tanga        0,84618  773i4  7040 

(i) 5,65476  50918"  H  =  0,84614  25725  6454 

p.. .......  5,71595  07848 

C06  aa 9,9823600014 

(2^ 1,35307  588~  H. . .  9,92744  35465  6a83 

5,6547651  M...  o,36aai  568869946 

p^ 1,43190  i6  K...  0,00268587093716 

?+fcos-2ii  0,10765  70  Iog(p  =  7,1^31  5xo6i  9945. 

(3) 7,19432  37 
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Connaissant  ainsi  logF^^  nous  allons  procéder  au  calcul  de  £^  =LT^ 
Pc  sin  <p.  La  première  partie  dépend  du  coefficient  U  qui  se  calcule  par 
les  formules 

il  en  re&uhe 

log  L' =  8,08897  78160  8337^ 

IF^ 0,2923451061  9945 

8,38i32  29222  827a 
JJF(p =,0,02406  i5i24  3297 

Pour  avoir  la  valeur  de  P,  il  faut  reprendre  les  valeurs  trouvées  de  »V 

f/        tn  * 

a>  ,  «   ,  savoir  : 

eu'  =  (p  —  (p'  =  1-21977  53337  468, 
o)"  =  ^'  —  (p"  =  0,00188  88989  546, 
û>'"  =x  <p"  —  ^'"  =  0,00000  00045  293  > 

et  calculer  les  logarithmes  de  cos  «',  cos«",  cos  a>'",  par  la  formule  du 
n®,  763  ;  voici  le  calcul  du  premier  : 

•'    8,3a8i5  72144  14        i^'4    3,31262  88  (i) =  0,00009  84166  87719 

i^''   6,656314428828  "8,55860  31  (2)....  -    .    7434160 

9,33675-43x56  37        ^^j   .,87123  19  (^) : ^ 

(0  ^» 99306  87444  6^        ^'^   9>9^894  ilcos^v'    '    0,00009.84241  2278 

7,98457  lie...        0,00000  833 10  4o6a 

(3)  7,9535i  i:/...         a,oooio  ô'jSfii.  6340. 

Le  calcul  de  cos  a/'  se  fera  par  un  seul  terme ,  comme  il  suit  :^ 

.û>" 5,5i8o8  609  1  :  cos  a/*. .  •  •  0,00000  00002  36o2    , 


co 


"»  -  ^îi/:.-   ^^Q  .  •  ^'/ 


1,03617218  1  :<?".• 1998 


9,33675  45^        ,•,// 0,00000000025599 

(1) 0,37292  65o 

A  l'égard  de  cù^'y  la  petitesse  de  cet  angle  permet  do  négliger  entièrement 
I  —  cos  a»"',  ainsi  que  i  —  c"' ,  ce  qui  donne  /^'  ==  i.  Ainsi  la  valeur  de 

Pc  sin  (p  se  réduit,  dans  ce  cas,,  aux  deux  seuls  termes  ^^rj^  —  c  sin  ç^ 
Voici  le  calcul  du  premier  : 
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Pour  avoir  /  sin  (p',  ou  fera  a  =  38*35  =  38*3 1%  jc=  i "34483  37i55, 
p'z=a^Xj  et  on  appliquera  la  formule  /  sin  ^^x)=/siaa-f-/tx  col  a 

(I— •  -T-^  +   .  *    >  fxcottf  );  en  voici  le  caictd  : 

R"a:...  o,ia366  85834  8  sina...  9,79271  6337g  4647 

R" ....  5,31442  5i33i  8            (i) +  35789  6760 

X 4,8i4a4  34553                (2) —          '    2398 

m 9,65778.45115  sinç'...  9,79271  991689009 

coi  a..   0,10175  oooo5  9             c' 9,99525  52556  94^4 

(i). . . .   4,55575  77670  9     sin  (2^''—  ^)  9^8795  51705  8425 

X 4,81424  54555 

1  :sin2a  0,01180  7528 
(2)  . . . .  9,57980  855 

Diaprés  cette  Taleur  de  /  sin  (a^"— ^0>  ^^  trouve,  en  suivant  toujours  les 
mêmes  procédés, 

2^''_(p>=37*5i'25",984o9  5255 
y^=58.ai,    1,54485  571$ 
76.12.27,52892  6950 
^'  =  58.  6.15,66446  5475. 

On  a  ensuite  pour  déterminer^'"  l'équation  sin  (2^'* — ^^z=id'  sin  ^^;  mab, 
à  cause  de  la  petitesse  de  Tangle  ^" — ^'^=fl#"',  il  est  préférable  de  déter- 
miner 9'"  par  Téquation  tang  (^^ — (p'")z=zV^  im^^'^^  ou  simplement  ^'^ — 
mfn^^g^yn  |2„^  ^m^  Pour  cela,  t>n  substituera  d'abord  dans  le  second  mem- 
bre la  valeur  approchée  ^"'=58*6'io",  ce  qui  donnera  û>''=i",2i78,  et 
9'"=58*6^ia",44^*  -^^  moyen  de  cette  seconde  valeur ,  qui  a  toute  l'exacti- 
tude nécessaire  poor  les  tables  à  dix  décimales,  on  trouvera  plus  exactement 
^"_|)«»=R''Â'"UDg^^5=  1^21787  8424.  Enfin  la  différence  (p"' ^^'^ = t»'" 
se  déduira  de  Téquatipa  m'^^sR^^'^  tang  ^'^,  ou  simplement  cà'''=iûi'.  ^  V-^ 
caron  peutsnpposcr  danslesecond  membre  tang  ^''^=  tang  ^'^,  et  4'^=^  (A"^\ 
Yoici  oea  derniers  calculs  d'où  l'on  déduit  la  valeur  de^'"^: 

y* 4,87675  33921  a  9"  ==  38"  6'  i3'',66446  3475 

tang(p"'.  9,8944»  55 112  5  •'"=               1 ,21787  84a4 

R" 5,31442  5i33»  8  >*=:  38.6.12,44658  SosT 

»* o,o856o  39365  5  .  •"=       ,.                    22924 

;*"•••••  4^37469  33  '   (p'»=  38.6.12,44658  27586. 
»".,...  4)36o29  .72 
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On  peut  considérer  ^*^  comme  étant  la  limite  des  angles  décroissans 
9  y  ^^  ^"j  6tc.  ;  ainsi  on  aura 

H=  log  tang  (45*^^  i  (p'^)  =  /  tang  (64*^y6",223!i9  1 379)- 

Pour  calculer  ce  log  -  tangente ,  on  fera  a  =  64®o5  =  64*^3',  R"jc  = 
6'',22339  1379;  et  appliquant  les  formules 

P  —  :^:rZi'  /tang(a4-jt)=  /Unga+  2m/)[i  —  pcosaa  +  f />^(i +co8»aû)], 

on  trouvera  H=  o,3i28i  4^84^  ôoyoS.  Enfin  la  formule  F^=:RMH  don- 
nera les  résultats  suivans  : 

H 9,495a8  62986  6865 

M....  0,36221  56826  9946  3 
K....  0,06207  66278  4558  5 

/F^=  9,91957  86i52  1370 
F^=  0,83095  71234  6716. 

767.  Venons  maintenant  au  calcul  de  la  formule  E^==L'F^  +  Pc  sin  ^  ;  . 
la  première  partie  se  trouvera  au  moyen  des  formules  qui  déterminent  \!y 
comme  il  suit  : 

U...  9.38094  67241  494^ 
F^...  9-91957  86i52  1370 

9.3oo52  53393  63io  LT^  =  0.19976  77321  6029, 

La  seconde  partie  Pc  sin  ^  =  2 ^c  sin  ^'.P'  —  c  sin  ^ ,  et  pour  avoir  P', 
il  faut  connaître  r^'  =  <!'  cosa>^  et  r^'ssc'"  cos  a'";  or,  d'après  les  valeurs 
déjà  connues 

tJ'   =  <p'  —  <p"  =  887^68037  024 

»'''=  <p''  _  (p'"—       1.21784  824, 

on  trouve  les  résultats  suivans  : 

i:cosa>'",..  o. 00000  40217  70478     cos»'"*..  —  7570 
I  :c'' 65398  47146    (^" —  i^3io 

i:r^' o.ooooi  o56i6  17624    r"' —  19880 

i\T^"^ 39760 

t  =  o.ooooi  o56i6  57384. 
Par  le  moyen  de  celte  valeur  de  ^  =  — log  (//^"'),  on  trouve  aisément 
le  terme  Z  =  2  v/c  sin  ^'.F,  ensuite  on  aura  c  sin  ^  =  ^  cos  3® +7  «i"^  3% 
d'où  l'on  conclura  la  valeur  de  E^ ,  comme  il  suit  : 

T.  U,  f5 
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ix^c.^..  o. 23656  67347  35736  Z  =  1.06981  27381  3Ga5 

sin  ^'....  9.79371  99168  90090     csin^  =  o.5a348  27454  9876 

2/ +2  11233  14768 

M^' —  2  5685o    Pcsln^=  0.54432  99926  3729 

MV^ +  6        L'F(p=  0.19976  77321  6029 

Z o.o:>93o  77646  8875  E^  =  0.74409  77^47  9758. 

Les  calculs  de  ces  deux  exemples  ont  été  fort  longs,  malgré  la  simplicité 
des  formules,  parce  qu'on  a  voulu  obtenir  des  résultats  exacts  jusqu'à  la 
quatorzième  décimale  ;  mais  ils  s'abrégeraient  beaucoup  si  l'on  se  bornait, 
comme  il  convient  presque  toujours,  à  dix  ou  à  un  moindre  nombre  de 
décimales. 

« 

768.  L'addition  que  nous  venons  de  faire  au  cbap.  XXI  du  traité  pré« 
cèdent,  nous  doune  roccasioa  de  placer  ici  une  conséquence  assez  remar- 
quable qu'on  peut  tirer  de  la  formule  (i^),  chap.  XXIII. 

Si  l'on  fliit  dans  cette  formule  ^  =  d,  on  aura  /}'  =  /};  ainsi  les  deux 
fonctions  n(/z,  c,  6) ,  FI  (a,  £,  G) ,  dont  les  modules  sont  complémens  l'un 
de  l'autre  et  qui  ont  d'ailleurs  le  même  paramètre  et  la  même  amplitude, 
pourront  s'exprimer  l'une  par  l'autre  au  moyen  de  l'équation 

^Li)  n(«,  c ,  6)  +  -^\  n:«,  «,  fl) 

__ri'»'  +  lang8[A(J,fl)F(c,fl)  +  A(c,fl;  F(A,fl)  V 

-  l-t-F(c,  ft)F(A,  fl)-F((?,  fl)  E(A, fl)-F(J,  fl)  E(c,  ô)     j* 

Cette  équation  fait  partie  de  la  propriété  mentionnée  dans  l'art.  11  o. 
Mais  si  on  a  c  =  & ,  c'est<i-dire  si  le  module  c  s=  sin  45"*,  alors  en  omet- 
tant la  désignation  du  module  ç  et  de  l^amplitude  d,  commune  à  tous  les 
termes  n(»,  c,  fl),  a(c,  0),  F(c?,  fl),  E(c?,  fl),  on  aura  la  formule 

""^      n(/*)  =  i'7f^.(2Atang6  +  F— aE)F, 


sin  I  cos  S 


d'où  l'on  voit  que  dans  ce  cas  particulier  la  fonction  de  troisième  espèce 
n(n)  ou  n(r»,  c,  0),  où  l'on  a  ;}==:cot'0,  d'exprimé  par  les  fonctions  de 
première  et  de  seconde  espèce  F  et  E. 

Ce  résultat  est  d'autant  plus  remarquable  que  l'amplitude  0,  qui  déter- 
mine le  paramètre  cot'G,.pe^(iétre^rise  à  volonté  et  ne  suppose  point  que 
Y{c^  fl)  soi(  cpmmeQsurable  ai^ecF'c.  Si. cette  commensurabilitéiiivait  lieu, 
on   sait  par  les  propriétés  connues  que  la  fonction  dd  troisième  espèce 
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n  (/i ,  c ,  B) ,  pourrait  se  déterminer  par  le  moyen  de  n*  (/z,  c) ,  quel  que  fût 
le  paramètre  n^  et  ne  dépendrait  ainsi  que  des  fonctions  de  la  première  et 
delà  seconde  espèce;  de  plus,  comme  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  fonc- 
tion F(A,  ô)  qui  est  la  même  que  F(c,  fl),  serait  copimensurable  avec  F"4 
qui  est  la  même  que  F'c,  la  fonction  de  troisième  espèce  n(;},  c,  ^)  serait 
«n  général  réductible  à  la  première  espèce  ^{c^  (p)  par  la  formule  de  l'art,  i  lo, 
de  sorte  que  la  valeur  particulière  de  U  (n^  c,  6)  ne  dépendrait  que  de  la 
seule  fonction  F  (c,  6),  ou  même  de  la  fonction  complète  F'c,  i>uisqu'il  y  a 
un  rapport  donné  entre  ces  deux  dernières  fonctions. 

On  voit  donc  que  l'équation  précédente  contient  un  théorème  entièrement 
nouveau  sur  la  fonction  de  troisième  espèce  n(cot*  fl,  c,  0),  puisqu'elle  ne 
suppose  pas  F  (c,  0)  commensurable  avec  la  fonction  complète  ¥^c;  msàs  ce 
théorème  est  restreint  au  seul  cas  du  module  c=  sin  45''* 


^^^W»<^>/V»%V»%VV%'V»V\WWV»V^A>»»VV»^^W»»»V»^W^<^V»^^V^<^^>»W^^<»^»%W»^^^^>^W^^<<W^^»^^»»^i»^»»^^M^^MW^%»M> 
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Modification  de  la  méthode  trigonométrigue  du  Chapitre  VI 


769.  Li  A  méthode  que  nous  allons  exposer  n'est  autre  chose  que  celle  du 
Chapitre  VI,  modifiée  de  manière  qu'elle  n'exige  pas  un  travail  préliminaire 
trop  considérable ,  au  moins  lorsqu'on  ne  veut  pas  pousser  l'approximation 
au  delà  d'un  certain  degré. 

Supposons  d'abord  que  l'on  calcule  par  la  méthode  générale  l'amplitude  (t 
ou  ût, ,  qui  satisfait  à  l'équation  Ftf  =  7^  F'c  (nous  prenons  pour  exemple  la 
fraction  -pj,  mais  unç  autre  fraction  telle  que  j  ou  7^,  pourrait  être  plus  con- 
venable dans  certains  cas ,  comme  nous  le  verrons  ci-après);  au  moyen  de 
cette  amplitude  on  déterminera  successivement  celles  qui  satisfont  aux  fonc- 
tions multiples  Fa.=  2Fa,  Fflts=5Fa,  etc.  On  calculera  en  même  temps 
les  valeurs  correspondantes  de  £ ,  et  du  toi^t  on  formera  un  petit  tableau  de 
dix  lignes  seulement,  contenant  les  valeurs  de  ^  et  de  E^,  auquel  on  pourra 
joindre,  pour  la  Êicilité  des  applications,  les  valeurs  logarithmiques  corresT 
pondantes  de  sin  ^,  tang  cp,  A^.  Voyez  un  tableau  de  cette  sorte,  art.  77^. 

i5. . 


KT 
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Cela  posé,  ^  ayant  une  valeur  donnée  quelconque,  il  s'agira  de  trouver, 
par  le  moyen  de  cette  table ,  les  valeui-s  des  fonctions  Ff ,  E^. 

770.  Supposons  que  la  valeur  de  f  soit  plus  graude  que  a  i ,  elle  sera  com- 
prûe  eotre  deux  termes  consécutifs  de  la  première  colonne  >  soit  a  le  terme  le 
plus  proche  ou  au  moins  celui  pour  lequel  la  difTérence  Fip  —  Frt ,  positive  ou 
négative,  est  la  plus  petite,  et  soit  p=a+x,  x  ayant  le  même  sigue  que 
F(p — Fo;  si  Ton  fait  en  même  tempsF  (o+x)=Ffl  +  Fj;',  l'amplitude j' se 
déterminera  trigonométriquemeut  par  les  équations  suivautes: 

esina=siof  ,tang4'=cosC  tang(«4- x),7'=4'' — 4'- 
csin((e+x)^ûn  f ,  taug^p  =  cos€'tanga. 

On  voit  qu^l  faudra  d'abord  calculer  les  angles  auxiliaires  €,  €',  ensuite 
les  angles  •>|''  et  4 1  dont  la  difîërence  est  l'angle  cberché^. 

Connaissant^  qui  sera  en  géuéral  du  même  ordre  que  x,  et  peu  supérieur 
à  X  (  excepté  dans  le  seul  cas  où  c  et  siu  f  seront  tous  les  deux  peu  difierens 
de  l'unité),  on  pourra  déterminer  f/ et  Et"  par  les  formulesqui  conviennent 
aux  petites  amplitudes,  et  on  en  déduira  les  fonctions  cberchées 

F?  =  Fa  +  Fr, 

Eip  =  Efl  +  E;'  —  c*  sin  o  sin  Ç  sin_^. 

Cette  sorte  d'interpolation  n'exigera  en  général  qu'un  calcul  a^sez  facile  et 
fondé,  comme  on  voit ,  sur  des  formules  trigonométriqucs  très  simples- 

Si  X  est  négatif, j-  le  sera  aussi  >  mais  d'ailleurs  le  calcul  sera  toujours  le 
même.  Au  reste  la  faculté  qu'on  a,  suivant  les  dîfiërens  cas,  de  prendre  x 
positif  ou  n^tif,  permettra  toujours  de  supposer  F;'  •<  ï  Fa  ;  c'est  ce  qui 
aura  lieu  eucore,  lorsque  (f  sera  moindre  que  a,  mais  tel  cependant  qu'on  ait 
F^>iF<t. 

Noua  remarquerons  que  li  Ton  fiiit  un  »  ^  '^ïa^~^  \  >  °°  "-^^  e-^c- 
tement  sin _^  =  — p-pT— — .  Par  les  auxiliaires  f  et  €'j  on  a  ^a=:cos€, 
ù(a+œ)^cos€' ,  ainsi  l'angle  a,  troisième  auxiliaire ,  se  trouverait  par  l'é- 
quation nn û#=  — fi.f-i.IA~~ — -y  _'d  '  """"^  *'  *®''*  pf^ufi  toujours  plus 
nmple  de  se  servir  des  formules  précédentes,  quoicp'elles  déterminent  l'nn- 
^e^  par  la  différence  de  deux  angles  lieaucoup  plus  grands  4'  et  4- 

77 1 .  Nous  avons  donné  dans  le  Chapitre  VU  des  formules  pour  calculer  les 
Ff^Ë^,  lorsque  l'amplitude  <p  ne  passe  pas  une  certaine  limite; 
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mais  sîjr  ciait  très  petit,  le  calcul  de  ces  formules  pourrait  être  sujet  à  quel- 
ques difficultés  y  surtout  si  le  module  c  était  en  même  temps  très  petit.  11  sera 
plus  simple  alors  de  se  servir  des  formules  telles  que  les  donne  immédia* 
tement  l'intégralion  par  séries;  ces  formules  sout,  en  supposant  que  les  ter- 
mes de  Tordre^'  peuvent  être  négligés, 

772.  Connaissant  a,,  a^y  a^y  ct^y  (t^y  par  la  multiplication  d^ la  fonction 
Fct  y  il  faudra  que  a^  s'accord^  avec  la  valeur  tirée  de  l'équation  cot  «5  =  ^^. 
Cette  vérification  étant  faite,  on  calculera  les  termes  suivans  a^y  tt^y  etc., 
par  les  équations  complémentaires,  savoir:  cot  ae=£tangflt4,  cota,  =  & 
tang  ttj ,  cot  fltg =i  tang  a^,  cot  flt,  =  i  tang  d.  Il  faudra  ensuite  calculer 
les  fonctions  Ect,,  Eflt.,  etc.,  ce  qu'on  fera  par  les  formules 

p^  =  c^sin  Aj  •  sina,sîna^ 
p^  =  c*siu  ei^  •  sintf^sintfj 
p^  :=:  c'sln  et^  .  sinfiCjsina^ 
p^  =  c'sin  a,  .  sina^sinflts 

De  ces  formules  résulte 

^a=i\{Ea^  +  p,+  p^  +  p^+  p^)\ 

el  comme  on  connaît  £«5  =  iE*  +î(ï  — ^))  on  aura  jpar  l'équation  pré- 
cédente la  valeur  de  Eât;  ensuite  E^e.,  Eas^  £«4,  seront  données- par  les 

équations 

Eût.  =  2Ea  —  p^y 

EûCs  =    Ea  +  Ea.  —  p^y 

Ea^  =     Ea  -f-  £«3  —  p^ . 

Ce  calcul  se  continuera  pour  les  autres  amplitudes  ct^y  a,,  etc. ,  au  moyen  des 

formules 

Eaj  +  £«4  =  E*  -f-  c^  sln  064  sin  a^  9 
E«7  +  E^  =  E"  +  c*  sin  cts  sin  a, , 
Etfg  +  Ea.  =  E*  +  c*  sin  ot^sin  a^, 
Ea,  +  Ea    =  E*  H-  c'  sin  et    sia  a^. 

Cette  méthodq  va  recevoir  les  développemens  nécessaires  dans  l'exemple 
suivant,  où  les  calculs  sont  faits  de  manière  à  obtenir  au  moins  dix  décimales 
exactes  dans  les  résultats. 


2Ea  —  Eflt^  =  p^ 
Ea  +  Ea.  —  Eflts  =  pt, . 
Eflt  +  £«3  -—  £«4  =  Pi 
Eflt  +  £«4  —  £«5  =  P4. 


ii8  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

-  773.  Afin  de  mieux  juger  de  l'exactitude  de  la  nouvelle  méthode,  nous 
prendrons  pour  exemple  le  module  sin  45^,  d'après  lequel  la  Table  II  a  été 
construite.  Voici,  dans  ce  cas,  l'échelle  des  modules  réduite  à  douze  dé- 
cimales. 

c,...  9,84948  5oo2i  G8  h 9,84948  5oo2i  68 

d" ...  9,23444  86293  24  h^....  9,99351   18092  42 

c'*...   7,87330  12255  42  A°° 9^99998  78837  3i 

c»-..  5,14455  45759  93  *•••...  9.99999  99999  5^8. 
<f^^..  9*68704  91605  93 

il  fout  d'abord  déterminer  cl  par  l'équation  Fot=-^F*;  et  comme  on  a  eu 
général  Fip=  —..  F'c,  O  étant  la  limite  de  la  suite  ^ ,  t  <P%  i^*%  etc., 

il  faudra  faire  0^9*;  or,  pour  le  degré  d'exactitude  que  nous  avons  en 
vue,  on  peut  supposer  O  =  -5-^  ^****;  ainsi  on  aura  ^•'***  =  i44*-  De  cette 
valeur  on  déduira  successivement  celles  de  ^**®®%  ^*^®,  ç^^  ^,  au  moyen 
des  équations  sin  (2(p'*^  —  <p***")  =  c*^"  sin  ^•••^  sin  (2(p^*^  —  (p^^)  = 
r*oo  sin  ^^*^,  etc.,  dont  voici  le  calcul  : 

C»<.  .....  .    9,68704   92  2^»» (P'*   =        0«  0'  0",00000    5898 

sinÇ»*. ...  9,76921  87  ^'^=144 

^' 5,3 1442  5i  ^•••=    72.0.0,000002949 

a^os — ^04^  4>77o69  3o 

«•' 5,14455  45759  4   2^"»°—  (p»"=      2  ,73644  0659 

sin  (p" 9.97820  63255  5       *..  =  36.0.I  ,36822  1804 

R" 5,3i442  5i33i  8 

2^"— <p".  0,43718  60347 

^ 7,87330  12255  42  (i) 9o5",62626  4253 

sin  ^^, . .   9,76922  265o3  72  (2) +   290  9682 

p 7,6425a  38759  14  a^'—^'^ss:     i5'  5",629i7  3935 

R" 5,3i442  5i33i  76      ^-=  36»  o.  \  ,36822  1804 

(1) 2,95694  90090  90  ^*  =:    18.    ••7.33,49869  7870 

^p* 4,50689  65 

•(;»)......  7,46384  5S 


CHAPITRE  X.  tiô 

c* 9^!23444  86393  :a4  a"gle  cliercbé  A=s=:  alp— ©*, 

sin^°..,  9,49291  01476  S8  angle  approché  a  =3*o6=^3®5'56'', 

sin  (2^ — ^•)  8,72735  87769  62  éq.  à  résoudi'e  /sin  A=/sin  a~r, 

sin  a......  8,72739  23169  47  Solution. /^  =  rM tang « 

r=  33539985  A=a—p(i r^\ 

'  \  9IQt.  2fl/ 

/• 5,52556  28641  (i) . . .                o",85i56  0817 

M 0,36221  56887  (2)...                           3  2976 

tang  a. . .  8,72801   19841  o  ,85i52  7841 

p 4,61579  05369  a 5^   5^36^^  

R" 5,51442  5i332  2<p— (p<»  =    3.  3.55  ,14847  2J59  . 

(!)....•  9,93021  56701  ^*  =  18.  7>S3  .49869  7870 

p.. ^fiiS'jg  o53  2^   =21.11.  8,64717  0029 

I  :  sin  2A  0,97219  73  a  =  ^    =  10.35.34,32558  5o. 

(2) 5,5 1820  35 

774*  Ayant  ainsi  déterminé  la  valeur  de  et  ou  fit,,  il  but  ^alfedkr  les 
termes  a«,  et^,  a^,  etc.,  parles  formules  connues  pour  la  multiplication  des 
fonctions;  savoir:  tangj  flt.,=Atanga,  tang  (-«s +7^1,)=  A  t^rt^a^jHc.; 
voici  d'abord  le  calcul  de  ùet  oh  A  : 

c...  9,84948  5oo2i  68  a=7'*,47                   -  . 

sin-.  9,26441  40026  72       ^ 5,831^7  06609  cosa  9,99629.844^8.  77 

sin  A.  9,11389  90048  4o  tangua.  .  8,23533  69554  R.  .                   11674  S07 

sin  a.  9,1139669206  i5  ^  ^^^g.  ^  4,06730  ^63  A.  .   9,99629  96103^28. 

r=  6  79157  75       r —  6  79i58  ~ 

/8inA=/8in«— r,  r  tang"' a         —       11676. 

/cosA  =  /cosa+R,  r 4,0672385329" 

/R=:/(rtang*a) — rtang' «  —  r. 

Calcul  de  ùL^/      '  *       '  ' 

tangtf..  9,27187  89348  79      a=iio*5o  >.•.,•  6^52556  §8917 

A 9,9962996103  28     2as=::M*oo  7M...  0,061 1 8-  56960 

tang^oe.  9,26817  85452  07  p 6,88675  i5847 

tangâ..  9,26796  69207  53  sin2a,  9,55432  91618 

r....  2776244  74  R" 5,3 1 44 fl  5i552 

(i)....  i,2555o  58797 

/tang A  =  /tanga4^r,  p 6,58675  i5847 

^  =  1  Mr,  cos  2a .  9,97015  174 

A-^ az=:p sin 2a(i-jrpcos2a'^jp^cos /[a).  (2)..   .  7,61240  920 


lao  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

fl  +  (i)  =  io«5o'  18V0967  517  (1) i,2555o  59 

(â). . .  4^9  646  P^ a,7735o  Sa 

(3)...  53  \ 9,8^390  87 

\a^....z=z  io«3o.i8  9O1377  ai6  cos4^...  987107  35 

ti^ =  511.  0.36,02754  43  (3) ^973399  i3. 

Calcul  de  a^. 

tanga.  9,5844^  4ii^^  ^8  a  =  20^85    r 5,81548  23192 

^*  •••  99996^9  96103  28  2a  =  4i*7<>  ;M...  0,06118  56930 

tang  A  9,58070  37225  56  4^  =  83*4^    p 5,87666  80123 

tang  â.  9,58076  91081  87  siQ2a«  9,82297  2o58o 

r  =  6  53856  3i  R''....     5,3i442  5i332 

/tangA=/tanga—r,;K?= jMr,  (0  •  •  •      «901406  52o34 

p 5,87666  80 1 

A=â— /'sin2a(i — pcosaa'^^p^cos^à)    cos2a.     9,87311  02 

(a)....  6,76584  34 

(0 =  10^32916  4724 

(2) —        58  0557        (i)----  1,01406  5 

(3) +  4       p* 1,75333  6 

a— A . . .  =  10,32858  417  |  cos  /^a    8,88436  9 

a ,.  •  =  20*^51'    o"  (5)....     i,65i77  o, 

A =  20.5o.49  967141  583 

OsH^oL...  =  4i*4<*^  9^4^83  17 
a 10.35.34,32358  5o 

^j =;:  3l  •   6.    5  9OI924  67 


CHAPITRE  X.  lat 


Calcul  de  tt^. 


*»Dg«»g,78o5i  39931  86            r 5,84856  5o655 

^••♦'  9*99639  96105  a8   a  =  3o<*89  |M...  0,0611856936 

tongA  9,77681  a6o55  i4  ^'^  ==  ^l'^J  ;» 5,90975  07585 

tang-«.  9,77688  31645  69  4«  =ia3.56  ^j^^^  y,945o4  4i5i4 

/•=     7  o56io  55            R". ...  5,3i44a  5i55a 

°                                             ^ 5.90975  076 

a— (i)...  =  3o»53"  9",a3545  584o          cosaa.  9,67478  108 

(3)     .                   +        567,55          (a). . . .  6,75370  ,88. 

3(^4  +  ^)  =  3o.53.  9  ,a56oa  363            (i).,..  <, 16922  00 

a^  =  4o.4^.43  ,444^^  id              p^  ••••  1,81950  i5 

|cos4tf  9,56648  46 

(i) .  •  • .  2,555^0  61 . 
Calcul  de  et^. 

tang  et^.  9,93551  41911  6^      a=4o®52     r 4)90^^^  1084B 

tk 9,99629  96103  28    2a=8i.o4    tM...  0,06118  56930 

tangA..  9,93181  38oi4  90                           p^....  l^j^nko  ôjjjS 

tangA..  9,93180  58578  22                            sin  2a.  9,99466  78399 

r=                79436  68                          ^"^ 5,3i442  5i332 

/UngA  —  ^tanga+r.                                    ^ 4,96120678 

a =  40^  3 1' 12^,00000  0000            cos  2â.  9,19241  38i 

(0 1  ,86337  2796            /^)^ .  ^  ^  442392  054. 

(2) 2654 

itf5-|-ict,  =  4o.3i.i3  ,86337  545  • 

61.  2.27  ,72675  09 
dj 3i«  6.  5,0192467 

«s. .  •  •  • .  s=  49*^6*^^  97^7^^  4^' 
Par  Pëqua tien  cotcts=i/3,on  trouve  directement  ii^^=4tf5&2j'j075o  5i6; 
la  différence  n^est  que  d'une  unité  décimale  du  sixième  ordre  ;  or,  le  sixième 
ordre  de  décimales  dans  les  secondes,  est  le  douzième  chiffre  significatif 

T.  U,  16 


i»2  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


■  •  • 


du  nombre  entier,  puisqu'on  rédil*sa[li4  Votit  en  secondes,  on  a  015  = 
r79782",70^5oi6.  On  ne  peut  donc  pas  répondre  d'un  plus  grand  d^é  de 
prëciskm,  en  ne  donnant  que  douze  décimal'es  iaux  logarithines,  surtout 
si  l'on.  GOndidène  combien  il  a  fallu  d'opéfàtions  pônt^  obtenir  ce  résultat. 

1 

77S.  Pour  c^lc^er  maintenant  les  quantités  /?, ,  /)«,  p^^  p^^  il  faut  con- 
naître les  log-fiÂtnis  deè  angles  a,  a^,  a^^  a^,  et^;  le  premier  est  déjà  connu, 

le  dernier  se  trouve  par  la  formule  sin  ««€=    .  •    ,  ,  :  =        ^r-r  ;  voici  ces 

-  *  *  V^(l+6)  COS22**i' 

logarithmes,  d'où  l'on  déduit  ceux  des  quantités  /^,  let  ensuite  ces  quantités 
elles-mêmes  :  *. 


sin  «I  9»  2644^  4^026  72 
sin  «t  9, £^4^2  67236  63 
sin  «3  9,7i3ii  58677  26 
sin  «4  9,8i485  7^638  12 
sin  «5  9  >  88386  9656x  47 


Pi  7,78232  47333  4^'  f    Pi  =  o,oo6o5  79367  32 


p^  8,23xo2  65983  97. 

P3    8,49135  69385  46 
P4  8,6621 t  07270  67 


p^  =  0,017.02  26276  o4 

PS  =  o,o3p99  96605  69 
/>4  ±=  0,04593  f5io4  "20 


\  o,ioôoi   17353  2S 


Coniittflsant  \m  fonction  complète  E'  =s  i,35o64  388io  4^9  et  la  quan- 
tité I  — -  5  s=  6,29289  32188  24  9  on  trouvera  par  les  formules  de  l'ar- 
ticle 772 , 

Ea^  =3  0,82176  85499  3^ 

Èa,  =  0,18435  60570  Sia 

Eût.  s?=  0,36265  4^773  704 
\  •  •  Etki  =  0,52998  76068  176 

Eflfc^  =  0,68334  4^b32  998» 

776.  11  fatit  maintenant  prolonger  le  cafcul  de  toutes  ces  quantités  pour 
totites  les  an^litudes  au-;4elà  de  a^y  sayoir  :  et^^a^^a^,  et^  Or,  si  liss  am-  " 
plitudes  ç  et  4^  sont  complémens  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire,  si  l'on  a 
Ff  +  «'4^  =  ^^)  non-seulement  Taniplitttde  «4/  se  déduit  de  ^,  par  la 
formulé  éot  4^  ==  6'  tang^,  comme  on  l'a  vu  dans  l'art.  772  ;  mais  on  a  en 

même  temps  A-^fcs  —,  et  sin  4/.c=-  ^^.»mg^>  ^^  sorte  que  ooupaissant 

les  logarithmes  des  quantités  sin  ^,  lEàu^  f),  Â^,  poui^  les  amplitudes  qui 
précèdent  a^ ,  on  aura  immédiatemêlit  leB>  logarithmes  de  oes  quantités 
pour  les  amplitudes  qui  suivent  ot^..  ; 

D'ailleurs  dç  la  valeur  connue  de  cot  ^^  on  déduit  celle  de  l'angle  4» 
^\ié  qtd  ^^sîppK^ife' ducëessivemient  aux  amplitude^  b(»,  a,,  «,,  ct^;  on  aura 
dcidb  de  "(Jèjt.e^^àcianïère  fés  résultats  .suivans  : . 


.,  .,..       .    -i .  Jnr>      •  i  ^  :    ■  '  .  '.  M».:  >         ■  .i   ;  :  i* 


. .  i 


CHAPITRE  X. 


♦  '\ 


taS 


«(  =  58»  38'  io'',3i4oa  70 
etf  5=  66.53.52  ,77456  17 
«,  =  74.48.2a  ,93735  47 
«,  =  82.28.  0,82488  73 


9,93139  67348  58 
9,96369  7q659  98 
9,98454  78550  84 
9,99623  54574*65 


/tangf. 


o^aiSoo  080G6  70] 
0,37000  aoo46  Al 
o,566ii  o8856  o4] 
0,87863  60629  53 


Au  moyça  des  valeurs  de  sio  ^ ,  on  déterolioera  les  fonclioDs  Ect^^  £a,j» 
«te,  par  les  fpraiules  de  Tari.  77a,  ;coiaco6.U  «uit  :  . 

c^sma^sîna6  =  0,27875  57297  82     c'sîncCi,sinot,  =  0,28756  5263o   i46 
E' =:i,35o64  388io  48    E* =  i,35o64  388io  48 

1,62939  96108  3o 
Ea^, =0,68334  4^o33  00 


.  .i 


Ea^ =  o,946o5  56075  3o 


Eets 


1,58820  9144^  6^6 
0,52998  76068  176 

i,o5822  15372  4^ 


c*  sin  a,  sin  et,  =  o,  1 7 299  93944  9^»     ^*  sîn  et  sîn  a^  =  0,09 112   1 207  i  38 
E* •:.••       i,35o64  38810  48    E* i,35o64  388io  48 


Eo.^ 


,52364  32755  43 


1,44176  5o88i  86 


=  0,36265  4*773  70    Ect. 0,18435  60570  Si 


=  1,16098  90981  73    EflÈ, =  1,25740  9o3iî  35. 

777«  Nous  avons  maintenant  tous  les  élémens  qui  doivent  composer  la 
Table  auxiliaire  que  nous  voulions  construire;  mais,  pour  en  rendre  l'usage 
plus  commode ,  il  sera  bon  d'y  joindre  les  valeurs  correspopdantes  de 
logAÇ. 

On  connaît  déjà  /^(et)  et  ^(ct^)  =  V^^;  on  calculera  les  autres  termes  par 

168  formules  A«.  =  î^^  ,     A<t,  =i  ^ifi ,     Act,  =  ^"£i^ ,  et  les 

tangtfa   '  tangtts  '  ♦         taDgi»^   ' 

termes  complémentaires  par  la  formule  générale  A%|/  :^  —  • 

Voici  donc  la  Table  complète  qui  résulte  de  tous  les  ëlémens  ainsi  cal- 
culés. 


16. 


ia4 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 


f- 


\ 


k=io*35'a4*3a358 

Uft=2I.    0.36,02754 

Us=3i.  6.  5,01924 

L4  zsz^o .  45 .  42, 444^9 

«5  s49*^'^^>  707^0 
U6=^.38.iOy3i4o2 
•7  =66. 53 .  52 ,  77456 
j«t=74*48*^^>93725 
«,=82.28.  0,82488 

Uio^QO.    O.    O  y  00000 


Ef. 


0,18435 

0|  36265 

0,52998 
0,68334 

0,82176 
o,946o5 

I^o5822 

1,16098 
1,25740 
i,35o64 


60570 
41773 
76068 
4oo33 

85499 
56075 

15372 

90981 

9o3ii 

388io 


Isinf, 


9,26441 
9,5545a 
189,71311 
9,8i485 
9,88386 
9,93139 
9*96369 

9,98454 
359,99623 

48 


/lang^. 


0,00000 


40026  729,27187  89348 

67236  639,58440  ^^i^^ 
58677  269,78051  29931 

70638  129,93551  4>9" 

96562  470,07525  74989 
67348  58o,2i5oo  08066 
70659  980,37000  20046 
78550  84o,566ii  o8856 
54574  65|o, 87863  60629 

Infini 


00000  00 


Mf. 


799,99629 
289,98557 

869,96890 

629,94794 
169,92474 

709,90153 

469,88057 

9,86391 

9,853i8 

9,84948 


961 o3  28 
47563  52 
58o85  45 
61377  95 
25oio  84 

88643  73 

91936  23 
02458  16 
53918  40 
5oo2i  68 


778.  Pour  faire  voir  l'usage  de  cette  table,  cherchons  la  vsJeur  des  fonc- 
tions F  et  E,  lorsc^ue  (p  =  70^. 

L'amphtude  qui  dans  la  table  approche  le  plus  de  70^,  est 

a  sss  66*  53'  62",  77456  17  ;  elle  répond  à  la  fonction  Ftf  ==  -^  F*érj  il  fiint 
donc  résoudre  l'équation  F^  =  Fa.+  F;^,  ce  qui  se  fera  par  les  formules 

tang  '^f'  s  Aa  tang  Py  tang  4  =  A^  tang  a ,  ^  =  %|/'  =  4  9 

s(ttt  ^  sin  9  =  sin  S^  on  aura  /  sin  ^  =:  9,82247  08186  1 1 ,  d'où  l'on  tire 
/cosé  ou  lùif  =:  9,87350  72687  63.  Par  la  table,  on  a  insmédiatenent 
twg  a  et  A  a,  ainsi  /  tang  4'  et  /  tang  4  seront  donnés  comme  il  suit  : 

àa. 9,88057  91936  23  A^ 9,87350  72687  63 

tang^.»..  0,43893  4 ^3 '7  97  tang^ 0,37000  20046  46 


tai)g4'*«*  0,3 1951  33254  ^o  taDg4«*««  0^24350  93734  09, 

il  en  résulte 

4'  =  64"  2V  52",!  1076  or 

4   =  60.16.54,80887  69 

jr    =:    4.  6.57,3oi88  Su. 

U  s'agit  maintenant  de  trouver  avec  le  même  degré  d'approximation  la 
valeur  des  fonctions  E^*,  F;^;  c'est  ce  qu'on  obtiendrait  par  l'inte)*poladon 
de  la  Table  II;  mais,  pour  ne  rien  emprunter  de  cette  Table,  nous  cal- 
culerons directement  les  valeurs  de  E;^ ,  F;^ ,  par  les  formules  que  donne 
immédiatement  l'intégration ,  lesquelles  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre 
^  seulement ,  sont  : 
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Si  l'on  y  substitue  la  valeur  de  c*  dans  notre  exemple ,  savoir  c*  =  ^ , 
eUes  deviennent 

fiûsattt  donc j^  =  4*6^57'',  Soi 88  3a,  ce  qui  donne,  après  avoir  rëduit 
cet  arc  en  parties  du  rayon 

log/*  =  8,85634  59959  78,    7"=  0,07185  65067  oao, 

on  trouvera  Ej  =  0,07180  5454^  97, 

Tjr  =  0,07186  72o5o  06. 

Maintenant  les  valeurs  cherchées  de  F^  et  E^  se  tireront  des  équations 
Fç  =  Fa  +  ïy ,  E^  =  Ea  +  E;^  —  ^  sin  a  sin  ç  sin^ ,  comme  il  suit  i 

c^sin^ »•••  9,67195  58207  79  Ea  =  i,o582a  15572  45 

sin a ».  9,96569  70659  98  Ey*  =  0,07 1 80  5454a  97 

w"/ 8,85597  o4o55  19  i,i5ooa  69715  4a 

Z 8,491635292396  Z    =  o,o5ioi  86785  5g 

E^  =  I109900  82929  85«. 
Fa  =  -^F'c  =  1,29785  22741  II 
F^ ••.  =  0,07186  72o5o  06 

Fç =  1,56971  94771   17 

Par  la  Table  11,  on  a  F^  =  1,5697 1  94771  2a,  et  E^  =  1,09900  82929  85 , 
ainsi  Taccord  est  parfait  sur  la  valeur  de  E,  et  il  n'y  a  de  différence  sur 
celle  de  F  que  cinq  unités  décimales  du  douzième  ordre  ;  erreur  facile  à 
expliquer  tant  par  la  longueur  et  la  multiplicité  des  calculs  de  la  dernière 
méthode ,  que  par  l'inexactitude  qui  peut  rester  dans  le  dernier  chiffre  des 
nombres  de  la  Table  11 ,  malgré  tout  le  soin  qu'on  a  pu  mettre  à  la  con- 
struction de  celte  Table. 

779.  Dans  le  calcul  du  tableau  de  l'art.  777  ,  nous  avons  poussé  le  nom- 
bre des  décimales  jusqu'i  douze ,  afin  de  mieux  établir  la  comparaison  des 
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résultats  avec  ceux  de  la  Table  11  qui  comprend  un  pareil  nombre  de  dé- 
cimales :  mais  le  calcul  s'abrégerait  beaucoup ,  si  l'on  voulait  se  borner  à 
dix  ou  à  un  moindre  nombre  de  décimales. 

En  général,  quel  que  soit  le  degré  d'exactitude  qu'on  veut  obtenir,  il 
£iut  mettre  un  soin  particulier  à  l'exacte  détermination  de  l'amplitude  et 
d'après  laquelle  la  Table  est  formée.  En  supposant,  comme  nous  l'avons 
fait,  Fa  =  75  Fc,  il  est  nécessaire,  pour  connaître  a,  d'avoir  l'échelle  des 
modules  qui  résulte  du  module  donné  c.  La  Table  Yl  ci-après  donne  cette 
échelle  pour  tous  les  angles  du  module  ^  de  dixième  en  dixième  3e  degré  , 
depuis  o*  jusqu'à  i5*,  et  ensuite  de  demi-degré  en  demi-degré,  depuis  i5® 
jusqu'à  4^*.  Mais  cette  Table  n'est  pas  de  nature  à  être  interpolée,  et  ne 
serait  d'aucun  usage  pour  les  angles  du  module  qui  n'y  sont  pas  expressé- 
ment contenus. 

780.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  nous  avons  pensé  qu'il  serait  utile 
de  construire  une  Table  où  l'on  trouverait,  pour  tout  angle  donné  du 
module ,  au  moins  de  o*  à  45° ,  la  valeur  de  et  qui  donne  Fa  :=  7^  F*c. 
Dans  cette  vue ,  nous  avons  calculé  directement  la  valeur  de  a  pouf  tout 
aâgle  du  module  de  demi*degré  en  demi-degré,  depuis  o*  jusqu'à  45^9 
nous  avons  ensuite  interpolé  les  résultats  en  insérant  quatre  moyens  entre 
deux  termes  consécutifs.  C'est  ainsi  qu'a  été  formée  la  Table  Yll  où  Pon 
trouve  la  valeur  de  a  pour  tout  angle  du  module  de  dixième  en  dixième 
de  degré,  depuis  o^  jusqu'à  ^5^.  Cette  Table,  dans  laquelle  les  quantités  a 
sont  accompagnées  de  trois  ordres  de  différences ,  le  quatrième  étant  omis 
comme  inutile  ou  pouvant  être  pris  à  vue,  servira  à  déterminer  par  inter* 
polation  la  valeur  de  et  qui  satisfait  à  l'équation  Fetss  ^  F'^,  pour  tout 
angle  donné  du  module  de  o^  à  ^5""^  sans  qu'il  soit  besoin  de  connaître 
l'échelle  des  modules  correspondante. 

Ou  n'a  pas  prolongé  la  Table  Yll  au-ddà  de  45^>  parce  que  l'interpo^ 
lation  deviendrait  de  plus  en  plus  pénible,  à  mesure  que  l'angle  du  module 
s'éloignerait  de  ce  ternie,  et  aussi  parce  que  passé  4^^»  il  convient  de  pren- 
dre Vet  plus  petit  que  yô  F'^>  et  de  plus  en  plus  petit,  à  mesure  que  l'an- 
gle du  module  devient  plus  grand.  En  effet,  pour  que,  suivant  l'esprit  de 
la  métliode,  le  calcul  des  fonctions  Ë^,  F^,  soit  ramené  à  celui  de  deux 
autres  fonctions  E;^^  F;^,  dans  lesquelles  l'amplitude  j^  n'excède  pas  5  à  6 
degrés 9  il  faut  que  et  n'excède  pas  12*.  D'après  cette  base,  on  peut  faire 
Tôt  =s  T^y  Pc,  depuis  fl  =  45* ,  jusqu'à  6  s=  70* ,  et  Ta  =;-^  F'c,  depuis 
6  =:  70* ,  jusqu'à  6  =:  82"*.  Cest  ce  qu'on  trouve  aisément  par  l'équation 
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M 
approchée  —  /  taug  (45**  4»  7  cet)  =  nP*o,  dans  laquelle  substituant  tes  va- 

leurs  /z=:-yy,  c  =  sin  70*,  on  trouve  a=  1 1*^  55',  de  même  qu'en  faisant 
»  =  7j,  c  ==  sin  82*,  on  trouve  a  ==  ii*  58'. 

781.  Nous  remarquerons  que  lorsqtfil  y  aura  lieu  de  strpposer 

¥a=z  -^  F*c ,  cette  équation  peut  être  résolue  par  de  simples  opérations 
trigonométriques,  sans  être  obligé  de  former  Féchelle  des  modules.  En  ef- 
fet, l'angle  ct4  qui  satisfait  à  Téquation  Fa^  =  j  F*c ,  pourra  se  déterminer 
par  la  formule  du  n^  24  ;  connaissant  ct^ ,  il  faudra  employer  les  formules 
de  la  bissectiou ,  pour  trouver  successivement  a^  et  ct^  ou  a^  Ensuite  on 
trouvera  les  autres  termes  par  les  formules  de  la  multiplication  qui  ne  sup- 
posent pas  connue  l'échelle  des  modules.  On  pourrait  même  déterminer 
ces  termes  par  la  simple  bissedron  ,  savoir  :  a^  pftr  la  formule  ordîimre.  • . 

tang  a^z=:-yT^  et  ot^  par  la  bissection  de  Fct^-  Il  resterait  à  trovrver  par  ces- 
mêmes  formules  la  valeur  de  ets^  ce  qui  peut  se  faire  au  moyen  de  l'équa- 
tion des  complémens  qui  donne  d'abord  cot  a^  z=  b  tangât»,  et  ensuite 
«5  par  la  bissection  de  Ftf,»^ 

11  sera  encore  plus  facile  de  résoudre  l'équation  Fa =7^  F'i?^  puîsqu'eHe 
n'exigera  que  les  formules  ordinaires  de  la  bissection*  Nous  en  donnerons 
bientôt  un  exemple  pour  le  module  sin  8i''* 

782»  Pour  montrer  l'usage  de  la  Table  Vil,  supposons  qu'on  demande  h 
valeur  deot  pour  le  module  sin  0==|.  De  cette  valeur  du  sinus  on  dédtiT^ 
d'abord  l'angle  correspondant 

S  =  i9%47i22  06344  868; 

on  voit  ensuite  par  la  Table ,  qu'à  l'angle  du  module  19^,4  répond  la  valeur 
^s=9®i5'37',8366o  10,  et  les  différences  toutes  positives 

cr(p=9,956i4  40,  J^*(p=5677  ^^  €r'?=9i4,  eT^^œS; 

faisant  donc  j:= 0,7 1220  6545>  et  appliquant  la  formule  ordinaire  des  in- 
terpolations,  savoir: 

ct=<p+x  (<r«p-i^  («r'<p-^  (<r<p-^«r*<p, 

on  aura 

€tsa=9'*i5'44"79^'6ï  5o- 
783.  Nonrsenlement  la  Table  YU  fait  connaître  pour  chaque  module 
moindre  que  sin  45%  Tangleoiqui  donne  Fa=ss^  F'c,  maison  peut  facilement 
tirer  de  cette  même  Table,  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  Eât.  Toicî 
comment  on  parvient  à  la  fermule  nécessaire  pour  Mtta  détiemiiaatioJGu  ^ 
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S  on  suppose  que  pour  l'angle  0  du  module,  l'amplitude  ^  satisfait  à  l'é- 
quation F^=/iF'c,  n  ëtaut  un  nombre  fractionnaire  constant,  (p  sera  en  gé- 
néral une  fonction  de  0;  et  comme  F^  ou  F  est  fonction  de  0  et  ^,  on  deyra 

faire  rfF=(-^+^  •  ^)  ^^  =  (^+î  •  ^)^>  «^  qui  donnera  l'équation 


3î» 


mais  en  faisant  c=sin  0 ,  les  formules  de  l'art.  45  donnent 

dF E— Fco8'9 «ne     ain^cos»     dF' E'— F'oot'B  ^ 

M  Bindoosd  C08Ô  •         û         »  "df  sînScosfi"  ^ 

Jonc  on  a 

.     E-Fco»*e~»(E'-F'cos'e)  =  siu*8.  îîîi^*  — îis^'.^ 

x>u  simplement 

E=«E'4-sin«fl.  îîl££2îf _.«ÎL*2L« .  *. 

Or,  pour  chaque  valeur  deO  comprise  dans  la  Table  YII,  on  trouvera  immé* 
diatement  le  coefficient  différentiel  ^,  par  la  formule 

joik  36o  est  mis  pour  la  différence  o* ,  i  des  valeurs  de  0^  parce  que  les  <iiffe- 
zences  /l^,  J^*<p,  etc.,  sont  exprimées  en  secondes;  quant  aux  valeurs  de  fi 
qui  ne  sont  pas  comprises  dans  la  Table,  on  trouvera  également  par  interpo- 
lation les  valeurs  correspondantes  de  J^^,  ^*?9  etc.;  donc  dans  tous  les  cas, 
on  connaîtra  la  valeur  de  Ea  qui  répond  à  l'équation  F£e=  tô  F'^* 

Dans  l'exemple  précédent,  l'angle  du  module  4^  est  compris  dans  la  Ta- 
ble; mais  les  différences  qui  répondent  à  j^S^y  dans  le  sens  de  Faccroissement 
de  la  varidble  0,  n'existant  pas,  fitute  de  termes  ultérieurs,  on  j  suppléera 
par  les  différences  dans  l'ordre  inverse,  comme  on  l'expliquera  ci-après 

art.  797. 
On  aura  alors 
crç=:a9,8o5i6  98,  iJ^ç=— iiaSS  3i ,  ^^^=44  10,  J^ç=s~5o, 

ce  qui  donnera  ^=^^^^—  =  0,08^94  92893. 

Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  sin  f ,  tang  f ,  ù ,  dans  la  for- 
mule  E=^E'H-i.  îîSl^-^.g,  on  aura  E=<.v8455  60577,  ce 
/qui  s'accorde  soflBsamment  avec  la  valeur  de  Etf ,  dans  le  tableau  de  l'art  777. 
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Application  de  la  méthode  précédente  au  calcul  de  la  Table 

particulière  pour  le  module  c  =  sin  Si"^. 

784.  J^lous  supposerons  Fa=-;^F'c,  et  nous  ferons  les  calculs  avec  toute 
rexactîtudc  que  comportent  les  Tables  à  quatorze  dëcimales,  par  la  seule* 
méthode  de  bisseclion ,  sans  faire  usage  de  l'échelle  des  modules ,  quoique  cetttt 
échelle  se  trouve  dans  la  Table  VI. 

La  première  bîssection  de  la  fonction  F'c  se  fait  par  les  formules  connues, 

et  on  a  immédiatement  les  logarithmes  de  ces  quantités,  savoir  : 

/tangai  =  o,4o383  57795  ai5o,  /sincf,  =  9,96845  94867  9809, 
/Atfi  .•.  =  9,59716  62206  7800,  ZcosâSt  =f  9,5656o  57074  7659, 

les  quantités  semblables  pouret^,  se  déduiront  de  la  formule  8inot^=:,.. 

■  /fVr^ — nî  6^  d'abord  pour  avoir  sin  ^9^  je  cherche  /(i  +  cosotg)  par  la 

formule  qui  sert  à  déduire  log  (  1 4- A)  de  log  A 

logA  =  9,5656o  57074  7659  i85    i-f-^**  o,i36o3  o453i  795$ 

loga...  9,5656o  $7433  4709  5o3    K 5281  4616 

r  =  Ï9l64«  2950  688    i+co6«it  o,i36o2  09813  2674 

'  +  *  — 5o3  o,3oio2  99956  Ç398 

r 4,2931701185  cet* î«t.  9»83499  09856  6176 

I  +  a. •  o,i36o2  o453a  cos^^t..  9»9i749  54928  3o88 

/. 4,15714  96653  jsin^g^  9,6674ovy49n  34n 

« 9,5656o  37433  •ÎAÎtff  9174991  ^9^  ^^*    • 

i'^ 7180  •  , 

R 3,72275412^ 

De  la  valeur  Aâttss  ^b^  on  déduixa  par  un  calcul  semblable 

T.  n.  .  17 


• 
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/(l  +  Afltt).  . .  .    =  0,14473   54334   2026 

o,5oio3  999^6  6598 

9,84570  54377  5628 
V(î+ïA«,).  =  9,92185  27188  7814 
Isinia^ 9)7499^  39985  o525 

Zsinot^ =  9,82806  12794  2509, 

on  trouvera  CCS  a^  d'une  manière  abrégée  par  la  formule 


COS^Z ; COS  ~ 


,    ._     A    p  1       "1_    A       co8il+cos45°_  2 A  4 4 

^  r  +  4-.*"'"V(i+t)J""i+Â*     cosi8         ~i+A*  cosie 

oà  Ton  a  Os: 81^}  on  aura  ensuite  tang  ct^,  et  à(et^)  =  ^  *^^  > 

A 9)597i6  62206  7S5o 
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O915629  45622  4372 

cos^C9o*+fi) 9,86588  68409  8715 

COS  ^  (90® — 6). .....  9,99966  5o455  58i  1 

I  :  cos^B 0,11895  44846  5oo8    . 

COS* a^.*.^ 9>73796  7 i54o  9756- 

ces  «4 9,86898  55770  4878 

sin  «4 9,82806  1 2794  25o9> 

tûnga^ 9'95^9<>7  770^3  7651 

tangua, 9,8524ï  85o54  7255 

A«4 • 9)87554  o8o5o  9604^ 

on  connaît  ainsi  toutes  les  quantités  sin  a^y  cos  44 ^  tang  «^^  àct^j  relatives  au 
termes  ct^ 

785.JUbef  troisième  bsssection  donnera  les  quantités  relatives  à  ce. ,  par  le 
calcul  des  formules  successives  :  sin  a.=  ^f^^J^^  ^^"^^'~V^^s+^Ô' 
Aa^  =s  -j-J-^  *^;  et-pooT  cela ,  on  fera  toujours  usage  des  formelles  qui  donnent 
log  (1  -1- A)  par  le  moyen  de  log  A;  en  voici  les  résultats  i 
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^înm^i/i 99^77^4  62815  gSio        sinct^ 9,8a8<J6  12794  d5«9 

|/(i-j-cos«4).  0,12022  18668  3187         i+cos«4 0,24044373366374 

»in.J«4 9,55732  44i47  6123        tangi«4 9>5876i  75457  6i35 

i/2 o,i5o5i  49978  3199 

9,70783941259322         9,70783941259322 

V^(i  4-A^)..,  o,i2ii5  07714  8332         t/(A«4+ 008*4).  0,08609  88250  7813 

sÎD  «S 9,58668  8641 1  0990        tang  m^ 9,62174  05875  i5o9 

t    eo8«a 9^96494  8o535  9481        taag  ^  «4 9>5876li  75457  6i3S 

A«A 9996587  69582  4626. 

« 

On  procédera  de  même  au  calcul  des  qu anti tes*  rela tires  à  u^y  par  les 
formules sin  iflt.=  r-^T — r   ^  '     ,  tang  ju^  =  -— ï ,  sm.  a,  =  . .;    .  /  x, 

iane  a,  =  ttt^t"^—^-— \,  Aa,  =  f  "^  *  "^  ^  voici  1^  résultat?  de  ce  calcul  : 

o     ■  V^(^â-hcos«»)'  tangâCi  ^ 

•        •        ■ 

tin^fV^î 9,43617  36432  7791         sintfA 9,58668  86411  0990 

|/(i+cos«â). .  0,14192  87786  1774        i+cos«ft o*,28385  75572  3548 

sÎDÎ«. 9,29424  4^466017        tang4«» 9.30283  108387449 

i/2 o,i5o5i  499783199  ^ 

«înice.  .  v/2. . .  9,44475  98624  9216  9*44475  986^4  9^1* 

|/(i+Atf.)-*.  o,i42i5  17623  4500        i^^à^^+coB^t,)  o»i3322  137496333 

tincci 9,3026081001  47'6  '      tang  «A 9, 3 11 53  84875  2383 

tang^n» 9,3o283  io83B  7442 

^•1 9>99*^9  28963  5o59. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  point  cherché  les  valeurs  en  degriés  des  angles  Of  , 
^4>^t>  ^19  ^^  nous  avons  délerminé  toutes  les  quantités  qui  en  dépendent, 
par  la  seule  tahle  des  logarithmes  desnoqibres,  et  par  rapplicatiou  de  la 
formule  qui  sert  à  trouver  log  (i  +A)  par  le  moyen  de  log  A  j  nous  conti- 
nuerons de  suivre  cette  marche ,  qui  semble  la  meilleure  pour  obtenir  les 
résultats  les  plus  exacts,  en  n'employant  non  plus  que  les  formules  de  la 
bissection ,  et  celles  qui  sont  relatives  aux  fonctions  complémentaires. 

786.  Les  quantités  déterminées  pour  âc^  feront  connaître  immédiatement 
les  quantités  analogues  pour  son  complément  u^^y  au  nioyen  des  formules 

générales  col  4  =  ^  t^ng  ç,    A^  =  tt j  siû  4  =  -tt->  ^aos  lesquelles  oa 
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fSs        ooKsnccnox  des  tables  eluptiqcxs, 

fieri  f  25d^.  ^ssm^i  vj  ^j»  ^mhî  p>2r  «»  le»  i>girf'fcTi-i 

••^ 99r/>^  »:'^ 

tukm^ ^j^^'-ff^^  ^^*T^ 

A^*^^ 9,Î3rXi9  î6î*2  Go^. 

k»  nemltati  fnt^ai»  : 


•••^•l^i'  '   '  9f*45fa  7;:«f  **7S      Mi«,s 9^99^  ^Zl^  ^4 

^(f  «f^M##^«;.  «^99^63  xSSSo  9193  I  -f-eoftit.^.  .  .  .  o^oS^^  Siioi 

M^tf^.   -   -   '  9,*'fti9  5mio  afifc      Umflm»^ 9^93837  ^CSS: 

m.tS^M    ififffi  3199 

Mi^^M'I^S'  '  9^^^^'  <»3if^  6c0i  ....'....  ^g^oi  0S188  6o9fl 

^(r+^^^^X  .  0,^4128  62773  4783  V^(À^.»  +  cofCu)  -  9-77»5  3aS54  3341 


^^ 9*9*^^  ^'5  >25^     *»8*< Of»9l7*  :>534  *:4« 

M^ 9*75*^  6fe»»  VjM      U«6i^ 9,93837  ^€637  6888 

£^ 9^74^62  o53o3  414a 

fit  ta  AioÈtn^^  <m  déduira  encore  pjir  une  nouvelle  bbseclion,  ceux  de 
m$  p  amuÊÊt  il  mât  : 

M^'llft'  *  '  9f7:5^  *>Î36  8099        fia^c 9*9^7^  ^9415  1298 

^{i+tméH)  '  ^909351  04473  6726        iH-cmcf 0,18702  08917  3452 

«i^ 9,68169  Hifjn  1373        tangî^ 9,73870  30467  7846 

OytSoSi  49978  3199 

Mil4i.|/2  ,  .  9,83221  34941  4572        9,83221  34941  4572 

|/(i4>AdM),  .  -  0,09874  52527  87S9        V^(a«<+oosin:  .  0,01918  48742  6726 

M4i 9,73646  82413  S8i3         Ung«e3 9,8f3o2  86198  7846 

tmmt 9#9»343  c^i4  7967       taos  î  «• 9,73870  30467  7846. 

Ams 9192567  44^^  0000. 

787,  Ile»  â^fliens  de  a^j  on  déduit  ceux  de  tf^»  par  les  formules  des 

oomplémefis ^  savoir: 

tang  «!••«#«  *###•  0,61091  o4a5a  i56u 

»MB«f 9^54  6^777  44»o 

coi  Ai9 99^7643  58535  :285o 

a(«,^) 9^45071   19110  i552 

et  de  ces  demiecS|  on  déduit  par  bissection  les  élémens  de  og  comme  il 
suit: 


CHAPITRE  XL  iS5 

BÎa  «lo'i/f  '  •  '  9,83683  12799  121 1        sin^jo  ......  9,98734  62777  44** 

V^(l  +C08«io).  0,04634  67607  6243     I+COS«ie.  .  .  0,09269  3521 5  2485 

tin^«i« 9979<>48  4^'9^  49^        tang^ctie  •  •  •  .  9,89465  27662  1926 

o,i5o5i  49978  3 199 

sioitf, 0.^/2.  .  .  9,94099  95169  8167         i  .  .  .  ^,94099  95169  8167 

V/(i  +  û«,o).  .  0,05399  49348  2754         \/(û«,o+cos«io) 9,85809  49^34  2723 

sin  ces 9,887.00  45821  54i3         tang  ets 0,08290  4^35  5444 

cos  tfs 9*80409  99885  9969        tang  î  «10.  .  .  .  9,89465  27662  1926 

A«s 9,81174  81626  648»» 

788.  Enfin,  pour  trouver  les  élëmens  de  et,,  il  faudra  d'abord  prendre  le 
complément  des  élémens  de  ee^^,  pour  avoir  ceux  de  oc,^,  savoir  i 

tanga»4 1,1859269711  2791 

sinet,^ 9>999«7  ^og55  4855 

coft ee,^ 8,8x5x4  4^2/^2  2064  • 

A«,4. 9,22845  5483i   1074; 

on  déduira  ensuite  de  la  bisseclion  les  résultats  suivant: 

sin «14  l/i  .  .  -  9,84855  60975  i656        sîiifle,^ 9,99907  10953  4855 

|/(i-|-co8«i4) .  0^01374  30433  6552   i-f-costfi^.  .  .  .  0,02748  60867  ^'  ^ 

tin  î  «14 9,83481  3o54i  5io4        tang  î  «14  •  •  •  .  9,97i58  5oo86  175a 

o,i5o5i  49978  3199 

finî  «14.1/2  .  .  9,98532  8o5i9  83o3 9^98532  8o5i9  83o3 

(/(i+^u)*  •  o> 03^94  83922  o52i        t/(Atf,4+oo8«i4)  9,685i2  34689  4358 

ùneij 9>95i37  9J6597  7782        tang  a, o,3oo2o  4583o  3945 

tangî«e,4 9,97158  5oo86  1760 

ÙMj 9,67138    04255    780$; 

78gr-  Si  l'on  joint  à  ces  résultats  ceux  que  donnent  les  formules  des  coniplé' 
mens  appliquées  aux  amplitudes  â&„  cca,  «5,  tf,,  on  aura  les  logarithmes  des 
quantités  sin  ot  ^  tang  fit ,  Aâ( ,  pour  tous  les  termes  de  la  suite  a„  ct^,  tf  3,  • .  .a^^ 

11  faut  maintenant  chercher  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  Ea, 
ce  qui  se  fera  aisément  par  les  Ic^-sinus- déjà  trouvés.  Voici  le  calcul' de  ces 
fonctions,  où  l'on  trouvera  de  nombreuses  vérifications  qui  prouvent  l'exac- 
titude de  nos  résultats^ 

Parla  Table  I,  on  a  log  £'  =  o,oi44^  21010  0944>  ce  qui  donne  Ë's= 
1,03378  946^^  9<>87  ;  substituant  cette  valeur  ain^^ue  celle  de  i  —  bs=z 
0^84^^  55349  5977,  dans  Téquatiott  £01$  =  il^^P  7  (^  -^  ^)^  ^^  ^^^ 


N 


rfi         rjgtsnrxTOty^  ses  ijksus  unpnfs^- 


f.  ^..^  ^fff^^  A'ffV  7>i5        Eut;» =  ou3dG5L|  Si-*!  <dBi. 

Odctd  Jk  fir  par  Té^piadii;»  :aCtf  —  Ejk^  =  c^  h&' «  szij^. 

M^^.^  ^>i»*'yapf  <Vi.>»  f>f>^        p.^.  ...        ooi5i^  5SSS9  ^^-»  ^ 

ff0^*00  ^^%^tti^  jfi^fri  îfîè        Ex =:  0.20076  i.S6i55  6^2  8 

CëUàlie  fji^  f*<  f»r  ré^fatirw  Eit^+Ejc..^  £■  4-  ^  sîn  x^  sîn  a,.. 

^'  '♦'  OfA/*'  O^J^Î'  '^'^        ^'^ =  iî«»5V8  OfCiS  ç^*7 

Mi#^.  /^*^j6  tr^f^  ^'î'^O        E«4..*-        0,67^81  <>^59S  1855 

M«^.  5^j^JT7]2,i!Zi  ^5d^  r^25  725a 

^.*...  5^'^i  îy>75  ^VJ       P 0;65oo4  5-364  8665 

^^••••-*  =  i-oogoi  552go  59i5. 
jf ^  Far  f éf ottliMi  Eir4+Ext=  E«» + <?•  «n  «4  An  a,  sio  «„. 

<r*4/i^#^  9/»^  V#  V^"!^  ^ï»        Etfr4-E«4=  ^6i549  75584  95G7 
»«»--  9î/i»45  94^  9^J        Z' —  o,fio448  20394  5456 

f^.0  00  0  9,781^  55r^5  c^k»8        EafA...»=s  1,00901  55290  591 1 
lKXmatn\fn  k»  deox  r^ltate :      Etf^^f  ..ss  I400901  55290  SgiS. 

Calcul  de  Vm$  f^^r  réqfsatkm  2E«i  — -*  Eie»  =  ^  s>i^*  ^c  ^n  «•»• 
^""  OîAl^^  f)^^i*  ^*6        £«„.•.•  =  1,00901  55290  6915 

•i«*^  î;>80'4i  788Î0  2^96      ,/> 0,68601  01020  8i5i 

«I  «M-  0.(yr^>4  ^7T^  ^^74  1,69502  54511  4oi4 

......  9;f)5635  o5^  0886        Etfg =  0,84751  27155  7022. 


CHAPITRE  XI,  i55 

Calcul  de  Ect,  par  réqnsriion  oEot^  —  Ecti  =  e*  gin*  «y  sin  «j. 

c* 9,98925  98541  5oi6  Ea^....  =  0,84751  37155  70M 

M»*«8*  947393  64827  1626  ;; 0,24428  69562  5341   I 

ttnctfi..  9,92572  59415  1298  1,09179  96718  2565-1 

p  .....  9,58790  02783  5g4o  Efltj. . . .  =  0,54589  98559  u8i  6. 

Calcul  de  Ea,o ,  1*^.  par  réquation  Etfs  +  Ea,o  =  E*  +  c»  sin  âte  sift  a,.- 

c'..*.  9,98925  98541  5oi6        E*  —  Eag.  =  0,18627  67468  2o65 
sinotc  9,92572  394i5  1298        p 0,79856  46352  6o25  4 

^^° *'-.  9>98734  6^777  44îo      '  Ea, =  0,98484  i5820  8088  4*. 

p..  m..      9^90251      00755     8724 

2*^.  Par  réquation  £01^+  Ectg  =  Ea,o+  c*  sïn  ct^^  sîti  «»  sin  a,o% 

«•sintf..  9,57592  84952  4006    Etf.-f-Etfg  =  i,525o2  56768  8563 
sin  fltg.  9,96845  94867  9809    p.... y..         0,54018  42948  0271  2 

sin  ct.o.  9,98754  62777  4410    j5,^ ^  0,98484  i5820  8091  8. 

p 9,55171  4^97  8225 

Milieu  entre  les  deux  résultats  :  E(X,o*...  :s  0,98484  i3820  8090. 

Calcul  de  Ea^ ,  i*.  par  Téqualion  2Ea5  —  Etf  ,0  =  c*  sin*  ets  sin  a,©. 

c^ 9,98925  98541  5oi6  E«(,o'f  =  0,98484  i5820  8090 

sin*  As*  9,77400  91645  0826  p. o,563ii  26662  8256  5 

sin  a,o .  9,98754  62777  4410  1,54795  40485  65i6  5 

p.....  9)75o59  52961  8252  Eots....  =  0,77597  70241  8i65  $• 

2^.  Par  réquatiow  EoCj + Eflt5=  Ea,-f-  c*  sin  «3  sîn  tf 5  sin  e^. 

c^sinâts  9,72570  80954  8829        Eag — £«3=  0,59277  76627  655o  4 

sinces*.  9,88700  4582i  54i5        p 0,38119  93614  1811   7 

sin«g. .  9,96845  94867  9869        Ê^^^    _  ^  0,77597  70241  8162"^. 

p 9,58ii5  21644  4ô5i 

Milieu  entre  ïts  deux  résultats"  :    Eets  =  0,77597  7024^  8162"  7 
Caleul.de  £«,4,  ^^  par  Féquaiion^Êa.+Ea.^isE'  +  ^^sifatf^^inA,^. 

<;*sinâ&g  9,57592  84952  4006        E"— Ea.  =±^0,64744  12841  8256  ;  • 
sin  «,4.  9,99907  Ï0955  4855        p. . . . . .         0,37583  70499  8497^  ff 

p 9,57499  959^5  8861        Ea,4....  =  1,02527  8554r6755  5. 


IÎ6  CCWSTRUCnO.V  DES  TABLES 

'J^.  Par  réqnalion  Eof  +  Etft=EA,^-f-c*sin  ««  sin  et,  sîn  ir,^. 

^sinirg  9,91496  37956  45i4        Etf«-f-Ea5  =  1,78619  02142  4554 

«n«f  996845  94867  9809        p ==  0,76291   18800  7799  1 

"o  «M .  9,99907  ^0955  4855         ^^         ^  1,02327  85341  6754  9. 

P 9^88247  45777  8978 

Milieu  entre  les  deux  résultats  :  E/x.^  =  1,02527  8534i  6754  ^ 

Calcul  de  Ea^j  1*.  par  réquatîon  2E0t,— '£0.,^=  c*  sin*  a,  sin  a^^. 

4^.....  9,98925  98641  5oi6  Ea,^....  =  1,02527  85541  6754  2 

«n*  ^-  ^op^l^  95195  5564  P 0,77816  24478  7589  7 

fin  a,^.  9,99907  10953  4855  1,80144  07820  4143  9 

p 9,89107  02690  3455  Etf,.  ••^'='  0,90072  03910  2072  o. 

2*.  Par  l'équation  E^e-f-  E^s,  =  Ect,  -f-  ^  sin  «  siu  es,,  sin  a,. 

^sinA*  9,29184  79542  7752         E^(9 — ^E«  =  0,73791  563oi  0679  ^ 

sînct,..  9,96157  96697  7782        p 0,16280  47609  1482  4 

fin  tff.  9,96845  94867  9809         jr^^ 0,90072  03910  2071  6. 

p 9,21166  71008  6325 

Bfilien  :  £«,  =  0,90072  oSgio  2071  8. 

Calcul  de  Ea„  i*.  par  rëquation  Etfy+EAj=E*-|-c*  sinct,  sina^. 

4?* 9>98925  98641  3oi6        E' =  1,03378  94623  9087 

■M^^f  9>95i57  96697  7782        Eflt, 0,90072  05910  2071  8 

•in  «,.•  9>97979  46611  6o52  o,i33o6  90713  7016  2 

p 9,92041  4^660  683o        p 0,83266  73612  2635  7 

Ex.  ...  =  0,96662  64326  9648  9.' 

2*«  Par  Fëqaalion  £a  -f-  Ect,  =  £«9+^  sin  «  sin  «v^sin  et,. 

4?  sina* '9,29184  79642  7732        Etfg+Eat  =  i,i3945  95672  44^5 
•in  «f.    9,96845  94867  9809        p 0,17581  29346  4837  3 

sîn  a^.   9,97979  46611  6o32        £«, =  0.96662  64326  9647  7. 

p..  4^.  9,24008  20922  3673 

Milieu:  Ea^  =  0,96662  64326  9648  3. 


CHAPITRE  XI.  i57 

Calcul  de  EeL,^^  i®.  par  Péquat.  Eflt5+Ea„=E'+c*siu«5  8inflt„. 

c* 9,98925  98541  3oi6        E' =  1,03578  94635  9087 

sin  «5.  9,88700  45821  54i5         Etfs 0,77597  70241  8162  7 

sin  a„ .  9,99255  18269  5488  "^25981   24582  092/^5 

p 9,8685962622  1917         p 0,75891  802746592  7 

E«,,....  =  0,99875  o4656  7517. 
2**.  Par  l'équation  Ea34-E«4=Eoc„+c'sinct3sinagsina„. 

c^siuds  9,72670  80954  8829        E«8+Eas=  ÏJ48457  75545  8715  6 

sin  «g..   9,96845  94867  J9809        p o,48584  68689  1 194  i 

^^"  «•«  •  9>99^55  18259  5488        ^^^ . . . .  =  0,99875  04656  7619  "s. 
p 9)68649  94o8;2  2126^ 

Milieu  :  Ea„  =  0,99875  o4656  7618  2. 

Calcul  de  Ea,,,  1®.  par  l'équat.  £«3+  Ea,3=E'+  c*sm  «3  sin  a,3. 

c'sinflt3  9,72670  80964  8829         E*  —  £«3  =  0,48788  96264  7906  4 
sin  a, 3.  9,99776  61945  7967         p 0,62902   14605  8867  2 

p 9,72547  52900  6796         Eflt,3  •.•.==  1,01691    10868  6772  6 

2**.  Par  l'équation  Ea54-Eag=Ea,j+c*sintf58inagsina„. 

c^smUi  9,87624  44562  8429        Eag+E^s  =  1,71266  45228  6694  7 

sintfg.,   9,96845  94867  9809         p ••  0,69674  54569  8921    7 

sin a,3 .  9^99776  51946  7967         Ea„ . . . .  =  1,01691    10868  6775. 
p 9,84244  91 176  6206  , 

Milieu:  Ea,3  =  1,01691    10868  67728. 

Calcul  de  Ea,5,  i**.  par  l'équat.  Ea  +  Ea,5=E*+c*sin  asin  ct^^. 

c'sinct.  9,29184  79642  7752         E'c— Ea  =  o,855o2  76958  2i54 
sinee,5.   9,99977  70162  7274        p 0,19671  55868  562i  8 

p 9,29162  497^5  6006        Eot,5....  =  1,02874  29806  6776  8. 

2**.  Par  l'équation  Etfy+  EagSsEa.s+^sin  a^  sin  «gsin  «,5. 

c* 9,98925  98641  5oi6        Eag4-Éa,=  1,85959  78896  9605  8 

sinot,..  9,96157  96697  7782        p o,8io65  49^go  5848  4 

sin  fltg  .   9,96845  94867  9809         ^^^^^  ...  =  1,02874  29806  6755  4. 
sma,5.  9,99977  70^62  7274 

p 9,90885  60169  7881* 

Milieu  :  Ea,5  =  1,02874  29806  6765  6. 
T.  II.  18 


454  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPllQLES, 

Eâe«  :=  t^ygSSGy  74986  7552.   Ce  terme   va    servir  à   calculer   iou»    les 
autres. 

Calcul  de  Ece^  par  la  formule  ^Ect^ — Ea|=iî*sin*  a^sin  ««. 

c* 998925  98541   5oi6  Efltg =  0,93867  74986  7532 

sîû'ct^.  9,656i2  a5588  5oi8  p 0,41096  22209  6i58 

sînct,..  9  96845  94867  9809  1,34965  97196  56^ 

p 9,6i58o  18997  7845  Eflt^. =  0,67481  98598  i855. 

Calcul  de  Ea,  par  la  formule  2Ea.  —  Ea^  =  c^  sin*  et.  sin  ot^. 

c* 9,98925  98541  5oi6        Etf4 =  0,67481  98598  i855 

8in*«tg.  9,17357  72822  1980        p 0)09787  64965  9827 

sin  «4.  •  9,82806  12794  25o9  ^               0,77269  65564  1662 

p 8,99067  84157  75o5        Ea, =  o,58654  81782  o83i. 

Calcul  de  Ect  par  Féqualion  2Ea  —  Eflt4=  c'  sin*  ee  sin  a,. 

c*....* 9,98925  98541  5oi6        Ea. =  o,58654  81782  o83i 

viïx^a..  8.6o52i  62002  9432        p o,oi5i7  55589  3074  6 

•in «.. .  9,58668  86411  0990  o,4oi52  37571  5905"^ 

p.....  8,i8ïi4  46955  3458        Eût =  0,20076  i8685  6952  8* 

Calcul  de  E«t,*,  i*.  par  l'équation  Ea^+Ea^sis  E'  -|-  c»  sin  a^  sin  a,., 

c......  9,98923  98541  3oi6  E'c.  ....  ==  1,05578  94625  9087 

unct^..  9,82806  12794  25o9  £«4....  0,67481  98598  i855 

tin  A...  9,99564  27759  5274  ^5896  96025  7252 

p 9>8x294  39075  0799       p o,65oo4  57264  8663 

Ea,...;.    ==   1,00901    55290   5915. 

ar.  Par  Inéquation  E«4+Efltg=:  E«„  +  <^  sin  «4  sin  ctg  sin  et,,. 

</*/«-  9>8ï394  59075  0799        Ea,+E«4=  1,61349  73584  9367 
•»«••••  996845  94867  9809        p. =  0,60448  20294  3456 

p^ 9>78i38  33945  0608        £«,,....=:  1,00901  55290  5911 

Milieu  entre  les  deux  résultats  :      Eau^.  •  •  •=  1,00901  53290  5913. 
Calcul  de  Ectg  par  l'équation  aEag  —  Ect,.  =t=  <^  sin*  a^  sin  et,,. 

^.••*  9,98923  98541  3oi6  E«»....  ss  1,00901  53290  5913 

sin* «6.  9,85i44  7885o  2596      ^p 0,68601  01020  8i3i 

lin  ct^>  9)99-64  ^77^  ^274  1,69502  545 u  4044 

;d.^>...  9;83653  o5 JE  0886        Ece, =  0,84751  27155  7022. 


CHAPITRE  XI,  i55 

* 

Calcul  de  Ectj  par  Téqnalion  oEot^  — .  Ectr  =  ^  wn*  «y sin  «j. 

I?*. ....  9^98925  98541  5oi6  Eas....  =  0,84761  37155  70M 

rin^o,,  9,47293  64827  1626  ;; 0,24428  69562  534i   i 

«ina«..  9,92572  59415  1298  1^09179  96718  2565-1 

p  .....  9,58790  02783  5g4o  Efltj. . . .  =  0,54589  98559  1 181  6. 

Calcul  de  Efle,^ ,  i<>.  par  réquation  Etfe  +  Ea,o  =  E*  +  c*  «in  âts  sift  a,.- 

c»....  9,98925  98541  5oi6        E'  —  £«6.  =  0,18627  67468  2o65 
sincte.  9,92572  59415  1298        P0......         0,79856  46352  6o23  4 

^^^ *'••,  9>9fi7^4  6^777  44îo      '  Eu, =  0,98484  i5820  8088  4. 

p 9,90251  00755  8724 

2*^.  Pw  réquation  Eflt||+  Ea,  ==  Ea,o+  i?*  sïn  ct^^  sîû  «»  sin  «,o* 

«*sintf..  9,57592  84952  4<>o6   Etf.-f-Etfg  =  i,525o2  56768  8563 
sin  flt,.  9,96845  94867  9809    p.... y..         0,54018  42948  0271  2 

sin <t,o.  9,98754  62777  44to    j5,^ ^  0,98484  i5820  8091  si 

p 9,55171  4^97  8225 

Milieu  entre  les  deux  résultats  :  Ea, ss  0^98484  i3820  8090. 

Calcul  de  Ea^ ,  i*.  par  l'équation  2Ea5 —  Ea,o  =  c*  sin*  Us  sin  a,o. 

<?, 9,98925  98541   5o.i6  Eâ^io...  =  0,98484  i5820  8090 

sin*  As.  9,77400  91645  0826  p o,563ii  26662  8256  5 

sintf,o.  9.98754  62777  44ro  1,54795  4o485  6520  5 

p..  ...  9,75059  52961  8262  Eots*...  =  0,77597  70241  8i65  $• 

2^  Par  réquatiow  Ectg  -|-  Eflt5=  Ectg-f-  c*  sin  tf 3  sin  tf 5  sin  a^. 

c^sinâis  9^72570  80954  8829        Eag — Eet^=i  0,59277  76627  655o  4 

sin  «5..  9,88700  45821  54i5        ;; 0,58119  95614  1811   7 

sin«,. .  9,96845  94867  9809        È«5. .  . .   =  0,77597  70241  8162  I . 

p 9,58ii5  21644  4^1 

Milieu  entre  fes  deux  résultats-  :    Eag  =:=  0,77597  7024^  8162"  7 
Caleul.de  E*,^,  ^^  par  PéqualioikÊa.+E«,4±=E'+-^*sifa«;^inA,^. 

<?*sin«.  9,57592  84952  4006        E"—Ea,=r^  0,64744  1 2841  8256  ;  * 
«in  «,4.  9,99907  Ï0955  4855        p. . . . . .         0,37583  70499-8497:  ff 

p 9)^7499  959^5  8861        Ea,4....  =  1,02527  85541^6755  5. 
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^^  Par  réqnalkm  Eof  +  Eir^sEa^^-f-c^sin  ««  sin  et,  nn  «,4^ 

ifma^  9,91496  57956  4514         Etff-f-Etfc=  I778619  02142  4^54 

«ntff .  996845  94867  9809        p =  0,76291   18800  7799  1 

uaa^.  9,99907  10955  4855         £^^         ^  ,^^5^^  333^^  6754  9. 

/^ 9>^^7  45777  8978 

Milieu  entre  les  deux  rémltats  :  E/x,^  =  1,02527  8554 1  6754  ^ 

Calcul  de  E«,,  i^  par  TéqnatioTi  2E0L, — Ect,4=  if  5in*€K,  sin  ««4. 

^••••*  9,98925  98S41  5oi6  Ea,4....  =  1,02527  85541  6754  2 

•in»  a^.  9^275  95195  5564  ;? 0,77816  24478  7589  7 

fin  £ft,4.  »99y>7  >o&^5  4855  1,80144  07820  4145  9 

p 9^69107  02690  5455  Etf,.  ...  =  0,90072  05910  2072  o. 

2*.  Par  l'équation  E^e -f- E^  :=  Ect,  +  ^  ^n  ^  siu  et,  sin  a,. 

^ftn€i«  9,^184  79542  7752        E^(9 — Yjt  =  0,75791  565oi  0579  2 

shia,..  9,95157  96597  7782        p O916280  47^^  '4^^  4 

fin  «...  9,96845  94867  9809        £^ 0,90072  05910  2071  6. 

p 9,21166  71008  5525 

BiËlien:  £«,  =  0,90072  oSgio  2071  8. 

Calcul  de  Ea,,  i^.  par  Tëquation  Etf,+EA^=E*-f-c*  sinct,  sioa^. 

e 9,98925  98541  5oi6        E' =  1,05578  94625  9087 

■Mi^f-  9j95i57  96597  7782        Eflt, 0,90072  05910  2071  8 

«n  «f  9>97979  465ii  6o52  o,i55o6  90715  7015  2 

p^.. ...  9,92041  4i65o  685o        p o,85255  75612  2655  7 

£&.  ...s  0,96562  64525  9648  9*' 

2^  Par  Fëqoalion  £a  -f-  Ect,  =  Ect^+c*  sin  «  sin  «v^sin  et,. 

4?  fin  a «''9,29184  79542  7752        Etfg+Eat  =  i,i5945  95672  4485 
fin  «,.    9,96845  94867  9809        p 0,17581  29546  4857  5 

fin  a^.  9>97979  46^11  6o52        E«, =  0.96562  64525  9647  7. 

p..  4^.  9,24008  20922  5575 

Milieu:  Yjt^  s  0,96562  64525  9648  5. 
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Calcul  de  Ect„ ,  i®.  par  Péquat.  Ea5+Ea„=E'-|-  c*sia a^sinA,,. 

€*.....  9,98925  98541  3oi6  E' =  1,03378  94623  9087 

sin  «5.  9,88700  4^821  54i3  Etfs 0,77397  70241  8162  7 

sin  a„ .  9,99235   18259  3488  "^25981   24382  0924"^ 

p 9,8685962622  1917  p 0,73891  802746592  7 

Etf,,.,..  =  0,99873  o4656  7517. 
2**.  Par  l'équation  Ea3+E«4=EoC||+c'sinct3sinagsina„. 

c'sincts  9,72570  80954  8829         Ea8+Eas=  Ij48457  73345  8713  6 

sinâtg..   9,96843  94867  J9809        p 0,4858468689  1194  I 

^î"«'«-  9>99^S5  18259  3488        Ea,,....  =  0,99873  o4656  7519  5. 
p 9)68649  9408I2  2126» 

Milieu  :£«!,  =  0,99873  ©4656  7518  2. 

Calcul  de  Ea,3,  i®.  par  Fëquat.  Eflt3+  Ea,3=E'+  c*sin  «3  sin  a,3. 

c*sinflt3  9,72570  80954  8829         E* — Ea3  =  0,48788  96264  79o5  4 
sin  a, 3.  9,99776  51945  7967         p 0,52902   14603  8867  2 


p 9,72347  32900  6796         Eflt,3 . . . .  =  1,01691    10868  6772  6 

2**.  Par  l'équation  Ea54-Eag=Ea,j+c*sina5sinagsintf„. 

c^sineti  9,87624  44^62  84^9        Eag+E^s  =  1,71265  45228  5694  7 
sin  «g..  9,96845  94867  9809        p ••         0,69574  34559  8921    7 

sina,3.  9^99776  5^945  79^7        Ea„ . . . .  =  1,01691   10868  6775. 
p 9^84244  91 Ï76  6205  , 

Milieu:  Ea,3  =  1,01691    10868  67728. 

Calcul  de  Ea.s ,  i**.  par  l'ëquat.  Ea  4"E*i5=E'+  c'sin  a  sin  «,5. 

c*sinflt.  9,29184  79542  7752         E^c — EcL  =  o,833o2  75938  2i34 
sina,5.  9,99977  70162  7274        p 0,19571  55868  562i   8 

p 9,29162  497^5  5oo6        Eot,5....  =  1,02874  39806  5775  8. 

2^.  Par  l'équation  Ea,+  Eat=sËet,5-f-  c^sin  a^  sin  «g  sin  a,y 

c* 9,98923  98541  5oi6    Eag+Éa,=  1,83939  78896  9603  8 

sin  flty..  9,95i57  96597  7783   p o,8io65  49<>9o  5848  4 

sinctg  .  9,96845  94867  9809    Ea,5.  ...  =  1,02874  29806  5755 "4. 
sin  «,5.  9,99977  70162  7274 


. . .  9,90883  60169  7881- 

Milieu  :  £«,5  ==  1,02874  29806  5755  6. 
T.  II.  18 
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790.  Il  ne  reste  plus,  ponr  compléter  notre  Tableau,  qu'à  calculer  les 
valeurs  de  9,  qui  répondent  aux  logarithmes  connus  de  leurs  sinus  ou  de 
leur»  tangentes.  11  est  préférable  pour  cet  objet,  d'employer  les  log-tan- 
génies,  principalement  depuis  4^^  jusqu'à  90^9  on  se  servira  donc  des  for- 
mules suivantes,  qui  paraissent  les  plus  commodes  dans  la  pratique  : 

log  tang  (p  =  log  tang  <i  -f-  r ,    ^= t  Mr, 
(p  —  az^p  sin  afl (i  +/;  cos 2a  +  j/;*cos4^). 

Pour  cet  effet,  on  prendra  dans  la  Trig.  BriL,  l'angle  a,  tel  que  /  tang  a 
approche  le  plu$  qu'il  est  possible,  en  plus  ou  en  moins,  de  /  tang  <p\  on  cal- 
culera avec  les  Tables  à  dix  décimales,  le  premier  terme  (i)=/7sin2â, 
qu'on  aura  soin  de  multiplier  par  R^,  pour  exprimer  la  correction  (i)  en  par- 
ties décimales  de  degré,  jusqu'au  douzième  <>itlre  au  moins  ;  de  là  on  déduira 
les  deux  autres  corrections  (2)2=  (i)  .p  cos  2û,  (5)  =  (i)  .  |^*cos4^,  et  du 
tout  on  formera  la  valeur  de  ^  «-«a,  en  observant  les  signes  que  doivent  avoir 
les  termes,  suivant  ceux  des  Ëicteurs  p^  cos  aâ,  cos  4^. 

C'est  ainsi  qu^oot  été  calculées  les  valeurs  de  ^  qu'on  voit  dans  la  Table  ; 
elles  sont  bornées  à  In  douzième  décimale  de  degré ,  ce  qui  est  un  degré  de 
précision  correspondant  aux  quatorze  décimales  des  log-tangentes. 

Voici  un  des  calculs  de  ce  genre  qne^nous  donnons  pour  exemple  : 

^  =  a^ /tang  ^  =  9,96907  7702?  7651 

angle  approché,  a  =  42%3o..   /tang  a  =  9,96900  79781  2675 

/tang  A  =  /tanga-l-r. ...  r  =  6  97242  5o58 


r. 


•  •  • 


5,84538  38549  9 


;M..  o,o6ii8  66930  44^1=169.20 


2a=  84.60 


û+(i)=42°  50457  88928  o5i 
(2)  +        345906 

/>,...  5^4^^  95480  3         ^  ' 

sitt  3a  9JQ9806  82960  5  <P  =  42,50457  89275  764 

R*...   1,75812  26524  I 

(i). . .  7,66076  04764  9     7,66076  o 

p....  5,90456  9548         ;?*.  ...  1,80915  9 
cos2a.  8,97362  799  fcos4^  9,81614  7 


!■«■  »HP»^^«^»1.  ^^^^Ê^m^^^m^^tf^ 


(2)...  2,55895  801  (5)....  9,28594  6. 

791.  La  formule  dont  nous  venons  de  donner  une  application  suppose 
qu'on  peut  négliger  les  termes  de  l'ordre  p^^  ce  qui  aura  toujours 
lieu  lorsque  l'angle  9  sera  au-dessus  de  5^.  Dans  tout  autre  cas,  la  quantité 
tang^  étant  très  petite,  on  fera  tang  ^  =  ^,  et  on  calculera  ^  par  la  suite  or- 
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dinaire  ^  =  <  — 5^'-|"6^^"^7*'  +  ®^^M  ^^^^  ^^^  ^^  termes  deYrônt  être 
multipliés  par  R^,  et  qui  sera  alors  fort  convergente*  Ou  ferait  la  même  chose 
pour  taDg(90'—  ^),  si  ^  était  très  près  de  go'. 

Par  exemple^  pour  calculer  l'angle  ^,5  par  le  moyen  de  sonlog-tang. ,  soit 
A  le  complément  de  cl^^  et  tang  Az=:/  ;  on  aura 

log  t  —  8,5o587  09288  8o85, 

et  A  =  R'*/(i  — i^'+i^  —  7^^+10-  Voici  les  logarithmes  de  ces  cinq 
termes,  et  les  nombres  correspondans  exprimé3  eu  degrés  et  décimales  de 
degré. 

(i)...  0,2639g  556i2  gooo        (i)  =    i*8565i  iïi56  3465 
(3)...  6,7g86i  41645  3  (2)...     —      63  8g47i  656*7 

1,83588  21684  58g8 

(5)/..  5,5885o  7272  (5)...     +  2877  1024 

■■  ■'       1    — >-» 

2556 I  6g22 

(4)...  0,45412  II  (4)-»»    =  2  8452^ 

25558  8470 

(5)...   7,55672  (5)...     +  25 

A  =     1,83588  25558  84g3' 
donQ  A,5  =  88**i64ii  7444^    1507. 

7g2.  Au  moyen  du  tableau  que  nous  venons  de  construire,  la  détermina- 
tion des  fonctions  E  et  F  pour  toute  amplitude  proposée  <p ,  peut  être  raitienée 
immédiatement  aux  cas  ou  Pamplitude  proposée  est  moindre  que  6^;  car  en 
choisissant  pour  a  le  terme  de  la  table  qui  approche  le  plus  de  ^  (  celui  au 
moins  pour  lequel  la  différence  F^-^—Fât ,  est  la  plu^petite),  on  aura  tou- 
jours F^  —  Ffl  ou  Fy  <  ^  F*c,  et  par  conséquent  j-  <6^ 

Nous  avons  donné  dans  l'art.  77^  les  formules  nécessaires  pour  calculer 
les  valeurs  des  fonctions  £/•  et  F/,  lôfsqtie  Tangle^  est  d'un  petit  nombre 
de  degrés.  Mais,  lorsquej^  approchera  de  la  limite  6%  ces  formules,  dans  les- 
quelles on  a  négligé  le»  .termes  de  Yùràtey^y  ne  pourront  guère  donner  que 
dix  décimales  exactes,  et  il  &udrait  les  prolonger  jusqu'aux  termes  j^*^  ou 
mémej^",  pour  avoir  un  degré  d'exactitude'  égal  à  celui  de  notre  tableau. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  et  réduire  I6us  fes  calculs  aux  formules  ordi- 
naires d'interpolation ,  il  faudra  construire  une  seconde  Table  qui  contienne 
les  valeurs  des  fonctions  £  et  F  poar  tlee  lUoiplitudes  croissant  par  de  petits 
intervalles  depuis o^  juf<{«'ài6'*J ?  :         \    *  »  <        •  •  -c 

18..: 
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Cette  table,  que  nous 'appellerons  la  table  n°  2,  pour  la  distinguer  de  la 
table  n*  i ,  que  nous  avons  déjà  construite,  peut  se  calculer  de  demi-degré  en 
demi-degré,  par  les  formules  de  l'article  cité ,  sauf  à  leur  donner  plus  d'éten  - 
due,  lorsque  l'angle j^  devient  plus  grand;  mais  nous  préférous  de  la  calculer 
ici  par  la  méthode  du  chapitre  YI ,  qui  peut  également  servir  k  calculer  la 
table  principale  n*  i . 

11  suffira  pour  notre  objet  de  calculer  les  valeurs  de  (p  et  de  £^  qui 
répondent  aux  diflërentes  valeurs  /i=?i,  2,  3,«...  12^  dans  l'équation 

F^  =  —  •  T"  ;  car  de  cette  manière  les  valeurs  de  ^  croîtront  par  des  iu- 

1 2     02 

tervalles  moindres  qu'un  demi-degré,  et  l'interpolation  pourra  être  faite 
avec  toute  l'exactitude  qu'on  peut  désirer ,  pour  toute  valeur  de  n  moindre 

que  12* 

7g5.  Cherchons  d'abord  l'amplitude  6  qui  satisfait  à  l'équation  F^  = 

^  .  —  s=:<,  OÙ  l'oin  a  log  ^=7,92826  oi863  49^^*  ^  moyen  le  plus 

v2 

simple  est  de  résoudre  l'équation  suivante  dans  laquelle  on  a  négUgé  les 
quantités  de  l'ordre  €^  qui  n'entrent  p.is  dans  les  quatorze  premières 
décimales. 

Fe=e+sc-(|-5)+ge'=,; 

on  en  tire 

^  '    3o        •    120      ' 

ensuite  on  aura  £^  par  l'équation 

Ee  +  Fe=2e+  r-^'î 

20 

substituant  la  valeur  connue  de  < ,  il  en  résulte 

€  =  0;Oo847  7^525  60264 
F€  =  0,00847  75514  II 852 
E6  =  0,00847  71555  10760, 

on  aura  en  même  temps  la  formule 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  6  en  parties  décimales  de  degré ,  comme  il  suit  : 

€ 7,92825  5i  1 19  09746 

R? ... .   1,75812  26524  09172 

9,68657  77445  18918 
C...  =0*48571  07821  09868. 
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Maintenant,  pour  construire  la  table  dont  il  s'agit ,  il  faut  reprendre  les 
formules  de  l'art.  ySi  ci-dessus. 

794.  Soient  ^%  ^,  ^',  trois  termes  consécutifs  de  la  suite  C, ,  C«,^3,etc., 
qui  répond  aux  valeurs  successives  /i  =  i,  2,  3,    etc.;  on  déterminera  k 

par  l'équation       i,  =|csinê  =  J;?,  qui  donne 

si  ensuite  on  fait  /*^°  =  — r^o»,  on  aura  pour  déterminer  eo  l'équation 

sin  û^  =  A:  sin  (2^  +  cù)  , 
ou  la  série 

â)  =  A:  sin  29  —  -^  A:'  sin  4^  -|-  s  A:'  sin  6^  —  etc. 

Enfin,  pour  déterminer  E^',  on  observera  qu'à* l'équation  F(p+F€=F^^, 
correspond  l'équation  E6  +  E^=E^'  +  c*  sin  6  sin  ^.sin  (p',  d'où  résulte 

Ecp'  =E  €  +  E^  —  c*  sin  Ç  sin  (p  sin  tp'] 

quant  aux  cofiiciens  qui   entrent  dans  ces  équations,  voici   leurs  Ic^- 
rithmes  : 

k 5,24369  49^4  ^596 

A:R** 7,00181  75388  55i5 

iA:*R*..  394448  24496 
jA«R% .  7,01208  6 
sin^.,.  7,92824  99102^  3i44 
c'siné.  7î9i74S  97^45  5i6o. 

795 .  D'après  ces  formules ,  nous  allons  procéder  aux  calculs  nécessaires 
pour  former  la  table  n^  2. 

Calcul  de  €^  et  E€^. 

11  faut 9  dans  les  formules,  faire  ^*=o,  (p=s€j  et  on  aura  9'=  €^,  On 
observera  d'ailleurs  que  les  tables  k  dix  décimales  suffisent  pour  calculer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  a»;  mais  à  cause  de  la  petitesse  de  l'angle  2^, 
il  conviendra  de  calculer  sou  log -sinus  par  la  formide  du  n*  765 ,  et  on 
aura  la  valeur  €^  par  le  calcul  suivant  : 
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sina^)..  8,aaga6  4^006  7    (i)....  =  o°ooooi  70247  9^974 
kR' 7,ooi8i  75388  3    (a) —       39834a 

(1) "5,a5io8  18595     (3)....     _±_ 5^ 

a.  , ., .  =   0,00001  70^44  94^37 

sin4^>.  8,53oa3  19        «T*^'...  = — o,oooo3  î^o^8g  89274 

ïA:*R»..  1,94448  24        «r<p°....  =  0,43571  07821  09868 

■  - 

(2) 0,47471  43       «Ap =a  0,48567  67351  20594 

.  cp =  0,43571  07821  09868 

sin  6^..  8,70622  f ,  =  ^'  =  o,97i38  75i52  30462. 

^*^R*..  7,01209 

(5) 5,7i83i. 

Pour  avoir  E^.,  il  faut  caljculer  le  terme  c*  sin  €  sin  (p  sin  ^',  ou  c*  sin*  C 
sin  ^';  mais,  dans  la  vue  de  faciliter  le  calcul  de  ^j,  on  chercliera  à  la  fois 
les  logarithmes  de  sin  ^'  et  cos  ^',  par  les  formules  de  Vart.  765 ,  ce  qui 
donnam  les  résultats  suivons  : 

Ry 9198739  a5i74  o  (p'*  6,45855  97700 

R* 1,75812  a6524  I  9,35675  45i56 

<P' 8,22926  98849  9         (i)  5,79529  40866 

(i)...  =  0,00006  24167  343      (p'^  2,91707  95  cp'^  9,37562 

(2)...  29901  8,5586o  3i  7,98457 

(5)  •  •  •         ^  (2)  1,47568  26  (3)  7,56019 

cos^'.   —  0,00006  24187   246 

1(1)  =  0,00002  08062  448  c*sin*f.,.. .   6,84673  96746 

VsC^)-- t  993  «n(p' 8,32924  90795 

2  08064  441     z 4,07498  87641 

f 8,22926  98849  9 

sin^'..,  8,22924  90796  46    2E^ =  0,01696  43066  2162 

cos (?'...    —  6  24187  25    Z 11884  7145 

^ o,5oio2  99966  64    Ee.  =  Eç>"  =  0,01695  3ii8i  6007. 

sin2(p'..  8,65o2i  66564  85 

Calcul  de  €$  et  £^3. 

Il  faut ,  dans  les  formules  ,  faire  ^*  =  f ,  ^  =  ff, ,  et  on  aura  ^'  =  f 3. 
Dans  ce  cas ,  sin  2^  devient  ce  qu'était  sin  2^^  dans  le  cas  précédent. 
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sina^...  8,53oai  66564  ^5 
M» 7,00181  75588  35 

(i) 5,532o3  4 '955  20 

4^...=  3*55' 7"  98 
sin  4^«  •  •  8,85o99  70 
1,94448  24 

(2) 0,77547  9^ 

6^...  =  5' 49' 42" 

sin  6^  . . .  9,00667 
7,01208 

(3) 6,0 1 875 


(a).,, 
(5).. 


o*oooo3  404^4  99^70 
— '  .  5  96520 
+  10 


â).  .  .  .  — 

^. . . .  ^ 

o,oooo3  4^4^9  o5o6o 

-OjOOooô  8o858  06120 

0,48667  67551  20694 

o,4856o  86475  14474 
0,971 58  76162  50462 

c*  siii  C .  • 
sin  9  •  •  •  • 
sin  ^' . . .  • 

1,46699  61626  449^6 

7^9^748  97645-5 
3,22924  90796  6 
8,40628  89681  6 

z 

E(p . . .  = 
Eff... 

z  •  •  •  • 

4,56202  78120  5 
0,01696  3 11 81  6007 
847  71655  ix>76 
—     36647  5961 

sin^'....  8,40628  89681  6 F 
cos^\..  —  14  04541  06 
2 o,5oi02  99966  64 

sin  2^'..  8,70617  86297  09  Ef3=E?'=   0,02642  67067  2122. 

Calcul  de  €^  et  EC4. 

11  faudra  faire  ^^  =  ^m  >  ?  =  ^3  >  et  on  aura  ^'  =  ^4.  Voici  le  calcul 
d'après  ces  données,  en  suivant  la  même  marche  que  dans  le  cas  pré- 
cédent : 


sin  2^...   8,70617  86297  09 
A:R' 7,00181   76588  56 

(0 5,70799  60686  44 

4^...  =  6M9'4o"74 
sin  4^  •  •  •  99O0664  65 

1,94448  24 

(2) 0;95ii2  89 

6<p...  =  8*>44'3i''i2 

sin  69» ..   9,18180 
7,01208 

(3) 6,19388 


o,oooo5  io5oo  37866  o 
—  8  95570  7 
+  i5'  6 


(2)... 

(3)... 

dû,   •  •  •  = 

«TV-.  =- 

^^ssstp'  =    1,94260  27116  70788. 


o,oooo5 
0,00010 


10491 
20982 
86475 


4451 1 
88622 
14474 


o,4865o 
ï, 45699 


65490 
61625 


26862 
44956 


i44 
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sin  ^\,p  8,55oi5  58oo4  64 
cos  ^^  .  •  —     24  974^7  Sï 


sin  € 


8,62990  61696  83 
o  3oi02  99966  64 


sin  (p. 
sin  (p* 


y 


sin  3(p'..  8,83095  6i553  47 


E^. • . •  = 

JLo  •  •  •  • 


7,91748   97643    62 

8,40628  89681  5i 
8,63oi5  68004  64 

4,86293  46329  67 

0,02643  67067  2122 
847  71533  1076 

0,03390  386oo  3198 
y 71274  668o3 

E64  =  E(p'  =  o,o3389  67326  76177. 

Calcul  de  S  s  ^t  £^5. 

Il  faut  faire  dans  les  formules  ^*  =  ^3 ,    ^  =  ^^ ,  ^'  =:  ^5 ,  ce  qui 
donnera  les  résultats  suivans  : 


sin  2^...  8,83093  6i663  47 
A:R« 7,ooi8i  76388  36 

(r) 5,85276  36941  82 

4(p...  =  7«  46' 12"  039 

sin  4?  •  •  •   9)  1 5096  70 
1,9444824 

(a) 1,07544  94 

6<p...  =  ii'Sg'iS" 

sin 6^...  9,3o559 
7,01208 

(5) 6,31747 

siii^'...  8,62697  35896  3o 
cos (p' .. .   —  39  00257  56 

8,62658  55658  74 
o,5oio2  99956  64 

Mn2^'..  8,92761  536i5  38 


(2).. 
(5).. 


o»oooo6  8o585 


II 


+ 


37660 

89753 


21 


0,00006 
0,0001 5 
o,4855o 


80571 
60742 
65490 


47958 
95876 
25852 


(jt. . . 

<r^..^  0,48637  04747  29976 

(p....  1,94260  271 16  70788 

^5  =  ^'=  2,42787  3i865  00764 


c*  sinÇ 
sin^ 
sin  ^ 

y 

E^ .  •  • 

•Lo  •  •  • 


7,91748   97645    62 

8,55oi6  68004  64 
8,62697  33896  3o 

6,07461  89644  46 

=   o,o3589  67526  76177 
847  71655  10760 

0,04257  58868  86957 
1  18746  99060 

E^5  =  E9'=   0^04256  20112  87887. 


•  •  •  • 
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Calcul  de  €s  et  ES$. 

Il  faut  faire  ^*  =  f ^ ,  ^  =  ^5 ,  ^'  =  €s. 

sina^...  8,92761   536i5  38  (i). . 

A:R- 7,00181  75588  35  (2).. 

(i) 5,92945  09003  75  (')•• 

4<p...,=  9^4a'4i"574  «...= 

siD4^***  9>227o8  19  J^*^*'.  =— 

1,94448  24  cTip». . 

(2) 1,1715645  J'^. . 

6^....=  i4'34'2"  ^... 

sîn  6(p; . .  9,4oo5g  5  e«=(p'; 
7,01208  6 

(5).. 641265   I  c^sxnC 

sîn  ^  • 

sin  ^'. . .  .   8,70604  1 7 1  o^  24  sin  ^' . 

cos^'....  —      56  i5638  97  ^ 

*^  ^  y^  •  •  •  • 

8,70548  01 463  27 

o,3oi02  99956  64    E^...= 

sio2^'...  9,oo65i  01419  91     f^-- 

TTm   •  •  • 

Calcul  de  €,  et  £€,. 
Il  faut  faire  ^»  =  f j,  ^  =  C« ,  ^'  =  C,. 

sinaf...  9,oo65i  01419  91    (•)••• 
*R° 7,00181  75388  55    (a)... 

(i) 6,oo85:3  76808  a6    (')••• 

4<p...  sa  n»59'8"a6  u = 

sin  4^. . .  9,3o5a9  09  Z*^"..  =- 

1,94448  a4  ./(?»•. 

(a) iia4977  55     •   /(p . . . 

6<p...  ==  i7«»38'4a"4  <p 

sin6^./.  9,47765  6  €fZ=:^'si 

7,01  ao8  6 

(5) 6;4897^  2 

T.  IL 


145 


o®oooo8 


+ 


5oo23  45709 

14  84446 

26 


0,00008 
0,00017 
0,48537 


5ooo8 
00017 

04747 


59289 
18578 

29976 


o,4852o 

2,42787 


04730 

3i863 


11398 
00764 


=  2,91 3o7  56595  12162 


7,91748  97643  52 
8,62697  55896  5o 
8,70604  17102  24 

5,25o5o  48642  06  . 

0,04236  20II2  87887 

847  71553  10760 

o,o5o83  91645  98647 
1  78054  78498 
o,o5o82  i56u,  2o;49r:r 


o^oooio 


+ 


19560  ai 849' 

17  7755 I 
3i 


0,00010 
o,oooao 
o485ao 


o»48499 
a,9i5o7 


1954a 
58684 
04750 

56595 


44529 
89058 
"598 


a  3540 
13163 


5,59807  oa658  5450a 


*9 
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sin^..  8,77385  5095969  c*  sin^.,  7)9i74^  97^45  5» 

cos^. .  —     76  42578  12        smç 8,70604  17103  34 

8,77^9  o858i  57  wi(p\...  8^77385  50959  69 

o,5oi02  99956  64        J' 5,59658  65705  45 

8ia39^  9,07513  o8558  31 

Ef =  o,o5o83  i56Tf  30149^ 

ES 847  71555  10760 

0,05939  85 144  50909 
jr 3  49'^  56653 

E^,  =E^'  =5  0,05937  56o56  94257. 
Calcul  de  S^  et  E€^. 

sia  3^.  9^07512  o8558  31         (i) =#o^oooii  88555  645o4 

kK^ ...  7,00181  75588  55        (2) —  30  68097 

(i). ...  6,07495  85926  56        (5) -^  '  ^ 

4^.  .=  i5^55'53"3i3  (ê =    0,0001 1  885i3  96345 

sin  4^.  9,57108  85  /•(?** =—0,00025  76635  93i{86 

1,94448  34  /(?*>....         0,48499  66045  23540 

(3). . . .   1,5 1557  09  cT^ 0,48475  89419  39854 

6^.  .=  10^35'  18*^5  ^ 5,59807  03658  54503 

sin6ç.  9,54305  6  ^. _    5,88383  .93057  64556 

7,01308  6 

(5)...*  6,55414  ^  -c*îMn€. ..  7^748  97645  53 

«in  ^ . . . .  8^77385  541959  6^ 

siaf". .  8,85069  5i864  41         ûnf'....  8,83069  3iâ$4  41 

cos^. .  —     99  80^78  «5       ^ 5,53io3  60467  63 

8^^119695168556 

0,30103  99956  64        E^- =  0,05937  36o56  94357 

sin 3(p'.  9,15073  St643  30        ^ 847  7fSS5  10760 

0,06775  07570  o5oi7 
y 5  51935  55474 

Ee,=  IÎ^'  =    0,06771  76646  5i54$. 
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Calcul  de  €^  et  EC^ 

On  fera  dans  les  formules  ^^=: ^y  ^  ^  =  ^g,  ^'z^€^. 

sina^..  9,13072  51642  20        (i) =    o^000î5  56883  94^635 

X:R*...  7,00181  75588  35        (2) —  ù5  5633io 

(1). . . .  6, 13254  27030  55        (5) ± 406 

4^..=  i5*5i'52"74  €û =  o,oooi3  5686o  37973 

sin  4?  .  9,42775  39  cT*^®  . . .  .= — 0,00027  13720  75946 

'      1,94448  24  cTr 8,48475  89419  39854 

(2).  . . .   1,57225  63  S(p =  0,48448  75698  53908 

6p .  .=  25*i7'49''i  1  3,88282  92057  64356 

sin  69.  •  9,59714  3  ^'..,.,..  =  4,36731  67756  18264 

7,01208  6 
(3).  ...  6^60922  9  c^sinC...         7,91748  97643  52 

sin  9. . . ..         8,83069  3i864  4^ 

ûu<p\.  8^88167   1430400         sin^\...         8,88167  1430400 
^^♦'•-  —    136  28722  98        jr.......         5,62985  43»ri  93 

8,88040  855ar  02 

o,3oio2  99956  64        E^ =  0,06771  75646  5i543 

sin  2^.  9,18143  85557'66        ^^ 847  7^535  10760 

0,07619  47*79  625o5 
r.......  4  2&p6  5io8o 

Eb3=£(p'.    =   0,07615   20745    11225.. 

Calcul  deQ^oet  E^.o* 

11  faudra  faire  (p^=^g,  (p=Cg ,  ^'=^10. 

sin 2^..  9,16143  85557  66        fi).  ..r..^:    o'ooor5  24951  71465 
AR*....  7,ooiài  75588  55        (2) —  26  41707 

(1). . . .  6,1 8525  60926  01        (5> + 4S 

4^. . .=17^28*9^562  m :=     o,oooi5  249^5^  29801 

sin  <^. .  9^7740  25  Z*^* =  -OjfiooSo  49^^  59602 

ï>94448  ^4  cT^....;       o,4g448  75698  55908 

(2) 1,4^88  417  ^(p o^4r8  25847  94^06 

6^ . .  =s  26^1^14"  4,56751  67756  18264 

8in6^v.  9,^544996  ^' =    4,85x49  95604  12570 

7,pi2oft  6 
(5) . . . .  6,65708  2 

19.. 
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sin^'..  8,92733  43549  55  c*em€...  7*9» 748  97643  5a 

cos<p'..  —  i55  87600  45  siD  (p.  ...  8,88167  i45o4  00 

8,9^567  54899  to  s»n<P'--.  8,93725  4a549  55 

o,5oro2  99956  64  y 5,736595449707 

sina^'.  9,23670  54355  74 

£^ =   0)07615  30745  11335 

ES 847  71555  10760 

0,0846a  93376  3103 

J' 5  53593  99449 

Eê,.=E<p'=    0,08457  59683  33554. 

Calcul  de  Ç^^  el  E^,,. 

siii2^..  9,22670  54855  74    (0  .....=  o*oooi6  92477  96990 
*R^ . . .  7,00181  75588  55   (2) —       29  25885 

(1)....  6,22852  50244  09  (') + ^^ 

4^..=3  i9*24'2i''59i  e» £==  a,oooi6  92448  75i55 

sin  4^ .  9,52147  79  J^*^*  . . .  •==— o,ooo55  84897  4^5 ro 

1,94448  24  J^ip* 0,48418  25847  94506 

(2)....  1^46596  o5        J'(p 0,48584  4^9^^  47996 

6(p.  .=  29*6^  52^4         ç 4,85i49  95604  12570 

sm6(p. .   9,68705  8         ^, _.  5,55554  54554  6o566 

7,01208  6 

(5).  • . .  6,69914  4         c*  sin  ff . .  7,9»  748  97G45  52 

sin  (p.  • .  •  8,92725  43^49  ^S 

sin^'..  8,96841  19250  4^   .  sin^'.  •  •  8,96841  19250  4<> 

^os(p\.  ^^^jMJ^Sgje       y 5,8i5i5  59445  47 

8,96652  62690  84 

o,5oio2  99956  64  •  E<p =  0,08457  59685  22554 

sin  2^'.  9,26755  62647  48    ^^ 847  7'5S5  10760 

0,09805  5i2i6  55294 
y 6  5o555  22802 

Eff„=E<p'=  0,09298  8o885  10492. 
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Calcul  de  €„   et  E€,^. 


r  =  €,    f=6.M    <P'  =  ^... 


sifi  'i^.   9,36755  62647  4^ 

•  *R«.  . .  7,00181  75588  55 

Ci) 6,26957  58o55  85 

4<p..=  ai»2o'28"946 
sin  4^. .  9,56ioi  06 
1,94448  24 

•9 —  — 

(3).. ..   i,5o549  5o 
6^.  .=  52»o'45"4 
sin  6^..  9,72455  9 

7,01208  6 

(5) —  6^^644^ 


W 

(5) 


o'oooiS  59404  18279 
—  32  02529 

54 


œ 


S'^tp^ = 

cTr 

Jf = 

<P 


0,00018  59572  i58o4 
•0,00057  18744  5 1608 
0,48584  40950  47996 

0^8547  22206  i6588 
5,55554  54554  6o566 

5,81881  56760  76954 


7^9^748  97645.52 
8,96841  19250  40 
9,00596  51642  04 


<^  sin  C 

sin  ^* .. 
£^«.=:  0,09298  8o885  10492  sin^\.. 
E^- • • •         847  7^^55  10760   ^ 5,89186  68555  96 

0,10146  52416   21252 

r 7  79591  06614 

E(p'....  o,ioï58  72825  i4658  =  E^,.. 

796.  Pour  vérifier  tous  ces  calculs,  nous  aUons  cfaeroher  directement 
la  valeur  de  ^  qui  satisfiût  a  l'équation  F^  =  ^  F'c ,  ce  qui  se  fera  en 
déduisant  (p  par  bîsection  de  la  valeur   de  a  qui  satia&it  à  Féquabon 

Fa=-j^F*c.  Il  faut  donc  déterminer  ^  d'après  l'équation  sin  ^==  TTTrjrry 
où  l'on  connatt  les  logarithmes  suivans  : 

sin  a 9,50260  81001  4716 

cos  a... , .     9,99106  96126  2555 
A« 9,99129259655059. 

On  en  déduira  la  valeur  de  /  sin  ^  et  ensuite  celle  de  f ,  par  les  calculs 
suivans  : 
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s\n€L.{/j..   9,i5aog  3io*5  iSiy     i+A..  0,29669  81169  0114 
|/(i+cosct)  0^14829  58779  9495     3 o,3oi02  99956  6598 

sin  j  a... . .   9)Oo579  9224?  2024  9,99566  81202  3716 

9,99785  4q6o^  '858  l/g+^A).  9.99785  41^1  r858 

sîn^..».».  9,00596  51642  oi66  égf=z  S'^^^   /sin  A=/»uli— r 


m\u g,oo6o5  52445  488«  •  20^=1 1 ,614     «^  i^M 

1-.  -        A'      Oui*  a' 

rop  8  8080$  4716 


^=  a  — ^sin  2a f  I  — /ï  +/?•  • -i ). 

r.^^^ ,.*.•.  5,94487  90176  7     ^^— (i)  =5"8i88i  55547  272a 
^Ii;,.««....  ovoôiia  56950  4       ^2)4-      ian5  58o4 

I:cî^*a^...  Q^448.  saSia  9      (5)  —         «46 

;> 6,oio55  55420  o  (p  =  5,81881  56760  7678 

sin  2a 9t$Q483'  89245  7 

R"*....^..»  i,ff5S^X9  ^524  I  On   voit  que   cette  valeur  de  ^ 

(,) 7,0788^  4»989T"  «'aowrcW   tfé*  fcit»  tvee  U  vakur 

;, ^Qi^SS^  55420  troi^v«^||K>iir^.,,piiw|ueIadiBe^^ 

est  à  peine  <te  deuiL  unités  décima- 

<^) 5,08406  854  1^3  ^^  treizième  ordre ,  ou  du  qua- 

P 6,oio55  554  torzièmechifiEre  significatif. 

i(2+48in*a)  9.85274  96  ^ 

(5) 8#9l2757   ^7 

La  iMtlear  é^  Ep  st  dédftîra^  em  méfene  lepas^  d!e  ceUe  cle  Ea ,  par  Féquation 
3Ef^««i^Eoi=s:c^WNi*t^siii#,  éonU  voîei k  ca4cul : 

c^m^'  •  •  9,191^4  79^42  7755*         Bot  =  0,20076  i8685  6g55 
sin*^/...  8,01195  o5284  o552         \y  201  26964  5971 

f 7>5o577»  818^  ^^f  .  0,^0177  4565o  2924 

^<p  =  0|aai38  72825  146a, 

valeur  qui  s'accorde  eimfe  anaaf  bidfc  9V«r  celle .  que  vous  avons  trouvée 
pQurEê,..  .  V.         • 

Sliivent  les  deux  tableaux  qui  résultent  des  calculs  précéJens  • 
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* 

La  table  u°  a,  construite  au  moyen  des  résultats  précédens,  contient  les 
valeurs  des  quantités  Ç  et  E^ ,  avec  leurs  différences  successives  jusqu'à  la 
sixième,  correspondantes  aux  diverses  valeurs  /»=:o,  i^^,....    12,  pour 

lesquelles  ou  a  F^=  —  .  -5--.  C'est  par  l'interpolation  de  cette  table  qu'on 

pourra  trouver  la  valeur  de  (p  et  celle  de  E(p,  correspondantes  à  toute  valeur 
de  n  moindre  que   12,  c'est-à-dire  à  tonte  valeur  de  F^  moindre  que 

11  semble  d'abord  que  la  série  des  quantités  ç  et  E^  devrait  être  continuée 
pour  les  valeurs  /i=i3,  i4«««  l'jy  aiiu  qu'on  pftt  eu  déduire  la  suite  com- 
plète des  difiërances,  jusgu'à  /i=  11 ,  et  qu'ainsi  l'interpolation  entre. deux 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  table,  ne  dépendit  que  de  la  formule 

ordinairej^s=A+ar(J^A  +  -^^— («r*A+etc.  Mais  en  y  réfléchissant  un 

peu,  on  voit  que  ce  nouveau  travail  est  inutile,  et  qu'on  peut  y  suppléer  ai- 
sément par  une  considération  générale  qui  s'applique  à  tous  les  cas  sem* 
blables. 

797.  L'usage  que  nous  avons  constamment  suivi  dans  la  table  n*  s,  ainsi 
que  dans  toutes  les  autres  que  cet  ouvrage  contient,  est  de  placer  sur  une 
même  ligne  horizontale  la  fonction  A  et  ses  différences  successives  J^A,  ^A, 
^'A,  etc.,  qui  naissent  de  l'accroissement  constant  de  la  variable  a,  conte^ 
nue  dans  la  première  colonne  (ici  la  variable  a  devient  /i  et  sa  différence 
constante  est  i).  Dans  cette  hypothèse,  la  fonction  qui  répond  à  la  variable 
arj'Xy  comprise  entre  a  et  a-f-i)  est  donnée  par  la  formule  ordinaire 
^  ==  A + Jt:  (  J^  A  +  etc. 

Mais  si,  au  lieu  de  considérer  les  variables  dans  l'ordre  croissant  a,  a-j- 1, 
a-|-2,  etc.,  on  les  considère  dans  l'ordre  décroissant  a+i^a,  a —  i, 
a  —  2,  etc. ,  et  qu'on  désigne  toujours  par  A',  A,  A*,  A*®,  etc.,  les  fonctions  . 
correspondantes,  l'expression  de  la  fonction j*  correspondante  à  la  variable 
a^Xy  sera  donnée  semblablenient  parla  formule 

jr  =  A'+(i  — ^)  (A  —  A')  +  ('-^)(-^\  (Ao—  aA  +  AO 

+  LLzdIz^yjI.£Zll)(Ao«_  5A«4-  5A  —A')  +  etc. , 
qui  se  réduit  à 
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nouvelle  formule  dans  laquelle  les  différences  J^Â,  J^A%  J^^A^,  etc.,  senties 
mêmes  et  de  même  signe  que  celles  qui  sont  ainsi  désignées  dans  la  table  j 
mais  on  voit  qu'elles  ne  sont  plus  dbposées  sur  la  même  ligne  horizontale, 
et  qu'il  &ut  monter  d'une  ligne  pour  passer  d'une  différence  k  la  différence 
suivante. 

C'est  donc  avec  le  secours  de  cette  nouvelle  formule  qu'on  suppléera  très 
aisément  aux  différences  qui  manquent  dans  les  lignes  horizontales  de  la  Ta- 
ble n*  2j  passé  ;z=6.  Depuis  n=so  jusqu'à  n=f ,  on  se  servira  pour  l'inter- 
polation de  la  formule  ordinaire /•= A +a: J^ A -f-  — — ^  J^A-f- etc.; mais 
depuis  /!  =  6  jusqu'à  /z=3i3,  il  fiiudra  se  servir  de  la  formule ^= A' + 
(x  —  i)  J^A  +^^—  cr*A»+  fî=±^-l±i  cT'A^^-f- etc. ,  où  toutes  les 

différences  sont  données  par  la  table,  en  montant  graduellement  d'une  ligne 
pour  passer  d'une  différence  à  la  suivante.  * 

Dans  les  tables  où  toutes  les  lignes  horizontales  des  différences  sont  com- 
plètes, il  sera  indifférent  de  se  servir  de  l'une  ou  de  l'autre  fprmule  pour  cha- 
que interpolation.  La  pi*emière  cependant  semble  devoir  être  préféi*ée,  lors- 
que a:  sera  <  J,  et  la  seconde  lorsque  x  sera  >  {. 

Il  reste  à  faire  voir  par  quelques  ejiemples  l'usage  des  Tables  que  nous 
venons  de  construire. 

798.  Cherchons  d'abord  l'amplitude  (p  et  la  fonclion  E^  qui  répondent  à 
l'équation  F^r=|Pi?.  Puisqu'on  a-^.  i6=:5j,  on  voit  qu'en  faisant  FA=î^F*c, 
F/t=:i^F*c,  on  aura  F(p=FA4-F^6. 

Les  valeurs  de  X  et  EA  sont  données  immédiatement  par  la  Table  n""  1  ;  et 
comme  on  a  Fft=:y|^F'c,  les  valeurs  de  /jl  et  de  E/t  seront  aussi  données 
par  la  Table  n*  2;  ces  valeurs  sont 

*  *  *    ■ 

X  =  5o*43582  07019  71  At  =  3^88:183  92067  6456 

EX  =    ^>77597  70241  8i65        Efi  =  0,06771  75646  5i54. 

11  ne  s'agit  plus  que  de  calculer  ^  par  les  équations  algébriques  qui  repré- 
sentent l'équation  transcendante  F^  =  FX+F)»;  pour  cela  ,  ayant  pris  les 
auxiliaires  X',  fji/j  telles  que 

^ng  A'=:tang  X.A/x,     tang  («'=:tangfi.AA, 

on  aura  9=s  X'-f-/x^  Ensuite  l'équation  EA-f*E/A-—E9  =5  c*sin  X  sin  jusin^ 
donnera  la  valeur  de  E^. 

Les   quantités  tang   X  et  AA  sont  données   par  la  Table  n""   i  -  il  ne 
reste  dcxic  à  calculer  que  tang  fi  et  Af(,  ce  que  nous  allons  faire  avec 
T.  IL  20 
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sin  CL.  y/j. .  g,i52og  3ioi5  iSiy           i+A.,  0.29669  81 169  01 14 
|/(i+cosct)  0^14829  38779  9495  3 o,3oi02  99956  6398 

8\n  j  a 9,00379  92343  aoa4  9,99566  8i30a  3716 

9,99785  40601  i858     ï/CH-ï^)-  9.997«5  4«6oi   i858 

sinf......  9,00696  51642  ei66      ëB=  5^82  /sin  A=/sîtid< — r 


• 


sin^ g,oo6o5  32445  4^*  •2<ic=ii,6i4  « î^ 

ra?  8  8o8oS  4716 

1  — /i  +p*  • ^^ j. 

r.  ^^^,«.,.  5,944^7  90176  7  «'— (i)  =5*8i88i  55547  272a 

ilên.......  Ovoôiia  56930  4  (2)      +  i:>i5  58o4 

i:c;^*a....  0,00443  883ia  9  (5)      —  «46 

p 6,oio55  35420  o  <p  =  5,8i88r  56760  7678 

sin  2a 9»3Q4âS  9&245  7 

R* 1.^53^9  96324  I  On   voit  que   cette  valeur  de  ^ 

(,) 7,07s»!  4^98^  «'aocorde   ù?é*  ki«  »vee  k  va»Ew 

p , ,  ^01^5^  554:10  lrouv6q^poiHrC..,p»âwiueladiffereace 

est  à  peine  de  deu&  unités  décima- 

<^) 5,08406  854  igj.  ^^  treizième  ordre,  ou  du  qua- 

P 6,oio55  354  torzième  chiffre  significatif. 

i(2+4sin*^)  9j8^4_95 

(5) 8f&2737  17 

La  iMilear  da  B^  se  dédtmt^  em  niAne  tem»  die  ceRe  de  E« ,  par  Téqualion 
aEf  «"i^EasBc^sié^sia^i,  éoni  voîei  fo  csdcul: 

c^Ûia.  ••  99391^4  79^4^  77'^  ^  =  0,20076  1868S  6953 

sin'^....  8,01193  03284  o332  jr  201  26964  5971 

f 7>5o577  âi83&  Si9^  .  0,^0*77  4565o  2924 

£^  £=  o^oi38  72825  1462, 

valeur  qui  s'accorde  eosnote  ajniaî  bicR  mr  celle .  que  bous  avons  trouvée 
pQur  Eff,g,  • 

Stiivent  les  deux  tableaui  qui  résultent  des  calculs  précédens  % 
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tangX*.  0,61091  o4a5a  i56o    tang^..  0^57194  7^47^  333o 
À^.../.  9,47668  59066  8751    ÛA 9,45071  i9fio  i552 

tangV..  0,08759  6S3i9  o3ii    tang^^•  o,oa265  9^576  488a 

d'où  l'on  déduit 

X'  =  50*75943  77571  6697 

?'  =  46,494o3  54575  5376 

/a'  =    4^245^0  03196  5521. 

800.  Il  Êmt  maintenant  chercher  dans  la  Table  n^  a,  la  valeur  de  n 
qui  répond  k  cette  valeur  de  ^;  on  voit  que  cette  valeur  est  comprise 
entre  8  et  9,  et  qu'en  feisant  fi;==:8-f*^>  on  aura  à  déterminer  x  par  la 
seconde  formule  générale  d'interpolation  y  savoir  : 

A'— /^=(i— x)  (cTA  +  l  (J^A-  +  '-±1  (cr'A^+^^  (J^A-+elc., 

dans  laquelle  les  nombres  donnés  par  la  table  sont  : 

A'— ft  =  0,12191  44559  85o5  J^A*-    =  +  846  1994 

eTA        =  0,48448  75698  5590  «T'A*****  =.+  119  5a87 

cT^A*»     ==?  —     27  15720  7596  J^*A**    =  —         6200 

cT^A-    =5;  —       5  S7094  8348  J^'A^^    =  —  925. 

Après  quelques  essais  dans  lesquels  on  peut  négliger  les  décimales  qui 
pasaent  le  dixième  rang,  on  trouve  x  =  oy7483o  756125.  Pour  plus 
d'exiMHitude,  il  conviendra  de  substituer  .cette  valeur  dans  le  second 
membre  de  l'équation  à  résoudre,  afin  d'avoir  la  différence  entre  le  résultat 
delà  substitution  et  la  valeur  donnée  de  A'-— /tt. 

Résultat  de  la  substitution  ••  •   0,12191  44^^9  1^4^ 

A*^— ft 0,12191  44^^  ^^^ 

Différence ...    r  =  062 . 

De4à  on  voit  que  i  — x  doit  être  augmenté  de  jj  =  1988 ,  ce  qui  don- 
j(iera;  pour  la  vraie  .ystleur  de  x 

ar=so,7485o  7561a  5oi2. 

Çoivivù^ant  X,  o%/$t^ra  Efts=-^^F'c,  et   par  conséquent 

■   I  r»332l-^x^  'i,'     '^^  0*1,26160  24387  6988     «.       ^''  „;  A^,(\,^  u  i«„u 
Fçss  — 5y>—  .  F*c  =  — - — -^ooi    '^  ^^^    •  '^j   ^  ^^  donne  le  Joga- 

•■1  •.'«     \9o4''  ^4         •''.'■  •      .    1-.' —-' \  -■ 

rithme  de  cette  fonction  : 
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F'c.«..  0^1359  14107  i65g 
coe£P.  • .  9,-77975  36964  83oa 

F^  •••.  0,29234  5io6i  9961. 

801.  Pour  calculer  Eç,  il  faut  d'abord  chercher  Efc  par  l'interpolation 
de  la  Table  n"*  2  ;  en  appelant  de  nouveau  A  le  terme  E^  qui  répond  à 
li  =  8 ,  la  valeur  cherchée  sera  donnée  par  la  formule 

Ejt6=A'— (i— x)  (crA4.î(cr*A*+^^^(cf^A-Hr^^(/U«*^  +etc., 

où  l'on  a 

A'         =  0,07616  20743  1122  cT^A^  =  +  46  7791 

cTA      =         843  45096  5968  cT'A**   =4-6  5789 

cr*A-    =  —  94512  9760  cT^A-*    =  —  463 

J^A**  =  —  116968077  cT'A*»   =—  5f. 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  jet  ,  on  trouvera 

Ejx  =  0,07403  01260  4751  , 

enfin  on  aura  à  calculer  E^  par  la  form.  E(p^E/A=zEX^c*sm^$m/AsinÀ, 

^•••-  9>98935  98541  3or6        EA  =  0,98484  i382o  8090 
sin^. .  9,98494  57781  0267         Efif  c=  0,07403  01260  4751 


sinA..  9,98754  62777  4410  0,91081   i256o  3559 

Mrtf*-  8,86959  87496  65 10        s....     0,06775  3o202  7583 

z 8,83092  86598  4oû5        E^  sss  0,97856  42763  0942. 

Cette  valeur  et  celle  de  /F^  s'accordent  suflisamment  avec  celles  qu'on  a 
trouvées  par  la  méthode  directe ,  n**  764  et  765. 

802.  Nous  avons  cru  devoir  exposer  avec  beaucoup  de  détail  tout  ce  qui 
concerne  la  construction  et  l'usage  des  TaUes  n**  i  et  n^  2 ,  relatives  au  mo- 
dule c=sin  81^;  les  calculs  ont  été  faits  avec  une  exactitude  scrupuleuse, 
et  soumis  à  un  grand  nombre  de  vérifications,  de  manière  qu'on  peut  être 
assuré  que  les  résultats  consignés  dans  ces  tables,  sont  exacts  autant  qu'ils 
peuvent  l'être,  d'après  les  Tables  trigonométriques  à  quatorze  décimales, 
dont  nous  avons  &it  usage,  lesquelles  sont  quelquefois  en  erreur  de  une, 
deux  et  même  trois  unités  dan»  le  dernier  chiffre.  On  en  voit  un  exemple 
dans  le  logarithme  de  h  ou  cos  8i'*,qui,  dans  la  Trigonom.  Brit. ,  est  9, 19435 
244^5  5701 ,  et  dont  les  derniers  chiffres  doivent  être  5699.  En  suivant  les 
mêmes  procédés  qui  ont  été  indiqués  dans  la  construction  de  ces  Tables,  et 
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dans  les  deux  applicatiotiB  que  nottsen  atons  •doDiiées,  on  parviendra  donc 
dans  tous  les  cas  à  la  détermintftioii  des  fonctions  E  et  F  et  à  la  solution  des 
questions  qui  en  dépendent,  avec  un  degré  de  précision  supérieur,  non-seu- 
lement aux  besoins  de  la  pratique,  mais  à  ceux  des  recherches  théoriques  les 
plus  déHcates. 

Je  ne  dissimulerai  pas  combien  est  pénible  le  calcul  d'une  table  telle  que 
la  Table  n"*  i  qui  n'a  que  seize  lignes,  ou  que  la  Table  n*  2  qui  h^en  a  que 
douze.;  mais ,  si  on  aspire  à  un  Btissii[rand  d^grë  d^exacèitude^  il  semble  qu'-on 
n'y  peut  parvenir  que  par  le  secours  de  ces  tables ,  ou  par  la  méthode  générale 
fondée  sur  la  formation  préliminaire  de  l'échelle  des  modules.  C'est  au  cal- 
culateur à  tfamsirienfre  ces  deux  mëtiiodea,  vdie  <|ut  lui  paraîtra  la  moins 
pénible. 

Comime  là  formatîcFB  de  l'éohelle  desmeodoles  se  réduit,  d'à piâ%  nos  for- 
niulesy  à  un  travail  assez  court,  il  est  vraisemblable  qu'on  jugera  i{ue  la  mé- 
thode générale  mérite  la  préférence,  si  l'on  n'a  à  calculer  qu'un  petit  nombre 
de  fonctions  E  et  F;  mais  s'il  y  avait  lieu  de  oalculer  un  grand  nombre  de 
ces  fonctions,  l'autre  procédé  paraît  être  le  plus  avantageux. 

Au  reste, tious  avons  Siëjk  dît  que  si  on  se  borne  à  dix  décimales  dans  la 
formation  de  la  Table  «uxiliatee  a*  i  ,  auquel  tcas^on  ^efA  ^se  passer  ^de  la 
Table  n^a,  le  calcul  de  oelte :tal^  et  son  usage  -dans  le»  .cas  particuliers, 
deviendront  très  faciles,  ^ét  rentreront  dans  la  classa  des  tîriculs  trigonomé- 
triques  ;^opdinaires  ^  surtout  si  le  module  ^plus  {>etit  Jijpie  mn  45%  ce  qui 
permettra  de  j^pasidre  la  valeur  de  a  dans  la  Taide  YII-;  et  puisqu'alors  les 
résultats  sont  exacts  jusqu'à  la  dixième  décimale,  ou  au  moins'  jusqu'à  la 
neuviàme,  il  ne  fparroît  pas  qu'on  puisse  proposer  rien  de  plus  nmple  pour  le 
calcul  des  fonctions  E  et  F,  au  moinf  tant  qu'il  n'existera  pus  des  Tables  auf-* 
fisampient  étendues,  au  moyen  desquelles  la  détermination  .de  ces  fonctions 
serait  Téduite  aux  i^Ies  ordinaires  de  l'interpolation^ 

SoS.  tRemarqmns  en  finissant  que  le  Tableau  n^  i  pourrait  être  réduit 
aux  cinq  termes  «,,  «^,  ct^,  ctg,  a,e,  et  que  dans  cet  état,  il  suffirait  Bnoore 
pour  ramener  les  fonctions  proposées  E^,  Ff ,  au  cas  oh  l'amplitude  est 
moindre  que  6®.  Pareille  observation  s'applique  à  plus  forte  raison  aux 
Tables  auxiliaires  construites  pour  des  modules  moindres  que  sin  81^. 

En  effet,  t*.  si f amplitude  donmée^  est  comprise  entre  «1  et  «e,« ,  ou  90^, 
Tune  des  deux  'iifférenoes  F^ — Fflti,  Pc — F^,  sera  moindre  que  JF'c; 
ainsi,  en  faisanft la  phis 'petite  des  deux  di£fêrences s=  F^',  on  aura  ^^K.^^- 
H  faudra  donc  d'abord  déterminer  9' ,  soit  par  l'équation  algébrique  qui  cor» 
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respond à  l'équation  F^ — Ftstg  =  F^',  soit  par  PéqualioQ  cot  ^'z=z b  tang  ^ ,  si 
ronaF'c— F(p=:F^'. 

Puisque  ^'  ainsi  déterminé  est  plus  petit  que  a^^  le  cas  le  moins  favorable 
pour  la  réduction  est  celui  ou  ^'  sera  compris  entre  a^  et  a^\  soit  alors  F^^' 
égal  à  la  plus  petite  des  dei»  difierenee»  F«4 — F(p',  F^'— Fa»,  la  fonction 
F^^  sera  plus  petite  que  ^  (  Fa^ — Fa.) ,  et  par  conséquent  <7 Fa.  <  Fa,.  Si 
en  même  tems  F^"  est  <î  Fa,,,  ^"  sera  plus  petit  que  d**,8i88,  et  l'objet  de 
la  réduction  sera  rempli  par  deux  transformations  seulement.  Si  au  contraire 
F^'^  est  >•  ^Fa, ,  il  faudra  une  troisième  transformation  pour  réduire  les 
fonctions  £^,  F^  au  cas  où  l'amplitude  est  moindre  que  5%8i88. 

2^.  Si  l'amplitude  donnée  9  est  moindre  que  ag,  le  nombre  des  trans- 
formations qui  ne  pouvait  être  plus  grand  que  trois  dans  le  premier  cas, 
ne  pourra  surpasser  deux  dans  celuî-'ci^  et  se  réduiM  le.  plus  souvent 
à  ui>.  • 

De-Ià  on  voit  que  la  Table  aa&iUaire,  réduite  à  cinq,  termes.,  conduira 
aux  mêmes  réductions  que  la  Table  entière^  calculée  laiiorieusement  avec 
onze  termes  de  plus.  Mais,  taa^  qu'une  seule  transformatioB ,  Êâte  à  l'aide 
du  tableau  entier ,  suffit  pour  réduire  les  ionclicms  F(^'  et  £9  au  cas  où 
l'ampHtude  est  moin^Nt  que  5%  81 88,  il  fiiudra  cfoelqudbis  deux  et  même 
trois  transfibrmatioAs  sembliihles  p^ur  parvenir  à  la  même  réduction  ptr 
le  tableau  partieK  Ce»^  UanafinsmatiMië ,  il  eat.  yrat^i  se  font  pftr  <iU  simples 
formules  trigonoméiriques^  ;  maÔB*  c'eiOi  au  calculateur  à  balancev  les  avaiv- 
taf(es  et  les  incouv^nîcuM  des  deux  pneoédés. 

J'observerai  au  reste  qu'il  faudrait  ajouter  un  sixième  terme  à  la  Table 
auxiliaire,  si  l'aetgle  du  module*  éfeaiit  plus  grand  que  8li^;  cette  addition 
suffira  )usqtt'à  89^ ,  et  il  eat  inutile  d'aUbr  plus  loin.  Alors  le  n^flibce 
des  transfovQiationa  poumit  aller  )ii8qti'à  cinq ,  peMMt  obtem»  la  réduction 
cherchée. 


\ 
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Sur  la  construction  des  Tables  VIII  et  IX. 

s 

804.  JLa  mélliode  du  chapitre  VI  présente  beaucoup  d^vantages  par  la 
simplicité  et  Félégance  des  formules  qui  servent  à  construire  chaque  table 
particulière  pour  un  module  déterminé  ;  on  a  vu  que  les  calculs  s'exécu- 
tent dans  toute  l'ftendue  de  la  table ,  en  n'empruntant  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  qu'un  seul  Aément  qui  se  multiplie  ensuite  par  des 
formules  purement  trigonométriques  et  rigoureusement  exactes;  cependant 
Tusage  de  ces  tables  serait  peu  commode  dans  l'interpolation,  lorsqu'il 
s'agirait  de  trouver  les  fonctions  E  et  F  qui  répondent  à  des  valeurs  don- 
nées de  l'amplitude  et  du  module. 

11  paraît  beaucoup  plus  convenable ,  pour  cet  .'objet ,  de  construire  des 
Tables  dans  lesquelles  l'amplitude  et  l'angle  du  niodule  croissent  par  des 
intervalles  égaux  et  suffisamment. petits ,  deo*  à  gof®.  C'est  donc  entre  les 
deux  méthodes  proposées  dans  le  chap.  Hl ,  qu'il  faut  choisir  celle  qu'on 
regardera  comme  la  plus  facile,  pour  parvenir  à  un  degré  d'exactitude  dé- 
terminé. 

6o5.  La  seconde  de  ces  deux  méthodes  fait  trouver  directement  la  dif- 
férence seconde  de  la  fonction  E ,  ainsi  que  celle  de  la  fonction  F  ;  et  par 
ces  différences,  vérifiées  à  de  certains  intervalles,  on  parvient  a  former 
la  série  entière  des  valeurs  de  E  et  de  F,  comme  nous  l'avons  fait  voir  avec 
beaucoup  de  détail,   en  calculant  la  Table  II  qui  convient  au  module 

c  =  sin  45*. 

L'avantage  principal  de  cette  seconde  méthode  consiste  en  ce  que  les 
auxiliaires  qui  servent  à  déterminer  les  différences  secondes  des  fonctions, 
sont  beaucoup  plus  petites  que  celles  qui,  dans  la  première  méthode,  se- 
raient nécessaires  pour  donner  immédiatement  les  différences  premières  de 
ces  mêmes  fonctions.  Mais,  d'un  autre  côté,  les  en*eurs  sur  les  différences 
secondes  se  multiplient  suivant  la  progression  des  nombres  triangulaires, 
jdans  la  détermination  des  fonctions  principales  ;  il  devient  donc  nécessaire 
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de  calculer  ces  dîflférences  avec  deux  décimales  de  plus ,  ce  qui  fait  perdre 
toul  l'avantage  qu'on  pouvait  en  attendre;  et  si  on  n'augmente  pas  le 
nombre  des  décimales ,  il  faut  vérifier  les  résultats  de  distance  en  distance , 
puis  corriger  les  nombres  intermédiaires,  suivant  un  mode  de  répartition  " 
qui  est  plus  ou  moins  arbitraire. 

Cet  inconvénient  qu'on  a  pu  remarquer  dans  l'art.  722,  n'a  pas  lieu 
dans  la  première  méthode  ,  ainsi  que  nous  nous  en  sommes  assuré  par 
un  grand  nombre  d'essais,  et  cette  raison  suffit  pour  lui  donner  la  préfé- 
rence. Mais,  comme  on  n'a  pas  de  tables  usuelles  qui  passent  dix  décima- 
les, il  sei*ait  trop  difficile  de  calculer  les  fonctions  avec  douze  décimales, 
comme  nous  l'avons  fait  dans  la  Table  II ,  et  il  faut  se  borner  à  les  cal- 
culer avec  neuf  ou  dix  décimales ,  ce  qui  au  reste  est  plus  que  sufiisant 
pour  l'usage  ordinaire. 

806.  Notre  choix  étant  ainsi  fixé  sur  la  première  méthode  que  nous 
avons  nommée  Méthode  des  ordonnées  moyennes ,  nous  aurions  désiré 
pouvoir  construire,  pour  tous  les  angles  du  module,  de  demi-degré  en 
demi-degré ,  dés  Tables  particulières  semblables  à  la  Table  II ,  mais  cal- 
culées à  dix  décijnales  seulement;  la  réunion  de  toutes  ces  tables,  sans 
y  comprendre  les  difierences  qui  n'y  pourraient  entrer  qu'au  premier  oiv 
dre  et  en  amenant  beaucoup  de  confusion,  aurait  formé,  sous  un  assez 
petit  volume,  une  table  à  double  entrée  d'une  étendue,  suffisante  pour 
satisfaire  à  toutes  les  applications  où  il  s'agit  de  calculer  les  fonctions  E 
et  F  pour  des  valeurs  données  de  l'amplitude  et  de  l'angle  du  module. 
Mais  l'extrême  longueur  d'un  pareil  travail  ne  nous  a  pas  permis  de  l'en- 
treprendre, et  nous  nous  sommes  proposé  seulement  de  calculer  une  Table 
semblable  pour  tous  les  degrés  de  l'amplitude  et  de  l'angle  du  module. 
Cette  tache  encore  bien  pénible  a  été  heureusement  conduite  à  son  terme, 
et  la  Table  IX  qui  en  est  résultée  pourra  satisfaire  encore  long-temps  aux 
besoins  des  Géomètres;  d'ailleurs  elle  fournira  des  bases  certaines  et  bien 
vérifiées  a  ceux  qui  entrepr^draient  de  calculer  une  Table  semblable  d'une 
plus  grande  étendue  et  procédant  par  de  plus  petits  intervalles. 

807.  Pour  faciliter  la  construction  des  Tables  particulières  qui  composent 
la  Table' IX,  il  était  nécessaire  de  calculer  d'avance  et  avec  beaucoup  de 
précision ,  les  fonctions  F  et  E  pour  l'amplitude  de  4^*  ^t  pour  celle  de 
90*.  C'est  pour  ce  double  objet  que  la  Table  VIII  a  été  construite  :  nous 
aurions  pu  n'y  pas  comprendre  les  fonctions  ayant  go^  d'amplitude,  puis- 
que leurs  logarithmes  sont  donnés  avec  douze  décimales  dans  la  Table  I; 
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mais  la  réunion  des  deux  séries  a  procuré  une  fiioilité  de  plus  pour  la 
oonstructioQ  de  la  Table  générale  et  ne  peol  manquer  d'aroir  son  utitiië 
dans  d'autres  occasions. 

Nous  remarquerons  ici  que  les  formules  générales  pour  le  calcul  des 
fonctions  E  et  F,  se  simplifient  assez  notablement  dans  le  cas  d'une  am- 
plitude de  4^%  ce  qui  a  facilité  beaucoup  la  construction  de  la  Table  YIII. 
Rappelons  d'abord  que  les  formules  pour  calculer  les  fonctions  F  et  E, 
sont  en  général  F^  =  R^,  E^  =  LF^  -4*  P^  ^^^  ^*  D'ailleurs  la  valeur  de 
P  se  forme  au  moyen  des  équations  a»  =  ^"^  —  ^^  oà^ss  ^^  —  ^^,  etc. , 

tang  €ê=s3b  tang  ^,  taog  ai^  =  &^  tang  ç^^  etc. ,  r  =?  ^  cos  ai,  f^  ==: 

^  cos  €0%  etc. ,  d'oà  l'on  déduit 

P  =  ir-f.irr*4.|  n^r^  +  etc. 

808.  Voyons  maintenant  ce  qui  résulte  de  la  supposition  ^=4^^.  Alors 
les  équations  sin  (  2^  —  ^®)  =  c^  sin  (p^ ,  tang  «®  =  b^  tang  ^®  ,  donnent 

I  ^ 

tang  9^  =::?9  ^^S  ^^  ^^=^  T9  et  de  celle-ci  on  déduit  encore  sin  â)^  =  &^, 

oos  £»^  ss  c^  ;  ainsi  on  aura  à  la  fois  cot  ^^  =  £?^  et  cos  &^  z=:  à^^  la  pre- 
mière donne  la  valeur  de  (p^  et  la  seconde  celle  de  û»^  ^  on  connaîtra  ainsi 
f^  ss  ^^  *f-  «>^.  Dans  le  cas  où  c^  est  suffisamment  petit ,  il  conviendra 
de  calculer  ç^  par  la  suite 

ou  pour  abréger 

i,r  — (p«>  =  (i)-(2)  +  (3)-(4)4-etc., 
et  on  aura  en  même  temps 

Soit  z  la  somme  des  seconds  membres  de  ces  deux  équations ,  on  aura 
^  -.  ^00  ;_  2  ou  ç^=  ^  —  z. 

Connaissant  ainsi  Ç^  et  ^^ ,   il  sera  facile  d'avoir  Ç*^  par  l'équation 
tang  ù^^  =  b^  tang  Ç®*,  ou  par  la  série 

^000  _.  3(poo  _  ^000  gin  ^^oo  ^  1  (cl^y  sin  4^  —  etc. , 

dont  il  suffit  de  calculer  les  trois  premiers  termes;  ou  aura  de  même.. 
^0000 «-  2^000  —  ^oo«o  gj^jj  3^00.  11  résulte  de  ces  deux  équations ,^ où  Ion 

peut  supposer  c*»*»  =  (^  c^'>«'  )•  : 

i^oooo--.^^^^^  c-ogin  a»(i— |c«*®  cM2z)i 
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et  comme  <^  désigne  la  limite  des  quantités  ^,  ^,  ^,  etc.,  laquelle  peut 

être  censée  égale  au  cinquième  terme,  ou  aura 

0  =  ç  [tt  —  z  +  ^c^^sinaz  (i  — |c*~  cos  2»)]; 

ainsi  z  étant  déjà  connu ,  il  suffira  d'ajouter  à  'tT  —  z  la  petite  correction 
{  à^  sin  :iz  (  I  —  %  d^  cost  22)  et  de  diviser  le  tout  par  4,  pour  avoir  la 

valeur  de  0,  au  moyen  de  laquelle  on  trouve  F^  ==  KO  =3  7-*  .F'c. 

G)nnaiasant  F^ ,  on  connaîtra  la  partie  LF^  qui  entre  dans  la  valeur 
de  £9 }  «fuaut  à  la  seconde  partie  Pc  sin  (p,  elle  se  trouvera  d'une  manière 
très  ûmple  par  la  formule 

oit  il  faut  observer  que  le  premier  terme  \  c^d"  =^(1— ô),  se  trou-** 
vera  immédiatement  par  la  Table  des  sinus  naturels  à  i5  décimales,  com- 
prise dans  la  Trig.  Brit.,  si  toutefois  l'angle  du  module  d  s'exprime  exac- 
tement en  degrés  et  centièmes  de  degré. 

809.  Pour  vérifier  cette  valeur  de  Pc  sin  (p ,  il  fisiut,  daiks  la  formrule  géné- 
rale Pcsin^  =  7  cj/^^sin  <p*  (1  +  ¥  d"  cos ^'-f-J <?•<?••  cos <>®  cos^'*^  -t«1fctc.)^ 

substituer  les  valeurs  cos  «•  =  £:*•,  sin  ^  =3  — .  ■  .  ^^,  ,  ce  qui  donné 
d'abord 

Pc  sin»=:    .;    \_  o.n('  +ïc"  +  ^c^»c*»coflit*'-  +  J««»c«^d*''  €<)•#••  o^#*»*«  +^la); 

ensuite  pour  avoir  l'expression  des  quantités  cos  âi"?,  cos  âi*^*,  je  reprends 

les  équations  tang  ««*  =  b"  tang  (p" ,  ç**  =•  (p*  +  «• ,  tange»''  =  ;;5>    •  • 
tang  «••  =  ô**  tang  ^•^ ,  j'en  déduis  successivement 

wug^  I  —  teng  ^*»  tang  ••  c»»  — 6*»   • 

tangia)-  =  ^=tangûi*.Y/jr,     cos  o^^^' =  ^jrqp^  i 
en  continuM^I  cette  analyse,  on  trouvera 

/  I  ft*** — tâim*  i^^ 

tang  i  û)--  =  tang  tà'^.\/ ^,  cos  «••-  =  fe^.^^^.  i 


«  •  « 
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ainsi  à  l'infiini.  On  voit  donc  que  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  les  quantités 
Cêy  cà^y  ùâ^f  ûn^^y  ctc. ,  sc  calculeut  facilement;  savoir,  la  première  au 
moyen  de  l'équation  tang  a»  =  6,  la  seconde  au  moyen  de  l'une  des  équa- 

tions  tangû>'=— ,sina'=J®,  cos«*  =  c*,  langi«**=tang û>.*/^=  v^A, 
les  suivantes  au  moyen  des  équations  tang  |  »••  =  tang  a®  .  \/r;  =  —^^  » 

tang  ^  «"^  =  tang  û>**.  y/^,  tang  ^  cê""^  =  Ung  a^ .  t/-^  ,   etc. ,  ce 

qui  offre  des  formules  assez  remarquables  pour  le  cas  oit  l'on  a  ^  =  45"". 

Maintenant  qu'on  connaît  les  valeurs  de  cos  »••  et  cos  «•*• ,  -si  on  les 
substitue  dans  l'expression  d^Pc  sin  ^,  et  qu'on  y  substitue  également  les 
expressions  connues  de  c^  en  c* ,  et  de  c*'*  en  c*** ,  on  aura ,  en  dévelop- 
pant ces  quantités  jusqu'à  la  dixième  puissance  de  à*  inclusivement,  l'ex- 
pression que  nous  avons  rapportée  du  terme  Pc  sin  ^,  laquelle  est  très 
fiicile  à  calculer,  et  donne  au  moins  la  décimales  exactes,  tant  que  l'angle 
du  module  ne  surpasse  pas  sin  4^^* 

C'est  par  ces  formules  qu'on  a  calculé  les  fonctions  F  (4^'') ,  E  (4^*)  de 
la  Table  YIII,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'angle  du  module  de  o*"  à  4^'';  au- 
delà  de  cette  limite ,  on  a  fait  usage  de  la  méthode  des  modules  croissans  , 
^rt.  76:2,  laquelle  ne  présente,  pour  le  cas  de  ^  =  4^'' 9  aucune  formule 
remarquable  ,  si  ce  n'est  pour  déterminer  ^' ,  l'équation  sin  4^'  =  ^'• 

810.  Pïous  allons  maintenant  expliquer  avec  détail  les  différens*  procédés 
que  nous  avons  suivis  dans  la  cofastruclion  de  la  Table  IX ,  et  nous  pren- 
drons d'abord  pour  exemple  le  calcul  d'une  Table  particulière  des  fonc- 
tions E. 

Soit  et  l'arc  d'un  degré  ,  ou  eb  =  -^ ;  soit  û>=:^  +  »*j  ®^ 

y^(  I  —  c*  sin*  cû)ss  £i  '(^eo)  ;  si  on  prend  l'auxiliaire  p  =  a^cà ,  on  aura  éh 
général  pour  construire  la  Table  des  fonctions  £ ,  la  formule 

On  calculera  donc  pour  les  valeurs  successives  ^  =s  o® ,  i^^  ^^9  ^^9  etc. , 
les  valeurs  correspondantes  dé  Fauxiliâire  p  ;  on  observera  de  plus  que  la 
valeur  p  pour  ^=  —  i^  serait  la  même  que  pour  ^  =  o^  j  :on  placera 
donc  deux  fois  cette  première  valeur  de  p ,  l'une  sur  la  ligne  de  ^  =  o  , 
l'autre  sur  ,1a  ligne  sijijyérieure ,  ce  qin  sera  nécessaire'  [iour  fiMrmer  cette 
ligne  où  l'op  doit  trouver  |a  différence!  seconde  J^*/?^  q|td  .entre  dans  la 
première  valeur  dé  'i^  "celle  qui  répond  à  9  =  o.  "" 


?  <> 

a     •      .    .  . 


CHAPITRE  XII.  i65 

A  mesure  qu'on  aui*a  calculé  ime  valeur  de  p ,  celle  valeur  servira  à 
ajouter  un  terme  de  plus  aux  colonnes  des  différences  dans  les  lignes  su- 
périeures. Au  commencement  de  la  Table  et  même  jusqu'à  des  termes 
assez  éloignés  tels  que  ^  s=:  4^^  ou  Se"*,  il  suflira  de  prendre  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  valeur  de  cTE ,  savoir  :  cTE  =  p  +  ^  J'^p*  j  car  nous 
supposons  constanunent  que  les  valeurs  de  p  sont  calculées  avec  dix  dé- 
cimales ,  et  qu'on  en  conserve  neuf  seulement  dans  les  valeurs  de  /E. 

Lorsque  par  le  progrc's  de  l'opération  ,  on  Reconnaîtra  que  le  troisième 
terme  —  jyfj  J^^p***  peut  influer  sur  la  dernière  décimale  de  cTE,  il  faudra 
tenir  compte  de  ce  terme.  Mais  alors  on  devra  ajouter  un  terme  de  plus 
à  la  colonne  des  p ,  ce  terme  qui  répond  à  ^  -f"  ^  étant  nécessaire  pour 
avoir  la  différence  cT^/i*"  qui  entre  dans  la  valeur  de  cTE.  Jamais  on  n'aura 
besoin  de  calculer  un  terme  de  plus  de  la  formule. 

Les  mêmes  procédés  s'appliquent  au  calcul  des  fonctions  F,  avec  cette 

seule  difi*érence,  que  l'auxiliaire  P  a  pour  valeur— ;  ainsi  le  logarithme 
connu  de  A^  servira  à  calculer  k  la  fois  les  deux  auxiliaires  p  z=  aAcù , 
P  =  — .  Il  faut  observer  seulement  que  les  différences  croissant  plus  rapi- 
dement dans  la  Table  des  fonctions  F,  il  faudra  beaucoup  plus  tôt  faire 
entrer  le  troisième  terme  de  la  formule  dans  la  valeur  de  /F. 

En  formant  la  colonne  des  diffiérences  cTE  et  cTF,  réduite  k  neuf  déci- 
males, il  sera  bon  de  faire  une  marque  particulière  aux  termes  dont  la 
dernière  décimale  n'est  exacte  qu'à  j  ou  au  moins  ^  d'unité  prés.  Cette 
marque  sera  utile  pour  faire  sur  la  table  les  légères  corrections  qui  seraient 
indiquées  par  la  diffSérence  qu'on  pourra  trouver  entre  les  fonctions  don- 
nées par  la  Table  pour  les  amplitudes  de  45**  et  90**,  et  celles  qui  auront 
été  calculées  d'avance  par  la  méthode  directe. 

811.  11  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  comment  on  doit  calculer  le  loga* 
rithme  de  Aœ.  Au  commencement  de  la  Table  et  jusqu'à  une  limite  assez 
éloignée,  faites  sin  A  =  c  sincû;  appelez  a  l'angle  qui,  dans  la  Table  à  dix 
décimales,  approche  le  plus  de  A,  et  soit  la  différence  /  ^n  A  —  /  sin  azz:/*; 
vous  aurez  avec  une  exactitude  suffisante  /  cos  A ,  ou 

log  A  s=  log  cos  a  —  r  tang*  a , 

et  l'on  voit  que  la  correction  r  tang^  a  n'a  pas  besoin  d'être  calculée  avec 
beaucoup  de  précision  ,  tant  que  l'angle  a  sera  d'un  petit  nombre  de 
degrés. 
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Lorsque  l'angle  a  approchera  de  4^*,  on  pourra  (aire  plus  exactement 
log  tkzs=Ll  cos  a— -Rj  logR  =  log(r  tang*  a^^  r-^-r  tang^ a. 

Si  l'on  avait  i  sin  A  =  /  sin  a  —  r ,  il  faudrait  faire  log  A  =  /  cos  a  +  R, 
log  R  =:  log  (r  tang*  a^^^r^^r  tang* a. 

'Lorsque  l'angle  a  sera  plus  grand  que  4^"*  >  la  correction  R  devenant 
plus  grande  que  r,  les  erreur^  se  multiplieraient  par  la  formule  précédente, 
et  il  faut  lui  en  substituer  une  autre.  On  mettra  alors  la  valeur  de  A  sous 

cette  forme,  A  =  h^\i  +  ^  ^    J,  et  faisant  tang  A  =^^^  on  aura. . 

A  =  — T  «  Soit  a  l'angle  de  la  Table  qui  approché  le  plus  de  l'angle  A 
dont  on  connaît  la  tangente ,  et  soit  /  tang  A  =  /  tang  a^  r\  on  aura 

l  cos  A  =  /  cos  a  —  /'  sin*  a  (  i  -f-  Mr  cos*  n) , 
du  si  l'on  finit  /  cos  A  =  /  cos  a  — •  R ,  on  aura 

/R  =  /  (rsin*  a)  +'•— ^  sin^a,     ensuite  log  A=:  log -f-  R- 

Cette  formule ,  dont  le  calcul  est  aussi  facile  qu'il  est  possible ,  ne  laisse 
rien  à  dé^rer ,  et  pourrait  même  servir  dans  toute  l'étendue  de  la  Table 
sans  exception  ;  mais  le  calcul  de  la  première  est  plus  simple  ^  tant  que 
c  sin  m  est  ^  sin  4^''- 

Si  l'on  avait  /  tang  A  =  /  tang  a  —  r,  la  formule  deviendrait 

logB.  =  log  (r  sin*  à)  —  r^^r  sin'  «,  log  A  =  log  t \  —  R. 

Connaissant  A  pour  une  valeur  déterminée  de  »,  on  connaîtra  à  la  fois 

les  deui;  auxiliaires  /?  =  «A,  P  =:  — ,  l'une  pour  la  Table  des  fonctions  E,  ' 

l'autre  pour  celle  des  fonctions  F.  Ces  auxiliaires  devront  être  placées 
chacune  sur  la  même  ligne  que  la  valeur  de  ^,  d'où  elles  sont  déduites, 
en  faisant  û>  =  ^  +  7a;  on  y  joindra  leurs  différences  successives  con- 
tinuées ji:|squ'à  l'ordre  où  les  différences  de  l'ordre  suivant  seraient  négli- 
geabl^es  ou  fort  inégales.  On  en  déduira  ensuite  les  valeurs  de  J^E  et  de 
tfTF,  suivant  les  formules  que  nous  avons  rapportées. 
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CHAPITRE  XIII. 


Calcul  détaillé  de  la  Trahie  particulière  pour  le  module 

c  =  sin  63^ 

8ra.  J3I0US  prenons  pour  exemple  un  module  un  peu  grand,  parce  que 
les  calculs  deviennent  plus  difficiles  vers  la  fin  de  la  Table,  à  raison  de 
la  grande  inégalilé  des  diilerences  ;  on  verra  cependant  que  les  résultats 
n'en  sont  pas  moins  sûrs,  en  prenant  les  précautions  convenables.  Du 
reste,  nous  entrons  dans  fous  les  détails  uécessaires  pour  qu'on  puisse  fa-^ 
eilement  saisir  la  méthode,  et  l'appliquer  a  tout  autre  module. 


O  I 


^  =  0%  â>==0**i 

C 9>94988  08840  7   cosa 9>99998  69338 

sin« 7>94o84  18696  8   R —   623 

«in  A 7*89072  27437  5    A 9^99998  68715- 

sin  a 7,88969  04944     m 8,24187  78676 

r  =     io3  22493  5    p 8,24186  4^391 

P 8,24189  04961 

r 7,01378  46 

tang'a 5, 77940  71  />....'.....  =  0,01745  27649 

2,79319  17        P =  0,01745  38201. 

r +  io3  22 


R 2^79422  3^ 

Dans  ce  cas  et  dans  le  cas  suivant,  on  aurait  pu  faire  plitt  simplement 
le  calcul  de  A  par  la  formule  I(^  A  ss  ^  log  (i  — c^sin*  »)  s=s—  \  me*  sin'û»; 
ensuite  »  devenant  un  peu  plus  grand ,  on  aurait  les  formcKles  plus  ap- 
prochées r  =s  à^  sin*  û>,  )og  A  =  —  R,  log  R  =  log  (imr)  -+-  i 'wrj  mais^ 
nous  avons  préféré  de  suivre  toujours  la  même  marche.. 
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CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


w     •        •        • 

sin  m  . 
sin  a . 


9,94988  08840  7 
8,41791  90153  9 

8,36779  98994  6 
8,36768  o58ii 

II  93i83  6 


c.  .  .  9,94988  08840  7 
sini»  .  8,63967  95616  1 

8,58956  04456  8 
sin  a.  8,58963  98005 

r  =  —    7  93548  2 


r.  .  .  .  6,07670  73 
taog^a.  6,73559  73 

R  .  .  .  2,8i23o  46 


jo  =  0,01744  85446 
P  =  0,01745  80418 

r.  .  .  .  5,89956  33 
taDg*a.  7,17993  63 

R  .  .  .  3,07949  96 


cosa.  . 
R  .  . 

A  .  .  , 

K .  .  . 

D.  •  ■ 

P.  .  . 

oosa 
R.  . 


A 
et. 


P' 
P. 


9*99988  19043 

9*99988  18394 
8,24187  73676 

8,24175  92070 
8,24199  55282. 


9*99967  »63o9 

+       1201 

9*99967  »75io 
8,24187  73676 

8,24154  91 186 
8,24220  56i66. 


p  r=  0,01744  01059 
P  =  0,01746  64891 

Cette  valeur  de  P,  auxiliaire  de  la  fonction  F,  jointe  à  la  valeur  correspon- 
dante cT*?*'  =  42358,  donne  pour  (p  =  2%  la  différence  cTF  =  P  +  jï^  cT^P* 
=  1746  66655  ,  où  il  faut  remarquer  que  le  retranchement  du  dernier 
chiffre  laisse  une  incertitude  d'une  demi -unité  sur  la  neuvième  décimale 
de  cTF.  C'est  ce  qu'on  a  exprimé  dans  la  Table  par  le  signe  -f-  mis  à  la  suite 
de  la  valeur  choisie  J'Y  =  1746  6665+.  On  aurait  pu  également  prendre 
•  J^F  =  1746  6666  — .  Nous  verrons  ci-après  l'usage  de  cette  notation,  pour 
corriger  les  petites  erreurs  qui  peuvent  résulter  du  progrès  de  l'opération. 


c/  .  .  9*94988  08840  7 
sin#  .  8,78567  52787  7 

cosa.  . 
R  .  .  . 

9*99935  601 i3 
+   5461 

taDg^a.  .  7,47276  807 
r 6,26453  993 

8,73555  61628  4 
$in«  .  8,73574  oo45i 

A  .  .  . 
«t  .  .  . 

9*99935  65574 
8,24187  73676 

R  .  .  .  .  3,73730  800 

;  =  ^    18  38823 

/>  .  .  . 
P  .  .  . 

8,24123  39250 
8,24252  08102 

p        1742  74532 
P  =  1747  91702. 

<P  =  4 

%  «  =  4-  f 

■ 

^.   •  9*94988  08840  7 
s'int  .  8,89464  32984  I 

cos  a. 
R  .  . 

A   .  . 
«  .  . 

p  •   • 
P  .  .  . 

•  9*99893  63682 
—  i83i 

taog*a.  .  7,69110  io3 
r.  .  .  .  .5,57167  390 

8,84452  41824  8 
sin  a  .  8,84448  68855 

.  9,99893  6i85i 
.  8,24187  73676 

.R  .  ...  3,26277  493 

r  =      3  72970 

.  8,24081  35527 
.  8,24294  II 825 

p   =  1741  05926 
P  =  1749  60972. 

CHAPITRE  XIII.  169 

c 9,949^^  08840  7       oosa 9199840  98748      tang*a 7)86626  810 

sin  «...  8,98157  28715  4      R +  6627       r 5,955o5  o5i 

8,93i45~l755B~i      A 9,9984rô5375      R 3,82i3i  ë6i 

sin  a...  8,98154  39282  « 8,24187  7867Q 

r  =         —  9  01676           p 8,24028  79o5i  p  =  1788  95324 

P 8,24346  68801  P  =  1761   72864. 

c 9,94988  08840  7       cosa 9»99777  9^564      tang*^ 8,01190  777 

sin  •».  .  9,o5885  87568  7      R "         —      647      r, 49799^^  *^7 

9,00878  96404  4      A 9>99777  949^7      R ••  2,8iii5  984 

sin  a...  9,00373  344^4  '*•• 8,24187  78676 

r  =            eï^âT"    /, 8,28965  68598  p  =  1736  42882 

p...^....  8,24409  78759  p  =  1754  27581. 

•     •(?  =  7%  »  =  7*  1 

c 9,94988  08840  7   cosa 9*99704  86809   taiïg*  a 8,186916  4o6 

sin  «...  9,11569  76687  3   R —  725o   r 5,72887  849 

9,06557  85528    A 9'997o4  29059   R 3,86084  2i55 

sin  a...  9,o6552  56622   '  » 8,24187  78676 

r  =      5  28906    p 8,28892  02735  p  =  1788  48574 

P 8,24488  44617  p  =  1757  25868. 

c 9*94988  08840  7   cosa.....  9,99620  17898  Ung^a....,  8,24662  4^9 

sin  «>...  9,16970  20867  8   R... —  11818  r 5,80709916 

9,11958  29708  5   A 9,99620  06080  rUng'a...  4*05872  385 

sin  a...  9,11951  88852     « 8,24187  78676  r ;..       6  4i4 

r  =      6  4i356    p 8,28807  79756   '"tanjra... ij3^ 

P 8,24567  67596   R 4,05378  862 

p  =  1780  12697 

'     P  =  1760  665i2. 

(P  =  9%  »  =  9*  i. 

c 9,-94988  08840  7   cosa 9,99525  34714   tang*a 8,34437  695 

sin«...  9,21760  92289  4   R -—  10645   r.'..M. 5,68272  796 

9,16749  01180     A 9,99525  ^069  4,02710  491 

sin  a...  9,16744  19484     « 8,24.187  78676  r 4  816 

r  =       4  81646     p 8,28712  97745  rXxùfta.,.   ^1^ 

P 8,24662  49607   R 4,02715  418 

p  =  1726  35368 

P  =  1764  5i34o. 

T.  11.  22 
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œNSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 


^  =5=    10%      •  =r   10^  ï 


9,94988  08840  7 
9,a6o63  5o434  5 

9,2io5i  39275 
9,2io5o  38600 

I  00675 
P  =  1721»  16776 

P  :;?:   176Ç  80224. 


C..« 

sîn  «.:. 


cosflp 9»994ï9  836o2 

R —    2726 

A. 9'994i9  80876 

*. ,.  8,24:187  73676 

/>.. 8,23607  54552 

P 8,24767  928o« 


taDg*a 8,43261   10a 

r 5,00292  164 

rtang*a..  3,4^553  264 

r 1   007 

rtang*a..  27 

R 3,43554  298 


(P  = 


11"^     âtf 


II-  f 


c 

siil  #... 

sin  a... 


9,94988  08840  7 
9^,29965  53093 1 

9>24953  61934 
9,24958  3o382 

r:^'Z         4l»448 

jl  =  1717  57132 
F  -as^  9^78  53578. 


C*........  9,94988  »884o  7 

sia«r..«  9,33533  67506  I 

9,28521  76347 
rina...  9^,28523  08498 


coio*..^.  9i^993o3  58856 
R +  i5265 


!»■  ■  *« 


À »«.  9t993o3  74121 

«e 8,24187  73676 

p..*....^.  8,23491  47797 

P 8,24883  99555 


cosa 9>d9i76  96100 

K +    5io5 


taog^a 8,5i3o9  43f 

r. 5,67066  139 

4,18375  570 

r ^...  —  4  ^4 

r  tang'a. . .         —       1 53 


R 4,18370  733 


"f  ' 


r  =  —         I  32i5i 

p  z=  1712  56667 
P  =  1778  74860. 


c 9,94988  08840  7 

sin  «...  9,36818  52534  I 

gL,.3)i8o6  61875 
•ÎB  â»...  9^^391807  69767 

r  7>  ««-         I  08892 

/>  =  1707  i5635 
P  =  t784  35572. 


A 9y99^77  oi2o5 

« 8V24187  73676 

p. ^  8,.23364  7488Î 

F» 9,25010  72471 


(l^=;   i3i%,     (M  =   i5^  f 

cûsa 9>99^39  544*0 

R 4-    49*û 

A«».....«M.«  9f>9!9^^  ^93ii3 
4h*.«*'«**...  8,24187  73^76 

^— .«•..., ft, ^227  82988 
P^... ......  8^5^48*  14364 


tangua  ....  8,58692  248 
r 5,12107  045 

3*70799  293 
r —   I   822 

rtiiag^^a...         —         Si 
K 3,70797  920 


taug!|aa*..,  8;,65536  807  < 
^ 5,03499  7^3 

3[,  69086  080 

rtaog*a...        —        49 
BL«M#«*»»«^.  3,69084  897 


CHAPITRE  XllI. 

^ 9,94988  08840  7       eosa 9,98891  75n9 

sÎD  •>,..  9,39859  96421  3      R —  29706 

9,34848  05262  A 9,98891  45413 

sin  a...  9,34842  38020  m, 8,24*87  73676 

r  =  5  67242  p 8,23oj9  19089 

P ^  8,25296  28263 

p  =   1701   34312 

P  =r  1790  45259. 

c 9*94988  08840  7       eosa 9,96732  S7854 

•ia  m,..  9,42689  88240  2       R -—     1578 

9,37677  97081           ^.».....^.«  9,98732  66276 
sin  a...  9^7677  70834  « 6,24187  73676 

r  "=.  26247  P 8,22920  29962 

P 8,25455   17400 

p  =:    1695    12994 

P  =  1797  oi5i6. 

<p  =   16*,     û,  =  i6*  i. 

c: 9,94988  08840  7      eosa 9,98662  944^6 

êÎB  «..•  9,45334  18046  3      R *-    6947 

9,4o322  26887  A 9,98662  88478 

fiin  a...  9,4o32i  39970  «. 6,24187  73676 

r  =  86917  p 8,22760  621S4 

P 8,26624  86198 

p  =s   1688  62002 

iP  =   1804  04979. 

c 9,94988  08840  7       00s  a«....  9,98382  28068 

sin  #...  9,47814  i8o4i  2       R. -{-  10340 

9,42802  26882  A, 9,98382  38398 

sin  a....  9,42803  60672  «• 8^24.187.^676 

r  =  —         I  33690  p .»..  8,22570.19074 

P. 8,^258pj5  35*78 

p  =s  1681  61679 

P  =  181 1  56336. 
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tang*<i 8,71901  266 

r 5,75376  838 

4,47:278  096 

r 5  672 

rfang^ii...  297 

R..... 4)47^4  066 

tang*tf 6,77890  260 

'••• 4,41907  967 

3,19798  227 

rVftng*a...  16 

R -. 3,19798  5o5 

XBÊïfa 8,ffî5i6  911 

^•— •• 4,98910  473 

3,77427  384 

rtMif^a....  59 

R 3,77428  3i2 

UBg«a 8,88842  65o 

Tw* 5,12609  892 

4»oi452  542 

r« •««••••  Mi4.«*         ^~  I  337 
rtan^o...        — -      io3 

R 49O14S1   102 


:ia.. 


17a  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 

(p  =  18%    a  =  i8*  f 

c 9^949^  08840  7       oofla 9998191    ii6o3  tang'a 8,98887  079 

sin  «...  9,50147  64453  6      R —    9358  r. 5,o323o  087 

9, 4^135  73294  3      A 9998191  02245  3,97117  116 

sin  a.  .  9,45x34  65573  «...., 8,24187  73676  r i  077 

T^^""    p 8,22378  75921  '■**"s*^ ?i 

P 8,25996  71431  R 3,97118  286 


r  == 


p  =  1674  12388 
P  =  1819  56319. 


^-.  irw»  i 


(p   =  19%  «  =  19*  i 


c 9)949^  08840  7  oosa 9997988  80210  UDg*  a 8,98696  769 

sin  «T....  9,52349  52365  4  R 4^49  '* 4'^^^  ^1^ 

9,47337  6i4o6  A 9,97988  76061  3,61790  38i 

sin  a...  9,47337  i8656  m\ 8,24187  78676  r. 4^(7 

r  =  4^^Ï57"  p 8',22176  49737  '•tangua.... 4i 

P 8,26198  97615  R 3,61790  849 

p  =  1666  34520  . 

P  =  1828  05712. 


(p  ;=   20^,      Cù   =   30*   7. 

c 9*94988  08840  7       cosa 9*97775  9^588      Ung*a 9,08282  549 

sin  «..». 9^54432  52953  9      R —  36860      r. 5,53369  ^T 

9,49420  61794  6      L 9*97775  55728  4,5665i  8^ 

sin  a...  9,49417  20057           m »  8,24187  78676       r. 3  4in 

r  =               3  41787  6      p 8,21968  29404  '•tangua.... 368 

P 8,26412  17948      R 4,56655  611 

p  =  i658  i8484 
P  =  1887  o5846. 

^    =.21**,       ûû    =    21*    7. 

C 9»949^  08840  7   oosa...  9,97551  75659  tangua..-.  9,07681  271 

sin*»...  9,56407  54326  2   R —  38666  r 5,5io48  455 

9,51895  68166  9  à 9**97551  86998  4,58729  726 

sîna...  9,51892  39212     mm, 8,24187  78676   r. 3  240 

r=      8  28954  9  p: 8,21789  10669  ''**"«'^-  386 


p  =  1649  ^47 '7 
P==  1846  56104. 


P 8,26686  86683   R. 4>58738  352 


CHAPITRE  Xm.  175 


o     z 


r 9,g49^  08840  7       cos  a. .  .^9,97316  17704  tangua...  9,11911  ^ï6 

sin  « . .  9,58283  96605  8      R —    2226  r 4,Ti2843  886 

9,53272  05446  5  à 9,97316  15478  3,34755  3o2 

sina..  9,53271  88525     m 8,24187  73676  169 

r=      Te^^TT   p 8,2i5o3  89154  '•^^^g'^-   ^ 

P 8,26871  58198  R 3,34755  493 


p   =  1640  73679 
P  =  i856  58920. 


(p  =  33%  a>  =   23^  i. 


c 9>949^  08840  7  CCS  a. . .  9997069  863o6  •  tang*a. . .  9. 16976  44' 

sÎDM..  9,60069968199  R +*  389   r 3,43013958 

9,55o58  o566o  6  A 9'97<^  86695  2,68990  399 

«în  a. .  9,55o58  o8353     m 8,24187  73676   r ..269 

r  =  I^^      2692  4  p 8,21257  6037*7  rtang^g..      —   4 


p  =  i63i  4^852 
P=  1867  14780. 


P 8,27117  86981   K 2,58990  126 


(P  =  2\%      ùù   =  34»  l 


C 9,94988  08840  7   ces  a...  9,96812  79369  tangua...  9,19891  769 

ftin  0, .  9,61772  69586  8   R —  33296  r 5,32344  9^ 

9,56760  78427  5   A 9,96812  46073  4» 3^236  678 

sina..  9,5675867832  ^m 8,34187  73676   r 2  106 

r=      TTol^      p 8,21000  7^749   '^*a°g*«- 333 

P 8,27375  27603   R 49^2^39  117 

p  =  1621  81747 
P  =  1878  24724. 

^  =  35**,   ûr  =  35"  î^. 

c 99949^  08840  7   ces  a...  9,96544  06799  tang'a...  9,23682  845 

sin#..  9,63398435026   R — -  17823   r. 5,oi4i4  76a 

9,58386  52343  3   A 9,9654388976  4,26097  627 

sina. .  9,58385  490^2    • 8,a4'^7  73676   r 1  o33 

r=      i   o33ii  3  p 8,3073r6^   rtang*a.. 178 

P 8,37643  84700   R 4925098  838 

p=   i6fi  81898 
P=:  1869  ^46- 


174  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

c 9,g49^  08840  7   00s  a.  • .  9,96264  4^^®4  isin^a. . .  9»S7349  ^74 

sin  «.  .•9,64952  74^74  ^      ^ —  34582   r. 5,26533  843 

9,59940  832i4  7   A. 9,96264  10722  4f53882  917 

sîn  a.  .  9,59938  98994     « 8,24187  73676   r. 1  84^ 

r  =       I  84220  7   /^ 8, 20451  843^  rUiig^a. .  ____J46 

P 8,27923  62954   R 4,53885  io5 

p  —   1601  46864 
P  =  1902  11292. 


•  I 


c 9»94988  08840  7  C08  a. . .  9,96972  96967  taog^tf . . .  9,30912  424 

sm«..  9,66440  55998  o  E.  ..^. .             -f-  10663       r. 497^^7^  '^^ 

9,61428  64838  7      A 9*95973  o663o  4902788  676 

gîna..   9,614^^9  17170           m 8,24187  73676       r —  S%3 

r  =            —  52331  3      /> 8,20160  8o3^  rUng'a. .  —  '<>7 

P 8,28214  67046      R 4,02787  946 

/>  =  1590  77234 
P  =  1914  90267. 


(p  =  28%     û>  =  28**  i. 


c 9^949^  08840  7  cosâ...  9,95670  41639  tangua...  9,34370  679 

«în  «. .  9,67866  29015  4   ^ +  30390   r. .'•  5,s39o3  769 

9,62854  37856  I  A 9,96670  720!^  4)4^^74  44^ 

sin  a. .  9,62855  75589     m 8,24187  73670   r. — -  i  377 

r   =  '^         1  37732  9  p 8,19858  45705   '•**ng*«-  —   ^04 

P- 8,28517  01647   ^ 4,48272  767 

p   =  1679  73620 
P  =  1928  28o3o. 


(p   =  29«,a  =  29«f 

c 9>949^  08840  7   cosa...  9,95356  77120  tang*a...  9,37732  5i2 

fin  m. .  9,69233  88236  6   R -f.  26188   r. 5,o2385  182 

9,64221  97077  3   A 9,95357  o23o8  4,40117  694 

sin  a..  9,64223  02723    • 8,24187  73676   r. . .' —  1  o56 

r  =  H    I  06645"^  p 8,19544  76^  rtaiig'a..    —   262 

P 8;2883o  71S68   R 4,40119002 

;>  =  1668  36665 
P  =  1942  26897. 


CHAPITRE  XllI. 


1^5 


(P 


c 9194988  08840  7 

sitf*..  9^70546  88745  5 

9,65534  97586  2 
sisa..  9,65534  834^5 

r  =        i4i6i  2 

p  =  i556  6.7038 
P  =r  1956  85242 


CCS  a...  9,95o3i  96585 
Bt —  364o 

A.  .. ..;  9,95o3i  92945 
« 8,24187  73676 

p 8^19219  666^1 

P 8,29155  80731 


tangua...  994*oo5  737 
r 4>^5iio  oo5 

3,56ii5  742 

r 142 

rUn^^a,.  36 

R 3,56ii5  920 


<p 


c..«..  91,94988  08840  7 
frn«..  9,7r8o8  51017  9 

9,66796  59858  6 
Bina.,  9,66794  64674 

r  =  I  95184  6 

p  z=z   1544   65439 

p  =  1972  07493 


=r  3r%     a>  =  5t«i. 

cosa...  9*94695  93567 
R......  —  54006 

^ 9»9^5  ^9^61 

iT^.  .  .  .  «r   8,24187   73676 

P', 8,i8883  i3237 

F 8,f29492  341*1 5 


tai(kg?  a, .  ••  9,44*97  4^^ 
r 5,29044  ^55 

4,73241  977 
1  952 
540 


r  •  9    «"^a  •'  •  •  • 

rtaag^a. . 


R 4*73244  469 


(P 


«•:•••  9r9fe88  08840  7 
siwiv.»  9^^3o2i  65240  o 

9y68oo9  74080  7 
sNi  a. .  9,68009  46562 

r  =        27518  7 

p  ==  i532  32598 
P  =  Ï987  94137 


1=    3a^,>     (0  :az:  32«i 

oiOf  a. ..   9,94347  4^*45 
R»'.  ....  —     oio2 


^ 9>94347  37963- 

a 8,34187  73676 

/>. »,ri8535  11639 

F. 8,.2984o  35713 


tan^dP .  ^ .'  9^47324  008 
''• -  4>4^a  791 

3,91286  799 

f. 275 

rtaog'a*.  82 

R 3,91287  i56 


(P  -=.  SS^, 


a» 


5?t«f 


c -^^94988  08840  7 

sm:#'. .  9974188  94971  3 

9469177  o38i2 
shra..  9,69178  OI25& 


JKt-<  •  •  • 
ii>^«<  •  •  • 


r  —  —  97446 

/>  =  i5i9  69274 
F  =  2004  4^7 '7- 


9^^987  53iii 
+  Sto86 

9^9*987  84*97 
d^ydi^iS^.  73676 

d,ri8i^  57873 
8>ïbi99  894:79 


^nffa . . .  9i,5o38o-  96S 
^. £^876r4» 

4:,49257  365 

-^974 
—  3ii 


rtangTa*  • 


R .  4949^56  080 


176  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

(p  =  54',     a  =  54«i 

t 

c 9,94988  08840  7   cosa...  9,93617  28891   tang*a...  9,53364  027 

sin*..  9,75312  80269  o   R —  54280  r 5,20097  546 

9,7o3oo  89109  7   i& 9,93616  7461 1  4>7M^^  ^7^ 

sina..  9,70299  30264     « 8,24187  73676   r i  588 

r=  1  58845  7   ;, 8,i78o4lfe8"7  riang^a., 543 

P 8,3057099065   R 4,73463704 


p  :=   i5o6  76259 

P  =  2021  66832. 


(P  =  55*,  û)  =  55*»^ 


c 9,94988  08840  7   cosa...  9,93234  22i52  tangua...  9,56297  .653 

sin  «. .  9,76395  4o365  5   R —  16227  r 49^4?^  79^ 

9,7i383  49206  2   ^ 9)9^2^4  05925  49^^022  449 

sin  a..  9,7i383  04820     « 8,24187  73676   r 444 

r=        44386"2  p 8,17421  79601  '■^»ng'«-  ^ 

P 8,30953  67751   R 4î2'023  o55 


/)  =  1493  54379 
P  =  2039  56i36. 


(P  =  36%  «  =  56**  f 


c 9)949^  08840  7   cx>sa...  9,92839  41671  tang*a...  9959176  585 

sin  <». .  9,77438  75973  3   R. . . .  .*.     +  33632   r. 4>9^499  ^06 

9,72426  84814    ^ 9,92839  753o3  4*^2675  891 

sîna..  9,72427  70912     «e 8^24187  73676  r — 861 

r  =r  —            86098"  p 8,17027  48979  '•«a°6*«-       —  ^^ 

P 8,3i347  98373   R 4,52674  694 


p  =  1480  04492 
P  =  2o58  16334. 


<p  =  57%  œ   =  5fi, 


c 9*94988  08840  7   cosa...  9,92434  12467   tangua...  9,61995  816 

sin«..  9,78444  71278  3   R —  32o33   r 4^88562  692 


9,73432  80119    A 9,92433  80434  49^0558  5o8 

sin  a..  9,73432  03272     « 8,24187  73676  r...>....        768 

r  =        76847     p 8,16621  54110"  '•t^ng*^-  •  __^_il^ 

P 8.3175393242   R 4,50559596 

p   =:  1466  27494 
P  =  2077  49*83. 
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177 


r-   .  .  .  9,94988  08840  7 
sîn  m.  .  9,794»4  9^670  7 

9,744o3  o45ïi  4 
un  a.  .  9,74404  49^83 

r  =  —         I  44^71  6 

p  =:  1452  ^^Z\Z 
P  =  2097  56489. 


ip  =  58%    «  =  58*  i 

costf..  •  9,92015  55343 
R -f"  64290 

À..  .  .  .  9,92016  19633 
......  8,24187  73676 

p 8,16203  93309 

P 8,32171  54043 


tang»a..  .  9,64777  877 
r. 5„i6o38  328 

4,80816  205 

'•. —  1  44? 

r  tang*  a. .         —      643 

R 4,80814  ii5 


(P  =  39%     (0  =  39*  l 


c.  .  .  .  9,94988  08840  7 
an  m.,  .  9,8o35i  o5253  1 

9,75339  §4093  8 
sin  a.  .  9,75340  36174 

r  =  —  1   22080  2 

P  —  «437  959*9 
P  ^  2118  40100.' 


008  a. 
R.  . 

A,    . 


r.  •      •      . 


F' 
P. 


.  9,9i586  34168 

+  57771 

.  9,9i586  91939 
.'8,24187  73676 

.  8,25774  656Ï5 
•  8,32600  81737 


tang*ii  .  .  9,67508  040 
r. 5,08664  523 


4,76172  563 

r. — •  I  221 

r  taDg*  a. .        —      678 

R 4>76'7o  764 


(p  =  4o%     »  =  4o*^ 


c.  .  .  .  9,94988  08840  7 
s\nm,   .  9,81254  44*^  ^ 

9,76242  53ooi 
sin  a.  .  9,76241   49832 


o3i6ç 


coea. 
R.   . 

A..  . 
ce  .  . 

P  •  • 
P..  . 


p  =  1423  43320 

P  ==   2l4o    01908. 


9,91146   49165 

—   51936 

■ 

9»9"45  97^^9 
8,24187  73676 

8,1 5333  70905 
8,33o4i  76447 


Ung*a. .  .  9,70191  oi3 
r.   ....  5,01354  922 

4,71544  935 
r I  o32 

r  tang*  a. .        519 
R  .  .  .  .  4y7*546  486 


^'  •  •  •  9^94988  08840  7 
sin  #.  .  9,82126  45717  5 

9,77114  54558  2 
sin  a.  .  9,77115  37323 

r  =  1^  82764  8 

p  =  1408  67S64 
r  =  2i£2  43834. 

T.  II. 


9  =  4i*,    01  =  4i-  i. 

008 a.,  .  9,90692  92066  tangua  .  .  9,72844  9o5 

R«   •  .  .  +  44^88      r 4991784  567 

à.   .  .  .  9,90693  36354  4>^629  472 

«  .  .  .  .  8,24187  73676^  r -*  828 

p.  .  .   .  8,14881  ioo3o   ^*Mig*a.-.  —  443 

P  .  .  .  .  8,33494  37322   R 4,64628  201 


a3 


»78 


sîn  m. 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

9>949^  08840  7      cosa.  .  .  9  90228  5i388      iang*  a..  .  9,75459  926 


^,82968  33460  4     R, 


+  59879   r.  .  '.  .  .  .  5,02271  245 


-  9^77956  4^301  I   À 9,90229  II 267 

sîq  a.  .  9,77957  47670     « 8,24187  73676 


4>777î^9  «7» 
r —   1   o54 

r  =  H         ro5368  9      p 8,14416  84^      rlang'a.  .         —       699 


p   =  1393  69741 

P=  2i85  67830. 

c.  .  .  .  9,94988  08840  7 
sin».  .  9,83781  22o36  4 

9,78769  30877  I 
sin.a.  .  9,78769  3o4ii 

r  ==         4^6  * 

/i  =  1378  50989 
P=  2209  75868. 

c.  .  .   .  9,94988  08840  7 
sin«.  .  9,84566  i8oo3  3 

9,79554  26844 
sina.  .  9)79554  87856 

r  =  — --  61012 


P 8,33958  62409      R 4,77727  5i8 


<p  =  43%     û>  =  43°i. 

cosa..  •  9,89753  25476 
R.  .  .  .  —      281 


A. 

A, 


P. 


9,89753  25195 
8,24187  73676 

8,13940  98871 
8,34434  48481 


tangua..  .  9,78032  099 
r 2,66847  9'^ 

R 2,44880  009 


<p==44%    «=44'-i. 

cosa.  .  .  9,89265  4^791 


tangua..  .  9,80578  881 


R. 


C^ 9,89265  82803 

« 8,24187  73676 

p 8,13453  56479 

P 8,34921  90873 


p  =  i363  12489 
P=  2234  69927. 

^*  •  •  •  9>94988  08840  7      oosa  .  .  9,88766  62110 


-4-  39012      r. 4>7854i  526 

4,59120  407 

r. —  6io 

r  tang*  a.  .  —  390 

R 4f59n9  407 


siD«.  .  9,85324  2o538  2 

9,8o3i2  29378  9 

siaa.  .  ^,8o3i2  71115 

•        _      ■  ■  - 

r  :=  —  4*7^6   1 

^  =  1347  55471 
P  =  2260  51987. 


R. 


P- 
P. 


-f-  28277 


•  • 


9,88766  90387 
8,24187  73676 

8,12954  64063 
8,35420  83289 


tang*a  .  .  9,83092  180 
r 4>^<>^i    186 

4,45143  366 

»• —  4^7 

r  tangua  .  —  2,83 

R  .  .   .  .  4, 45142  666 


81 3.  Arnyé  »ii^  valeurs  de  F^  et  E^  pour  Tamplitude  ^  =  4^^  9  on 
voit  qu^en  comparant  ces  valeurs  avec  celles  que  donne  la  l^ie  Vlll , 
l'accord  est  parfait  sur  la  fonction  F,  et  la  dififérence  est  seuiemeiit  d'une 
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uDÎlé  décimale  du  dernier  ordre  sur  la  fonction  E.  Cette  différence  peut 
facilement  être  corrigée ,  en  diminuant  d'une  unité  du  dernier  cbifire , 
Ftine  des  différences  premières,  peu  éloignée  de  45',  marquée  au  signé  — . 
Nous  choisirions  de  préférence  la  différence  qui  répond  à  5o!' ,  et  pour 
laquelle  nous  prendrions  i556  6570.  On  pourrait  aussi,  pour  faire  remon- 
ter moins  haut  la  correctioh,  l'appliquer  à  la  différence  qui  répond  à  4^*9 
où  se  trouve  un  semblable  signe  — ,  et  réduire  ainsi  la  différence  i4o8  6665 
à  1408  6664)  ^^  ^^^  diminuera  les  nombres  E  d'une  unité  dans  le  dernier 
chiffre,  depuis  ^  ==  4^°  jusqu'à  ^  =  ^5^.  Mais  avant  d'effectuer  cette  cor- 
rection ^  on  peut  continuer  le  calcul  de  la  Table  jusqu'à  la  fin,  pour  faire 
toutes  les  rectifications  à  la  fois. 

Nous  remarquerons,  au  reste,  que  c'est  par  une  sorte  Ae  hasard  que  le 
calcul  de  la  Tablé  s'est  rencontré  aussi  exactement  avec  le  résultat  tiré 
des  formules  générales.  Cela  prouve  seulement  que  les  légères  erreurs ,  qui, 
à  chaque  opération,  affectent  ou  peuvent  affecter  le  dernier  chifiVe,  se  sont 
compensées  :  dans  d'autres  cas,  la  compensation  u'anra  pas  lieu  aussi  exac- 
tement; mais  en  opérant  avec  l'attention  nécessaire,  il  y  aura  rarement 
des  erreurs  de  plus  de  deux  ou  trois  unités  sur  le  dernier  chiffre,  et  dans 
tous  les  cas,  cette  erreur  sera  facile  à  corriger  par  les  moyens  que  nous 
avons  déjà  indiqués. 

<p  =  46%    »  =  46*  i. 

^«  •  •  •  9*949^  08840  7      cosa  .  .  9,88266  76934      tangua.  .  9,88574  498 
sio «.  .  9,8^56  22069  9      R.  .  .  .  —  20842      r.  .  .  .  >  494^^8  5oo 

.  9,81044  30910  6      ^  .  .  •  .  9,88256  56092  49^^892  998 

sîna.  .  9,81044  oi858  «  .  .  •  .  8,24187  73676       r 291 

r  =  î^l     p.  .  .  .  8,r2444^^     r  langea  . 208 

P.  .  .  .  8,35931  17584   R 4,31893  497 

p  =  i33i  81216 

P  =  2287  24011. 

(P  =  470,  ûf   =  470  1, 

c-  •  •  •  '9*94988  08840  7   cosa  .  .  9^87735  84196   tang*a.  .  9,88028  192 
sin«.  .  9,86763  08843  2   R.  .  •  •     —  94o55   r.  .  .   ,  5,09307  797 

9,81751  17683  9  ù.  .  .  .   9,87734  90141  4,97335  989 

9,81749  93782     et  .  .^.  .   8,24187  73676   r.  .  .  .  .       I  239 

r  =      r239oi  9   />....  8,11922  638i7   '•^ng*«-  940 

P.  .  .  .  8,36452  83535   R  .  .  .  .  4,97338  168 
p  =-  i3i5  91059 

P=:  23l4  87931. 


sma 


I 


s^w 


ooessmocnos  des  tables  ELLimocES, 


t 


4»-,    •  =  48*  î- 


9.94988  «884*  -      cosA  .  .  9,873»!  90599 
9,8;44S  6i4a4  »      B.  .  .  .  +  1449' 

.  .  9,^7**"  0S09* 


9,8x433  7M64  9     ^■ 
9,8x433  8»x3  «. 

-I  iSaSS  I      i». 

P. 


tM^«.  .  9,9»4fi3  954 

r. 4, 


.  8,11389  "fii^ 

.  8,36g85  68586 


r. 

r 

R 


4,16111  iSg 

—  181 

-  «45 

4,i6ii*  833 


P  =  ' 

P  =:  2343  4563o. 


f  =  49%    •  =  49"ï 


^^«       ^        «        « 


9,9(9(88  «8R|»  7 
9,88104  55i53  7      R. 

4  A. 


^foGbSB  6991 5 


^i' 


r.  -  .  . 


9,86658  16144 . 
8924187  73676 


8,10845  898210 
8,37529  57532 


F 


55ii8  4      p. 
P. 

i283  6afi52 
2J72  98915. 

^  ==  5o*,    «  ==  5o*î. 


r.  .  -  - 

A   .    .    . 


9,91866  919 
4,74129  660 

4,6699^  579 

55i 

4» 

4*66997  ^ 


p 


9»9fe*  <**4<^  7 
9,88740  60S54  9 

9,83728693956 
9,83727  90816 

785796 

1267  39359 
24o3  49502. 


a. 

A. 


p. . 


01 


c.  .  -  .  9*949^  <*84o  7 
MO.  .  9,89354  43700  9 

9,84342  52541  6 
%%na..  9,8434^  ^2^93 
r  =        30248  6 

p  =  i25i  00082 

p  =  2434  ^8977. 


a 

• 


P- 
P 


.  9,86104  ii838  taiig*a.  .  9,95147  58o 

—  70437  r  .   .  .  .  4,89530  981 

.  9,86io3  4>4<*>  4>^778  56i 

.  8.34187  73676      r ,786 

.  8,10391   i5o77  '«««•«                    704 

.  8,38o84  32375  a  .  .  .  .  4,84780  o5i 

.  9,85538  30894  tmgm.  .  9,97607  838 

.            —  38638  r.  .  .  .  .  4,48070  538 

.  9,85538  03366  4,45678356 

.  8,34187  73676      r 3oa 

.  8,o973i? 75943      '•»«»8*«- a86 

.  8,38649  71410  R.  .  .  .  .  4,45678  944 


\ 
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c.  .  .  .  9,g49^  08840  7      cosa  .  .  9,84963  23386      tang'a.  .  9,99941  o45 


aîniv.  .  9,89946  66546  I       R. 

9,84934  75386  8      A  . 
sina.  •  9,84933  75656  «. . 

nia        ■     Il  ■  •^BMB 

^  =  9973<>  8      p  . 

P. 
p  =  1234  5^459 

P  =  2467  48766. 


—  996QQ  r.  .  .  .  .  4,99882  930 

9,84962  23786  4*99823  975 

8,24187  73676  r  •  .  .  .  .        997 

8,09149  97462    '  ^"s'^  • 996 

8,39225  49890  R  .   .  .  .  4,99825  968 


8i4*  Passé  ce  teime,  l'angle  auxiliaire  a  deviendrait  plus  grand  que  45% 
et  alors  la  correction  R  serait  plus  grande  que  r;  c'est  pourquoi  il  convient 
de  calculer  A  par  la  seconde  formule.  On  observera  en  même  temps  que 
les  différences  quatrièmes  eT^P  commencent  à  devenir  assez  grandes  pour 
qu  il  soit  convenable  d'y  avoir  égard  dans  le  calcul  de  SE ,  et  surtout  dans 
celui  de  cTF.  Mais  pour  cela ,  il  faut  que  la  série  des  auxiliaires  P  soit 
avancée  d'un  terme  de  plus  que  la  quantité  E  ou  F  qu'on  veut  détermi- 
ner par  la  différence  J'E  où  J'F. 

Au  reste,  pour  rendre  aussi  simple  qu'il  est  possible  le  calcul  de  la 
différence  «TF,  on  voit  par  la  formule  cTF  =  P  -f-  ^  J^P^—  j^  J^P^, 
qu'il  faut  prendre ,  au  lieu  de  J^^P® ,  la  différence  seconde  corrigée. . . . 
J'^P®  —  Y^s  J^F^i  et  alors  en  appelant  cette  différence  J^P^c,  on  aura 
cTF  =  P  4-  i!j  cT^P^'c;  il  en  est  de  même  de  tf'E.  On  fera  d'ailleurs  atten- 
tion au  signe  que  «f^P^®  doit  prendre  par  rapport  â  J^P^.  Les  différences 
qui  vont  en  augmentant ,  sont  toujours  supposées  positives ,  les  antres  sont 
négatives.  Ainsi,  dans  la  Table  construite  pour  la  fbncticm  F,  les  J^P 
allant  eii  augmentant,  les  eT^P  sont  positifs  pal*  rapport  aux  J^*P;  maïs 
les  J'^V  allant  en  diminuant  (au  moins  jusqu'à  un  certain  terme),  l^s  J'^P 
sont  négatives,  ce  qui  rendra  cT^P*^  —  ^  cT^P^  plus  grand  que  J^^P®. 

(P  =  53%     m  =  53«f 


Ungfi.  .  0,29283  4119^  ^ 
co«#  .  .  9» 77438  75973  2 

b     •      m      • 

cosa.  • 

.  9,65704  67648  5 
^  9,81328  29020 

sin*  a . 
r .  .  . 

•  9,76101  ©47 
.  3,79081  978 

0,06722  17165  4 

tanga.  .  0,06722  23333 

R  •  •  • 
•  •  .  • 

9,84376  386iR  5 
—    3563 

r .   .   . 
r  •  •  • 
/..  . 

R .  •  • 

.    3,55182   025 

—  62 

r  =  —             6r77  6 

.  9,84376  35o65 
.  8,24187  73676 

'+    36 
.  3,55i8i  999 

p  zn  1217  98^<>i 
P  =:  25or  00098 

p  m     •     • 
P.     .      . 

.  8,o8564  08741 
.  8,39811  386ii. 

« 

l82 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


<P 


tangS. 
costt  . 


ianga 


0,29283  4^ ^9^  ^     ^  •  * 

9 ) 76^9^  4^^^^  ^  <^^  ^ 
0,05678  81557  7 
0,05679  97 ^^4 


54%     a>  =  54**  i. 

9,65704  67648  5 
9,81923  32689 


•  • 


=  _    ,  15446  3 


A. 


p  =   1201  39091 
P  =  2535  53958 


9^83781  34959  5 
—  65229 

9,83780  69730 
8,24187  73676 


sm*a 


r   .  . 
r  .  . 


R. 


9,75206  594 
5,06238  00a 

4,81444  %6 
—  I  i54 
+      652 

4,81444   094 


P. 


.    .    8,07968    43406 
.    .    8,40407    03946. 

La  série  des  auxilftires  étant  ainsi  avancée  d'un  terme  de  plus ,  on  peut 
maintenant  calculer  la  diSereuce  cTF  ou  cTE  qui  sert  à  ajouter  un  nouveau 
ternie  à  la  colonne  des  fonctions. 

Ainsi,  1*.  pour  avoir  le  J^F  qui  répond  à  (p  =  Sa**,  j'observe  que  rela- 
tivement à  la  diflFérence  cf*P°==  ioi543  ,^on  a  cT^P^^  =  —  244  ,  ce  ijui 
donne  la  diflférence  corrigée  J'^V^c  =  ioi543  -f-  -^  .  244  =  ioi56o,  et 
ensuite  cTF  =  P  +  ^  cT'PV  =  2467  52998  ,  valeur  qui,  en  supprimant 
la  dernière  décimale ,  se  réduit  à  2467  55oo ,  ce  qui  donne  pour  55® , 
F=  1,04896  1980. 

a^.  Dans  la  Table  des  fonctions  £,  on  a  pour  ^=52°,  J^p°z=z — 6655 
et  J'V'^s  +75,  ce  qui  donne  J'T?*'^?  =  —  6640 ,  «TE  =  ;?  4-^  J'^p^'^'c 
:;=  ia34  531829  qui  se  réduit  à    i254  52i8. 

<p  =  55%    ûï  =  55**  f 

b 9,65704  67648  5 

sGca . . .   0,1 7469  96547 
R -{"  I  02166 


UBgd.   0,29283  4119a  2 

os^^-r  g-^y^Sia  80269 


sin*a 9,74248  80^. 

r 5,26680  8i8 


0,04596  21461  2 
tanga,,  0,04594  366i6 

r  =3      I  84845  2 

p  =  1184  76988 
P  =  iSji  iio44- 

I 

taog^., 0,29283  41 192  2 
cosiT^.  9»74*88  9497 ï  2 


I*  !■  »  ■■  I 


0,03472  36i63  4 
tainga.   0,03473  59307^^ 

/•  p=  r—    I  23i43  6 

p  =   1168  i3833 
P  =  2607  71702. 


A 9,83175  6636i 

m 8,24187  73676 

p 8,07363  40Ô37 

P 8,4ioi2  o73i5 

(P  =  56«,  œ   =  56»f 

b 9>657o4  67648  5 

séc  a. . .  o,  16857  67900 
ft.;....     —  66485  I 

A 9,82561  69063 

• 8,24187  73676 

P 8,06749  42739 

P 8,4162604613 


5,00929  619 

4-  I  848 

• —  I  022 

R 5,00930  445 


r 

r. 

» 
r. 


sia*  a. . . .  9,73231  828 
r. 5,09041  i85 

^ 4782273  oi3 

....    -^1  23i 

....    -h   665 


r. . 


R  4>8237>  447 


CHAPITRE  Xin. 


85 


<P  =  57% 


ùù 


o  j    7. 


tangS.  0,29283  4>i9^  ^ 
C0S4V..  9,73021  66240 

o,o23o5  06432  2 
tanga.  o,023o4  5i858 

r  =  54^74  ^ 

^  =  I i5i  5i65i 
P  =  2645  35869. 


b 9,68704  67648  5 

séca...  0,16234  31620 

R +28734^ 

à 9981939  28002 

m 8,24187  73676 


p 8,06127  01678 

P.  .....  8,4224845674 

(p  ='58*',  Où  =  58M- 


tangO...  0,29283  4>i9^  ^ 
co84f.  .  9,71808  51017  9 

•    ■  0,01091  92210  I 
tango».  0,01090  77351 

r  =       1  14859  I 

p  =  ii34  92554 

P  =  2684  o3ooi. 


tapgfi..  0,29283  4"*9^  2 
co8#.  .  9,70546  88745  5 

9,99830  29937  7 
tanga..  9,99^3'  558oi 
r  =  —    I  25863  3 

pz=   ni8  38745 
P  =  2723  71994. 


langS  .  0,29283  41 192  2 
C08  4V.  -  9,69233  88236 

9,98517  29428  8 
tang  a.  9,98517  42672 

r  =  —      13243  2 

.  p  s=s  iioi  92623 
P  =  2764  4*096,. 


b  .  . 
sée  a 
R.  . 


.  •  • 


P. 


9,66704  67648  5 
o,i56o3  73479 
58872  4 

9,8i3d9  00000 
81,24187  73676 

8,05496  73676 
8,4^1878  73676 


^  =  59%     û)  =5.  59**  î. 


b,  . 
sée  a 
R. 


A. 


P   • 
P. 


•   • 


•    • 


9,65704  67648  5 

0,14967  44î*ïa 

—  62686  6 

9,80671  49174 
8,241^7  73676 

8,04869  22860 
8',435i6  24602 


b  .  .  .  .  9,6S7#4  67648  5 
séca  •  .  0,1429^2  86353 
R —    Q3956 


P 
P 


.  .  .  9^80^27  47606 
.  .  .  8,24187^  73676 


.  .  .  8',o4siS  «1282 
.  .  .  8^44^60  26070 


sin'a 9,72140  4o5 

r 4,73698738 

/ 4,45839  143 

/ —    287 

R  4 '45839  4oa 

sÎQf  a.  .  .  9*7^74  077 
r 5^06016  54^. 

^    .   .   •   •   4*76990   618 

r 4-  »  ï49 

/.,...    —   589 

R 417699»  ^78 

sia'  a..  .   .  9,69728  23ai 
r  .  .  .  /•  •  5,09989  911 

/.....  4>79?»6  143 

r -*  I  269 

/ +       627 

R 4»797*7  5ii 

sin'o.  •  .  9,66389  126. 
r 4,12199  ag^ 

r $;8oiB8  420 

r —       l32 

r >.         -h 64 

R 3,8o588  352 


t84 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


<p  =  6i% 


Ci 


6i*f 


tâDgd..  0,29283  4^19^  ^ 

00«  m,   .  9,67866  29016  4 

9»97»49  7®^®7  6 
Unga..  9,97147  07762 

r  =       2  62455  6 

p  =   io85  56285 
P  =  2806  07816. 


b  ,  ,  . 
aéc  a.. 
R .  .,  • 

Ma» 

P  •  •  • 
P.   .   . 


9,66704  67648  5 
0,18671  86770 
+  1  22623  7 

9,79377  76042 
8,24187  73676 

8, 03565  49718 
8,44809  97634 


sia'a.  .  .  9,66960  44^ 
r 5,41206  586 

/ 5, 08866  025 

r +2  626 

•  —  I  226 


t  •  • 


R 6,68867  424 


tangfl..  0,29283  4119^  ^ 
oo6«.  .  9,66440  55998  2 

9,96723  97190  2 
UDga.  9,96723  11109 

r   =        86081  2 
p  =  1069  32627 

P=  2848  688i3. 


&. .  .  .  .  9,66704  67648  5 
sec.  a  .  .  o,i3oi8  18162 
R. .  .  .  .       38816  1 


Ung  d..  0^29283  4>'9^  ^ 
co6«.  .  9,64962  74374  o 

9^94286  16666  2 
taoga..  9,94236  07702 

r  =       1  07864  2 

p  =  io53  2385o 
P=  2892  19791. 


tangd..  4>, 29283  4' '9^  ^ 
G08«.  .  9,63398  43602  6 

9,92681  846948 
tangua.  9,92680  49^35 

r  =      I  36069  8 

p  =  1037  32962 
P  =  2936  55376. 


à 9978723  24616  6 

^  .  .  .  .  8,24187  73676 

p. .  .  *  .  8,02910  98292  6 

P.. ..  .  •  8,45464  49059  4 
<p  =  65%    (ê  =  65*  J. 

b 9,66704  67648  6 

séca..  .  0,12369  79i3i 
R.#.  .  .        46816  5 

A 9*78064  93696 

ce 8,24187  73676 


stn'a.  .  .  9,66409  869 

'• 4*93490  83i 

r 4*58900  690^ 

r. +  861 

/.,.,.      —  388 


R 4,68901  i63 


p 8,02262  67271 

P.  .  .  .  .  8,46122  80081 

<p  =  £4%     a»  =  64*  i. 


sin*a.    .  .  9,63760  671 
r. 6,03287  732 

r.,  .  .  .  .  4967038  3o3 

r +   I  079 

/ —       468 

R 4>^7**^  9^4 


b.. 

a&ca 

R. 


•     • 


4. 

•  a  , 
P 


•   ■   ■ 


•   •   • 


•   •   • 


9,66704  67648  6 
0,11698  70216 
66266  I 

9»774o3  94119  6 
.  8,24187  73676 

•  8,01691  67796  6 
8,46783  79666  4 


sin*  a,  .  .  9,61963  688 
r 5,i3o62  610 

r 4»7^>6  198 

r +1  35i 

/ —       663 


R 4,76016  986 


CHAPITRE  XIII-  i85 

(p  =  65%    û>  =  65*i. 

tang  6.   0129283  4i  '92  a  b 9,65704  67648  5  sin*  a. . . .  9,60088  90a 

oos«..  9,61772695868  séca...   0,1103691646     r..« 4'4'4^^  '4^ 

9,910^  10779    - ""  '^  ^ /..»....  4^01471  ©44 

tanga.  9,91056  36740           à, . .....   9,76741  4^9^^^  r. ...... .             —  260 

ce 8,24187  78676,  /.-.....             +  io3 


25961 


jD 8,0092922626  R 49^'47^  ^7 

p  =  1021  62677  P. 8,4744^  24726 

P  =  2981  68989. 

^  =  66%    û>=66«|. 

tang  d.  0,29288  4' '9^  ^      ^ 99^704  67648  5  sin'a..*.  9f57954  565 

C05«..  9960069968199       séca...   0,10878  12688  r. 5,47287502 

9,89353  88012  î       ^ '^^^^  ^       r' 5,05242  067 

tatiga.   9,8985040981  à 9,76078981653       r -f-  2  971 

r=  2  97081 7       '"'"   8,24187   78676  / —  ',1^8 

/> '  8,00266  66841  3       R 5,05243  910 

p  =  1006  15916  P 8,48108  8o5io  7 


P  =  8027  52718. 


9  =  67%  «  =  67*  i. 


taiigS.  0,29288  41192  2  & 9,65704  67648  5  sin'^....  9,55707  886 

co8«..  9,58288  96605  8  séca...  0,09712  86688  r. ^.'■4>7^4^  128 

9,87567  37"^""  ^ 20492^  /.:.,■■,  i,^iS8  009 

tangrt.  9,87566  80978  A 9,75417  74828  5  r........  4.  568 

r=       568^"  * 8,24187  78676   .  /...,..,...  r-,2o5 

p 7,99605485045  R 4,^1158872 

P  =    99^  95709  ^ 8,48769  98847  5 


P  =  8078  97184. 


(p  =z  68%    «  =  68**i. 


Uog  ô.   0,29288  41192  2       h 9,66704  67648  5  sin^a....  9,68272  879 

oos«..  9^56407  54826  1  séca..;  0,09066  06784      :  r..  • .; . .  4 .  ;4,74i8i  082 

9,86690  96618  3       ^ —  '^'^  ^       / .4,27453  ^ 

tanga.   9^86691  60702  A 9,7476956666  r.. -         —552 

v  =  Z ^^TsT^    - 8,24187  78676       / j^^ 

p 7*98947  ^9^^  R 4*27463  697 

p     SA         976     06198  P..  ....  8,49428     181IO 

P=  3i2o  91407.  C  •  • 

•       T.  IL  a4 


i66 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


uiiigd^  0,99983  4<>9*  2 

cdt#..  9,544^^  52953  9 

9,83715  94146  I 
tâttgtf.  9,83713  43>i6 


2  5io3o  I 


^  =  69%    «=*69*f 

b 9>657o4  67648  5 

séc  a. . .  o,o84<K>  62848 
R +  80537  6 

A......  9,74106  11034 

• 8,^4187  73676 


sin*  tf . . . .  9,50625  6o5 
r 5,39972580 

r' 4,90598  l85 

r 4*  2  5lO 

/ —      8o5 


p  =    g6i  47^5 
P=  3i68  22681. 


p 7,9829384710 

P 8,5qo8i  62642 

<p  =  70%     (ê  =  70*  f 


R 4>y>599  890 


tangA».  0^29283  4>'9^  ^    6  .  •  .  •  9,66704  67648  5    sin*  a  . 
cot«,  .  9,5a349  52565  4    9tca  .  .  0,07754  84976        r.  .  .  . 

R  .  .  .  .  —  2i382  5    j 

A  .  ,  .  .  9,73459  31242    r.  .  .  . 

r  .  .  . 

R  .  .  . 


9,8i632  94757  6 
igs..  9,8i633  64960 

r=~  71202  4  ;  '  '  ■  '  8,24187  73676 


p  =  947  26282 
p  =  321 5  76455. 


P  •  •  •  •  7*97647  ®49*8 

P  .  .  .  .  8,60728  42434 


9,47757  6m 
4,85249  463 

4,33007  o63 
—  712 
+  ai4 

4,33oo6  565 


U(ftg4..  0,29283  4119^  2*  6  .  . 

000  #.  .  9»5oi47  64453  6    séc  A 

9,79431  06645  8 
*wg«-  9»  794^  88193 


R 


•  •  • 


2  17452  8 


p  =  933  44^1 

p  =:  3263  36236. 


P 
P 


•  •  • 


•  • 


9,66704  67648  6    sin^a 
0^07116  92270        r.  .  . 
+  60763  1      > 

__  f  a        • 

9,72821  20681  6 
8,24187  73676 

7,97008  94367  6 
8,5i366  62994  4 


r. 


9,446ft5  916 
5,33736  5oo 

4,78362  418 
4-  2  176' 
—   608 

4,78363^ 


^ 


73% 


(ê 


7a- i 


^tngS.  0^99283  4092  ^    ^*  • 
00s  #.  •  9f  47814  18041   I     aéc  a 

9t77^7  59233  3 
Unga.  9*77096  66i3o 


R. 

A. 


93io3  3 


p  =  920  06220 
P  =  33io  836o6. 


P,  . 


.  9,66704  67648  5  sin^a.  .  .  9^4'^'^  ^93 

.  0,06489  4)6620  ri....  4>96696  507 

•  __+^a4^o_5  ^ 4.38111  699 

•  9»7^»93  98219   '• •  +  93» 

.  8,24167  73676    r —  241 

.  7,96381  71896   R 4, 38112  389 

.  9f5i993  76457 


CHAPITRE  XIII.  i«7 

ç  s»  73»,    t»  s=  73*5. 


tangl..  0,39283  4^192  a  & .  .  «  .  9»657o4  67648  5  m^d.  «  .  ^Z^ifiB  tfi6 

oot#.  •  9,45334  18046  a  séca  .  p  0,05876  43^77  '^^:*  «  «  .  4^74^^  9^9 

9,746i7'59238  4  ï^-  •  •  •  ~  '^^  ^  /  .  .  .  >  4^iai38  444 

tâiiga.  9,74618  i5oi7  À.  .  »  .  9,71679  96701  r.  •  •  .  >     '        -r-  558 

r  =  Z ^,8"5 8.»4t87  73676  /..-.•  +  '3a 

/•  •  •  •  7»95767  7Q377  R 4><^>36  018 

/?  =    907  14568  P.  .  .  .  8^5^607  76975 
P=  3357  97685. 


(p  a  74%     0»  8  7404, 

tiBgS.  0,1192183  41193  3    Â.  .  .  «^166704  67648  &  «iQ^â.  «.<r9>33388  856 

ootM.  .  9,43689  88340  3    «ée0  .  •  0,06376  4<736  )».  .  .  «  •,  6^38908  634 

9,71973  39433  4    R +  ^^^^^  ^  ^  ...  ..4,73397379 

^Pg«*  9971970  84478        A.  •  «  •  9,70981  62338  r.  .  .  ;^       f4-  9  4^ 

r=             2  44954  4    •  •  •  •  >  8>^4'97  7^76  <  ...  .           —      5^ 

/>•..•  7»^"69  36904        R 4)7^^^  3^* 

/,=    894  73328  P.  -  .  .8,53306  u44B 


P  z=z  3404  66120. 


(p  =  75%     a>  =  75*  t. 


taogO.  0,39283  4119a  3  6  •  •  .  •  9166704  67648  5  «a'a  :'«  ^.r  9,38893  .093 

ço8#.  ^9,39869  96431  3  féca.  .  V  0,04696  86938  r«  ^  .  .  .  3,46664^533 

9,69143  37613  5  ï^  •-  •  •           ~      ^  ^  V  .  .\  .'  21,76657  6i5 

tanga .  9,69143  4^643  -A  •  «  ».  9^70401  63o&7  r*  .. .  «  .'           «•r    119 

r  =  '^              2928^^  •  .  .  .  .  8,24187  73676  /  .  .  .  .             +      6 

/»«•••  7,94^%  ^6693  R  .  .   .  .  2,76667  692 

p  =    882  86168  P.  .  .  .  «,53786  20669 


P  =  3460  34137. 


9  css  ^6*,     (»  ssz  76* Tf. 


tangA .  0,^9283  41192  a    &.....  0966704  67648  5    m'^a.  .  .  9^33933  ^48 
0084ÉL.  .  9,36818  62634  I    séo«  ;  »'o,a4i37  16398      ,  r*-<,.  •  .  ^^499^6  938 

9,€6ioi  93736  3    ^-  —  • +  g48o6  ^^  y         .<  4,73880  i"^ 

Uoiga.  9,66098  77812        A^  ^  .  ^9,6^43  37863  6    r  »,€.   j.:^.    j  +  *  1*9 

«•,  .,^,34187  736j6       y.  .  .  .  .        =      648 


3  16914  3 


'  ■'  ', 


#>•  «  •  ^  '9»94<^3p  .11638  5    R 497^882  787 

p  =    871  66776  P.  •  ;  .  fiiS4346  35833  6 

P  ^  3496  06162.  -  ;  .  «  : 

a4«» 


i88 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLlFnQUES, 


9 


77%    «  —  77°  f 


008  «.  .  9,33533  67506  i     $tea 

9,62817  0869&  ^ 
tanga.  9,62814  4^^^ 


9^65704  67648  5    sin*  a.  .  .  9, 18435  189 


a. 


2  63078  3 


/>  =  860  88824 

P  =  3538  40844. 


P- 
P. 


<P 


o,o36oi  86194 
.  .  4^^'^  ^ 

.  .  9,69306  94o55 
.  .  8,14187  73676 

•  •  7>93494  67731 
.  .8,54880  79621 

78^,     m  =  78'  l 


r 5,42008  5oa 

/.  ....  4,60433  691 
r.  .  .  »  .  +1  65' 
r —      4®* 

R.  .   .  .   .  4960435  920 


tâiig^.'.  0,29283  4i'9^  2^  .  .  .  .9,65704  67648  5  siii^tf  .  .  9,123^10  955 

(M#.;  9929965  53093  I     séca.  .  .  0,0309s  3588i  r  .   .  .  .  4902719  ^o 

R  .  .  .  .            +     '4'3^5  y'  _  _  3,  i5o3o  825 

A  .  .  .  .  9,68798  04943 


9,59248  94285  3 
Unga.  9,59248  83639 

r  =  ^46  3    •  •      •  •  8,24187  73676 


m,  I       •        •       . 


+    106 

-    «4 


j9  =    85o  85952 
P=:  358o  11414. 


p  .  .  .  .  7)9^9^  78619 
P.  .  .  .  8,55389  68733 


R  .  .  .  .  3,i5o3o  917 


? 


79%    •  =  79'  î- 


tangt..  0,29283  4i>9^  ^ 
cof#.  .  9,26063  30434  4 

^    9,55346  71626  6 
tanga.  9,55348  i3o85 

r  =  —         1  4145^4 
p  =    841  5i73o 

P  =r  3619  85928. 


b . 

wkca 
R. 


.  •  I 


•  .  • 


à. 


•  •  .  t 


9,65704  67648  5    liii^a 
0,02614  05192        r.  • 
—  16043  5 

9,663 18  56797 
8,24187  73676 


P 
P. 


•  • 


t  • 


7,92506  30473 
8,55869  16879 


r. 

/ 

R. 


9,05468  i58 
5,i5o62  874 

49  2o53i  o32 
-  1  4i5 
+      i6o 

4,20529  777 


(p  =  8o%     «  =  8o*^ 


tâng^..  o-,^283  4>'9^  3  ^ 

'^^oos#^. -.'9,^21760  92289  4  c^tf 

'  ^,5io44  33481  6  * 

;iaiiga  .  9,51-041  3io22  A 


'      r  =  3  02459  6 

p  =    832  89623 
P  =  3657  3*737. 


P 
P 


9,65704 
0,02166 


67648  5 

38944 
28720  5 


9,67871 
8,2ij^i87 


353 1 3 
73676 


7»9aoS9 
8,S63i6 


08989 
38363 


flin*  a 
r.  . 


r'  . 


r.  . 


R.. 


6997749  642 
5,48066  737 

4,458i6  579 
-f  3  025 
—   287 

4,45819  3ï7 


•  •  . 
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189 


tangfi  .  0,29283  4>'9^  ^ 
00s «..  99 16970  20867  7 

9,46253  62069  9 
tanga.  9,46255  71844 

r  fb:  — -         2  09784  I 

p  =     825  03960 
P  =  3692  19990. 


(P  =  8 

o  .    •    . 

séc  a  • 
R.  .   • 

A.  .  . 


Cù 


8i*f 


•  •  •  • 


•  •  • 


9,65704  67S48  5 
0,01754^0254 
—  T6284  5 

9,67459  21618 
8,24187  73676 

7,91646  95294    R 4,21177  354 


sin'a..  .  8,89002  o32 
r 5,32177  257 

'-' 4>î^«ï79  289 

r —  2  098 

r 4-   i63 


P.  .  .  .  8,56728  5ao58 
(p-=  82^  ,  «  =  82*  i. 


tangS..  0,29283  l^i\y2.  2  6.  . 

cù$it.»  9,14569  76687  2  séc  a 

9,4o853  17879  4  ^-  • 

tanga.  9,4o855  87698  û.  . 


r  =  —        2  69718  6 

p  =    817  94887 
P  =  3724  16213. 


%  • 


p.  . 
P.  . 


9,65704  67648  5  sin'.a.  .  •  8,78951  oi5 


o,oi38o  36847 
—  16611 

9,67084  87884  5 
8,24187  73676 


'• 5,43091  090 

/*.<•..  4)^2^4^  'o^ 

....        -  a  69J 
....        4-       166 


r 
r 


7,91272  6i56o  *    R 4>^ao39  574 

8,57102  86791  5 


<p  =  83%     a  =  83*  i. 


tangé..  0,29283  4^ïg2  2    &  .  •  .  .  9,66704  67648  5    sin'a. 
cos«r.  .  9,o5385  87663  7    aéc  a  .  .  0,01046  06407        r.  . 

9,34669  28755  9 
tanga.  9,34666  11 743 


R 
à 


•  •  •  . 


+  19^14  a  /  .  ^ 


4  «70»^  9 


r. 
/ 


•  t 


p  =    811   68334 
P  =  3762  90968. 


P 
P 


.  .  .  9,66760  92669  7 
,  .  •  8,24187  73676 

.  7,90938  66345  7  R  .  . 
.  .  .  8,57436  81006  3 


•  ■  t 


8,67238  127 
5,62014  949 

4,29263  076 

+  4  17® 
—     '96 

4,29267  o5o 


<P  =  84«, 


» 


84M. 


tangS..  0,29283  4119^  a  ^  •  • 

oof  #.  .  8,98167  28716  4  séc  a 

9,27440  69907  6 

tanga  .  9,27438  62984  ^ 


•  .  • 


.  .  . 


2  16923  6 


9,66704  67648  6  sîn*  a  .  .  8,53367  039 

0,00766  01040  r.  .  .  .  .  5,3363o  680 

__^_Zi'L?  «^ 3,86997  7'9 

9,66469  76101  6  r.  •  •  .  .        -1-2  169 

8,24187  73676  /  .  .   .   .        —        74 


p  •=:    806  26976 
P=3778  16488. 


P 
P 


•       a      •      • 


•      •       t 


7»9^47  49777  5    R  .  .  .  .  3,86999 
8,577*7  97*74  5 


*9^ 


CONSTRCCnON  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 


COf  m.  .   8,8^64   33984   O 

tanga.  9,1874a  01764 
r  ==  5  734*^  ^ 

p  =     801   70183 

P  =  3799  63483. 


^  .  .  .  .  9,65704  67648  5 
séc  «^  .  o,oo5o8  74168 
R  .  .  .  .  i3356  5 

A  .  .  .  .  9,66313  55073 
«  .  .  .  •  8,34187  73676 

P 7»9^4««  ^49 

P  .  .  .  .  8,57974  i86o3 


r. 


r. 


R 


8,36466  559 
5,75770  888 

4,13337  440 

-f  5  734 

—      i53 

» 

4,13343  i3i 


♦  =  86-, 


ae^i. 


luf  1.  «.^çiSS  4iiga  a    &.  .  .  .  9,65704  67A48  5    ni*«.  .  .  8,i5ogS  gftf 
eut*..  8,96567  5x7^  7    aéca.  .  0,0030960397        r 5,8a3a3  75» 

•  • ~  9^^'*  ^ 3,974.9  736 


9,07850  93979  9 
a.   9,07857  59617 

r  =  —       6  65637  1 

p  =  798  o3oo3 
p=  3817  117^9- 


R. 


•  •  • 


9,66014  18633  7  r ^6  656 

8,04187  73676  /  .  .  .  .    +    94 

^.  -  .  .  7,90201  93399  7  a  .  .  .  .  3,974i3  174 
p.  .  .  .  8,58173  55o53  3 


»:% 


«7'i- 


taogl..  0,39283  4<<9^  ^ 
oos».  .  8,63967  95616  I 

8,93351  36808  3 
tMiga.  8,93339  13139 

r  =z  13  34679  3 

p  z=z     795  36110 
P  ^  383o  40766 


A  .  .  .  .  9,65704  67648  5  «îa^a.  .  .  7,86161  3oo 

r 6,08803  338 


R. 

A. 


•  •  • 


p- 
p. 


UngS..  0,39383  4<'9^  2    ^  •  • 
..  8,41791  90153  9    wéea 

R.  . 


8,71075  3 1346  I 
UD%a.  8,71085  36586 

r  =  —        9  95339  9 
/*  =     793  40789 

P  =  3839  35454. 


.  o,ooi58  47>4^ 

+    8907  5 

'^  ■  ■  ■ 

.  9,65863  33703 

.  8,34187  73676 

• 

.  .  7,9oo5o  97378 

.  .  8,58334  49974 

88%     â#  =  88*i. 

.  9,65704  67648  5 
•  OyOoo57  36469 
—  3630  5 

.    9,65761    91497 
.   8,34187    73676 


/ 3,94963  538 

r. +  »2»  2^7 

>" -     89 

R.  .  .  .  .  3,94975  6g6 


m*  a  •  •  7,42o56  003 

'••••••  5,9979»  778 

/  .  .  .  .  3,41848  780 
r  »  .  .  .  .  —  9  953 
/ +        36 


P 


•  •  •  • 


7,89949  65173 
8,38435  83179 


R  .  .  .  .  3,4i838  854 


CHAPITRE  Xm. 


'9^ 


<p  =  89»,    •  =  89"  i. 


tangl..  0,29283  4119^  26.. 
cos  «.  .  .7,94^^4  18^^  8     séc  a 

8,23367  59789 
tanga.  8,23339  19746 


R  . 


r  =;r  28  4oo4^ 

P  =  3843  85429. 


p  • 
p. 


9,65704  67648  5 
0,00006  36026 
H-      832  3 

9,65711  04506  8 
8,24187  73676 

7.89898  78182  8 
8,58476  69169  2 


sin*  a 


r. 


r 
r. 

r 

R 


6,46665  674 

6,45332  491 

I 

^>9'998  i65 

+  28  4<>o 

—  8 

2,92026  557 


81 5.  Ici  se  termiue  le  calcul  des  auiiliaires  p  etP  ;  car  pour  ^  =  90^, 
on  aurait  eo  ss=  go**  ~ ,  et  les  auxiliaires  seraient  les  mêmes  que  pour  .  • . 
câ  =:  89*  { ,  ou  pour  ^  =  89*.  De  même  pour  ^  =  qi^'a  les  auxiliaires 
seront  les  mêmes  que  pour  ^  =  88*  ;  de  sorte  qu'à  90*,  la  différence  J^p 
on  /P  est  la  même  au  signe  près  que  pour  88*  j  on  a  donc  toutes  les 
données  nécessaires  pour  terminer  les  deux  séries  des  fonctions  E  et  F ,  et 
compléter  le  tableau  ci*joint,  qui  contient  le  résultat  de  tous  les  calcul^ 
précédens. 


19» 

CON 

STRUCTION 

BES  TABLl 

:s 

ELLIPl 

IQUES 

9- 

E. 

>E. 

p- 

>p. 

fp. 

t'f. 

t>p. 

4 

\ 

01745  358q 
034™   uoS 
05234  0S88 
0697a  S 166 

1,45  ,589 

,744  oioSg 
17|3  ,4532 
1,4.   05926 
.,38  95324 
.,36  42832 
.733  485,4 

43303 

8438, 

1  3652, 

1  68606 

2  10602 

2  52492 

3  9l258 

3  358,, 

4  îs?? 

422o3 

32.84 

42.4« 

3,690 
1,66 
1619 
.453 

.363 

.052 

4083, 
4o56, 
4039, 

^ 

3o33i 

38g68 

37,3. 

i 

83 
.06 

il 

■89 

211 

23l 

11 
343 

363 
39. 
409 

612 

lis 

-1 
759 

s 

858 
8q6 
9^8 

,?ÎS 
.048 
_^o9o_ 
..38 
1.8. 
i23o 
i»8i 
i335 
i388 

25 

■7 
32 

23 

18 

33 
33 

33 

25 
22 
20 

~28- 

18 

28 
23 

~f 

25 

3o 

33 

26 
3i 
3o 

lî 

38 

33 

5 
6 

l 
9 

l 

08715  8584 

1045b   7()i2 

iiTgS  3o5i 
.3926  6,35 
i5656  7832 

1,38  9358 
,736  îion 
1,33  4684 

i3 
■4 

l 

1,383  119, 
19105  2703 
20822  8246 
22535  3,]4 
24242  5(40 

1,22   i5o6  + 

.71,  5543 
.712  5498 

.,33  i6,,6 
.717  57.32 
.,12  5^66, 
170,  15635 
.70,  34312 

5  4°o3i 

5  8.323 

6  2.3.8 

■  5 
i6 

\l 

\ 

25943  84o5 
2,638  9539 

32683  b658 

,6,5  ,,34 

1688  5o36 
1681  5oo5  + 
16,4  10,8 
1666  3293 

1681  51679 
1674  12386 
16G6  34520 

6  60992 
,  oo323 

7  39391 

23 

o 

34349  3o5i 
3600,  5642 
3765,  .958 

39297  ?;73 

40929  36o, 
42551   1633 
44162  96,6 
&64  Ç!8 
4,355  1800 

4M4  9023 

i658  .%! 
1649  63.6  + 
.65o  ,2i5  - 
i63i  ^434 
1621  8026 

i658  18484 
1649  64,17 
i64o  73679 
i63i  {5852 
1621  81,4, 

8  53767 

8  9io38 

9  2^827 
9  6iio5 
9  99^^ 

36lî§ 

T453r 
33964 
3334; 
3,672 

_3^73 
31242 
3o483 

28007 

i556  65,1  — 
■544  64,4 
.532  3.33 
i5,„  6804 
.5o6  ,5o6 

1611  81898 
iGoi  468S 

iSœ  36665 

0  35o34 

1 36955 
16963, 

3o 
3i 
3j 
33 
34 

;; 

5o5o3  2553 
52059  !1>'4 
53604  5538 
55i36  8671 
56656  54,5 

i556  6,o38 
1544  6S439 
i532  32596 
.5i9  603,4 
.5o6  ,6359 



• 

3  01599 
3  32841 

a  63334 

2  930.5 

3  21880 

tu 

35 
36 

'A 

39 

\ 

58iG3  2981 
59G56  83a2 
6m  36  861 
62603  12,8 
64o55  36o4 

.493  532, 
.480  o33G 
.486  2640 
1J52  2336 
'43,  949' 

1466  2^4^ 
.452  243i3 
.437  9%i9 

aï.83 

252.3 

s 
!i 

43 
Ë 

61 

t 

4?. 

1 

l 

68335  3nQ5 
69719  08S2 
71097  5S99 
,2460  70,1 

llSa  6665  - 
1393  688, 
13^8  5oi, 
i363  11,2 
1347  5475 

i4a3  43320 
1408  6,564 
,393  69,41 
.3,8  50989 
i3é3  i2'48^ 
,34,  554,. 

5  '18,52 

5  385oo 
5  5,0.8 
5  ,4255 

23„6, 
20929 

CI 

rAPITRE  XIII. 

■9 

5 

*■ 

r. 

JF. 

p. 

fe. 

,r-p. 

l'p. 

><?. 

Dcg 

1745  38201 
1745  38201 

00000 

iZ'i 

39 

43 

0.00000  oooo 

,745  3996 

42.2,, 
844,3 

8a 

39 

1 

0 

.0.745  3996 

,745  82,8 

1745  80418 

42338 

,2, 

43 

2 

0 

03491  =^'4 
.05237  8879 

.o6q85  8236 

,746  6665  + 

.746  64891 

,  3681, 

42459 

,63 

40 

3 

4 

° 

,,49  6275 

•747  9'7°2 
•749  60972 

,  69370 
3  .,89a 

43633 
43835 

ao3 

345 
38, 

42 
42 
4o 

5 

~^ 

08735  4501 
..0487  .966 

,75,  7465 

1751  72864 

a  54,,, 

43070 
433^7 

6 

a 

.,54  2938  _ 

1754  27581 

1757  25368 

3  9778, 

337 

45 

l 

0 

i2a4.  4«!o4 

1,5,  2,,,  + 

43684 

3,a 

43 

0 

!^  I454 

,,6i  6833 

1760  66512 

4  73354 

44918" 

4.4 

44 

Ç) 

0 

,,64  53,8  - 

1,64  5i34o 

458 

44 
43 

lo 

0 

.7523  9773 

3  ÎÉ 

,,68  8208 

1768  80224 

5o3 

,773  5545 

.773  535n8 
17-8  71860 

5  ,8383 

l5|3o 

545 

0 

12 

0 

'']k  hh 

5  63,, a 

45975 

sjs 

!  3 

i3 

0 

23845  OtJOO 

24639  4649 

1784  35572 
1790  45259 

465,0 

636 

_ll 

0 

,,90  4,30 

4,ao6 

688 

__44_ 

i5 

0 

26419  9369 

,,97  o348 

1797  oi5i6 

,  03463 

494,0 

,33 

53 

,6 

Q 

382,6  97,, 

3002,  04,4 

,  5,35, 
8  49393 

■ë 

îl 

i8 

0 

3,83a  635o 

,819  5838 
,828  0,8,  — 

,819  563,9 
,826  057,2 

5oa4, 

883 

5i 

_LSL 

0 

33653  3088 

899634 
,1  tlé?6 

5,,  34 
53o58 
53o44 

934 

5a 

2? 

^ 

35480  2869 
3,3,7  36,j 

,83,  0748 
,846  5827 

,83,  05346 
.846  56,o4 

.tr. 

22 

0 

39,63  3444 

,856  6, ,3 

,856  58920 

,0  5586o 

54084 

it 

53 

23 

42-887  7360 

,867  i,o3 

,867  ,4,80 
,87e  24734 

,,  09944 

55,78 

=1 

a4 

0 

.878  2,02 

,,  65Ï22 

56334 

,3:5 

25 

26 

^ 

4*55  9.8? 

,880  92^ 
,90}  ,369 

,889  89846 
,902  ,,293 
,9,4  0036, 

'^i4f 

P»%i 

Tif 

II 

II 

0 

48558  j)53o 

19,4  92,3 
1928  3o63  + 

6oio4 

,3,4 

54 

0 

50473  9833 
531)0,  3875 

,938  28o3o 

>3  9786, 

61478 

,438 

■48, 

56" 

=9 

0 

,943  3846  . 

,94a  25897 

,4  4934^ 
,5  333.5, 

62906 

3o 

~ 

54343  5,3, 
56300  4507 
583,2  5535 
60360  5a, 3 

,956  8786 

,956  85242 

,543 

3i 

32 

„ 

,9,3  ,0,8 
,9e,  9688  + 

5ôâf  i  3 

•.W^7^t 

,5  86644 
,6  5358o 

67  535 

55 
5, 

33 

0 

202,  66632 

,7  30, ,5 

69189 

,705 

52 

il 

0 

62265  0,66 

,7  89304 

7o«!)4 

,75, 

49 

35 

0 

64386  ,,38 

3o3o  5909 
2o56  ,936 

3o3q  56,36 
3o58  ,6334 

,8  6o,f,8 

7265. 

,806 

I4 

36 

0 

66336  3o4, 
68384  4983 

,9  328^9 

763o5 

,848 

□ 

3077  5329  — 

30,7  49,83 

3?  07306 
*ao  836,1 
3,  6,808 

,893 

=9 

° 

70463  02,3 
73559  6, ,9 

"^l^l 

209,  56489 
2. ,8  40, oi 

&l 

192, 

,953 

3i 

20 

~^ 

,46,8  o5,5 
,68,8  ,040 

2i4o  d525 
2162  4735 

2,40  0,008 
2,63  43834 
2,85  6,83o 

22  4,936 

820,0 

•972 

7 

I 

0. 

23  23996 

840^3 

»9-9 

+  ; 

43 

,8980  5,65 
8,, 66  3898 
833,6  0843 

2.85  7.33 

34  o8o38 
24  94»59 

8603, 

,980 

— 17 

43 

0. 

223?  3^ 

2260  5574  — 

2200  ,5868 
2234  699a, 

8800, 

,963 

3i 

44 

0. 

25  62060 

89964 

,n32 

^1 

45 

0.85610  8703  1 

326;  5Ï58, 

36  73034 

gW 

,883 

^^^ 

^ 

a. 

"^^ 

'94 


œNSTHUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES  , 


f- 

E. 

m. 

P- 

fp. 

fp. 

>v 

tip. 

46 

\l 

49 

o.,38o8  is\6 
o.,5,4o  060, 
0.76455  0646 
,.■7,755  87.30 

.347  54-5 
133!  Sofa 
i3.5  9045  + 
.299  8584 
12S3  68.5 

.347  5547, 
i33.  812.6 
i3.5  91059 
1299  86388 
13.83  6865» 

5  ,4255 

5  90157 

6  04671 
6  17736 
6  29293 

M  55, 
998^ 

i3S8 

61 

65 

1 

5o 
5i 

5j 
53 

54 

0.81557  8<)'4 
o.8279i  4Ï3; 

.267  3894 

"5§?38  + 

.367  39359 
I25i  00083 
1234  52459 
1217  9820, 
1201  3909. 

6392,7 
6  476ai 

5  54358 

6  591.0 
6  62103 

8346 

6635 
4853 

+^^2 

^ 

>94' 

2035 

45 

56 

% 

6t 
6» 
63 
64 

0.85a II  7829 
o.863<)6  55»à 
0.8,564  "î"»'» 
0.887.6  »o8S 
0.81,85.  .365 

1.5.  5.7e 

ii5.  5.65. 

6  63i55 
6  62182 
659097 
6  53809 
6  4622a 

5389 

2204 
2298 

99 
iS 

0. 90969  Sg. 
0,92071  4565 

o.^a.ij  3246 
0.94226  3561 
0.95279  6020 

110.  9294 
io85  568i  — 
.069  33.5  + 
.053  2459 
,037  3382 

1.01  92523 
io85  56285 
.069  3a537 
.o55  s385o 
.037  32962 

6  36a38 
6  23758 

5  70285 

12480 

i5oai 

■^^ 
23534 
26554 

=969' 
33938 

36i65 
39692 

2601 

a;o8 
3éi4 

SI 

10, 
109 
107 

6S 
66 

6q 

0.96316  9401 

0.5,338  S;6S 
i.oo3ii  7821 

.031  6366 

.006  .joa 
ggo  9695  — 
976  0666  + 
961  49.2  — 

.021  62677 
.006  .5916 
990  95J09 
976  05.93 
96.  47605 

5  4676. 
5  2020, 
4  9o5i6 
15,588 
4  3i3a3 

3i37 

70 

'? 
74 

1.01273  2733 
1.02220  éi& 

i.o3i54  oiji 

9^°  °8^7 

iSI  ^55? 

947  26282 
933  4465. 
930  oGaao 

'S}^  ^3338 

3  8163, 

43200 

■Ut 

54080 
57767 

35,9 

363? 
3668 
368, 
36,5 

îi 

+  "9 

—  12 

38 

8i 

82 
83 

84 

..06,58  9071 
1.07630  5oo4 
1.0849.  4.5a 
..09342  3o3q 

882  8858  _ 
8,1  5933  + 
8l5o  9154  - 
85o  6881 
84.  5473'  + 

882  86.68 
8,1  56„5 
déo  88824 
85o  85952 
841  5.-730 

1  29393 
9  3432a 

8  62107 

61442 

G5o,9 
686& 

,21l5 

75444 

S 

88611 

363, 
35-. 
34G5 

sr 
106 

i36 
i83 
218 

...o,83  85.3 
..1.016  7789 
1...841  8413 
...2659  824. 
..,34,1  54,5 

83a  9277 
825  0634  — 
8.,  9828  + 
8..  7184 
806  2958 

832  89623 
82,5  02960 
8.7  9488, 
8.;  68334 
806  259,5 

7  86663 

l  26523 

4JIJI. 
3  67181 

-  9=879 

-  9=879 

1 

2Sé- 

3o. 
396 

85 
86 

% 
90 

...4277  8383 
1..507955  1 
1..5877  6(48 
1.166,2944. 
..1,466  iioS 
...8258  9083 

801  7388 
,98  o6„  - 

793  4464 
792  5.78 

801  ,oi83 
,98  oSooa 
,95  36110 
793/0789   - 
,92  4,910 
,92  4,9.0   -( 

90289 
915,1 

9344a 

9=879 
9=879 

138= 
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52 

53 
54 


55 
56 

u 

61 

6a 
63 
64 


66 

69 


70 

7» 

74 

76 

79 


8# 
81 

864 

8£ 


85 
86 


8& 
90 


F. 


o. 856 10  83o2 
0.87871  37*^6 
o.. 901 58  65bo 
0.92473  5744 
0.94817  0700 


0.97190  1002 
0.99593  6364 
.02028  6680 
.04496  1980 
.06997  3417 


.09532  8243 
.12103  92^9 
.14711  7081 
.17357  1397 
,20041  2122 
.22764  9' 

•25529  4^^ 
•28335  543 1 


.3ii8^ 
.34o7( 


2to7 

5019 


.37013  0882 

.30994  8073 

3022  3598 
6096  3524 
9217  2820 


.52385  5182 
.556oi  2853v 
.58864  6425 
.62175  4638 
.65533  4175 


9452 
72^00  2420 

.75883    23'72 
21    57i 

I  6o< 


.se&ii  3738 

.90278  5^30 
.93970  6716 

,^447  4633 

.2.q5225   ^61 2 
2.O9Ô24   M94 

2.I2S4I    ^I 
•  2. 16672    O 

2.2oi^il  2 

2.24354  93di 


IF. 


2260 
2287 
23 14 

2343 
2373 


2403 
2i35 

2467 

25oi 
2535 


557^ 
270/ 

& 

0291 

'5362 

o3i6 

53oo 

043 

582 


i 


2571  i536 

2607  7602 

264S  4^.'^ 

2684  ®J*5 
2723  7017 


^  4517  - 
2000  1175 

2848  7256  + 

2892  2332 

2936  5863 


3022  0025 

3070  9926 
3 120  9206 
3i68  2352  4- 


32i5 
3263 
•  33io 
335 
340 


671 

572 

82ï3- 

537 

277 


l 


79537 
4  5277  — 


3450 

3538 
358o 
36i^ 


2968 

o325 

7644 


3092  0700 

Î724  cr28f 

.-  3>52  7636 

|731 

3^%g42ft 
383a.;»3^§5 
3839  1691 
3843  66GGf  H^ 


P. 


2260 
2287 

23l4 

2343 

2372 


51987 

24011 

87931 

4563o 
989*5 


o3ooi 
7^994 


41096 
07816 
688i3 


^P. 


26  72024 

27  93q2o 

28  5' 

29  532< 

30  5o587 


3i 

32 

33 
35 


49475 

49789 
5i332 

5386o 

57086 


l^•p. 


91896 

97302 
98888 


36 


6o658 
64167 
67132 
68993 
69102 


6672D 

60997 
50970 

35585 

i36i3 


837; 

[6  444^ 
l6  04223 

^7  â.27i 

^7  53774 


l7  59781 

[1  47^70 
1417 

5843 

[5  78017 


44  7 '^^5 

[i  35692 

70570 

\g  7|5i4 

37  46809 

34  87255" 


17  4^246 

lo.  sqoSt 

8^688 

+  4  49975 

449995 


oo3i4 
01543 
02528 
03226 
03572 

"^35 


70116 


60737 

49757 
3705 1 

22500 

•4-  6007 


r  35323 

I  65l22 


1 

2 

l2 


96056 

59550 


2  9io3o 

3  21478 
3  5o2i5 
3  7653s 

J2249 


i883 
1807 
1716 
i586 
1426 


1224 


+  3| 


6 

3 


544 
1104 
1752 
2401 
3341 


4296 
5374 
6579 
7912 

9% 


10980 
12706 
145*1 
i64q3 
i85i8 


ao58o 
22653 

1 

28321 


3 1649 

3i85i 
3 1474 


195 


76 

i3o 
160 

191 


2t 
2I 

353 


I 


S? 


56o 
648 

955 


078 

2o5 

333 

67 

01 


î 


2: 


2S" 
845 

94a 
2025 

2062 

2073 
20a  I 

igto 
147Ô 


ii35 
715 

.  202 

'  ^77 
1026 


4776 

5l02 

5262 


a5. . 


ig6        cossniccnos  des  tables  elliptiques, 

^di6.  On  Toit  par  le  dernier  resaltal  que  la  fonction  complète  F*  n\ 
en  erreor  que  d'une  unité  du  dernier  chiffre ,  et  cette  erreur  le  oomgera 
immédiatement  en  prenant  584?  6G67  pour  le  /F  qui  répond  à  SgT» 
correction  indiquée  par  la  Taleur  584?  6666  +- 

A  regard  de  la  fonction  complète  E' ,  on  Toit  que  le  dernier  diiffîne  est 
trop  petit  de  deux  unités  ;  on  a  déjà  ru  qu'à  4^®  le  dernier  chifl&e  de  la 
fonction  est  trop  grand  d'une  unité.  Ces  deux  légères  erreurs  se  cotiige 
ront  fiMi  amplement  en  retranchant  du  dernier  dûflre  des  fiMictîons  E 
*  une  unité  de  3i*  à  5i^,  les  bissant  comme  elles  sont  de  5a*  a  5fl*,  * 
ajoutant  une  unité  de  Sg*  à  6a*  et  deux  de  65*  à  90*. 

Les  fonctions  E  et  F  étant  ainsi  oorr^ées,  la  Table  particulière  pour  le 
module  sin  63*  se  trouvera  construite  telle  qu'elle  est  insérée  datu  la 
Table  IX. 

817.  U  est  bon  dé  prévenir  ceux  qui  voudraient  exécuter  de  semhlahlea 
calculs  y  que  lorsque  quelqu'erreur  se  glisse  dans  le  calcul  des  auxiliairea 
P  y  on  la  reconnaît  fiidlement  par  les  irrégularités  que  présente  alors  la 
colonne  des  différences  quatrièmes  J^,  ou  même  l'une  des  colonnes  pré- 
cédentes, â  l'erreur  est  considérable. 

En  eflet  si,  au  lieu  de  la  Téritable  valeur  P  =  m ,  on  a  trouvé  •  •  •  • 
P  =  m  +  ^9  l'erreur  +  e  aSède  la  différence  J^P  et  les  différences  pré- 
cédentes du  même  ordre  ou  de  la  même  colonne ,  de  manière  quen  re- 
montant de  S^P  it  /-^P****,  les  nombres  de  la  colonne  qui  devraient  être 
/*iii,  S^n^j  /^m**,  J^wT^y  J^n*****,  seront  respectivement  /^m  +  e, 
i^œ  —  4e,  /*m~  +  6e,  /^irt—  —  4e,  J^m*—  +  ^-  Dans  hi  colonne 
des  différences  dnquièmes ,  les  erreurs  dues  à  la  même  cause  seraient  en 
remontant  —  ^,  +  5e,  —  10  e,  +  loe,  —  5e,  +  e  j  et  ainsi  dans 
les  autres  colonnes,  antérieures  ou  postérieures,  suivant  les  coefliriens 
des  puissances  du  binôme.  Lorsqu^on  renoimtrera  donc  des  in^lités 
semblables  qui  supposeront  e  d'une  ou  de  plusieurs  unités ,  il  budra  re* 
chercher  quelle  doit  être  la  valeur  de  e  pour  rétablir  la  marche  ordi* 
naire  des  différences,  et  à  compter  de  quel  terme  il  fiaut  appliquer ,  en  re« 

montant  dans  la  colonne ,  les  corrections  —  e,  +  4«,  —  6e ,  +  4^ ,  —  *. 
Ce  terme  sera  celui  où  la  valeur  de  P  est  fautive  et  auquel  il  finift  appli- 
quer la  coirection  —  e.  Cette  pratique ,  avec  laquelle  on  se  familiarisera 
aisément ,  est  utile  ou  même  indbpensable  pour  construire  avec  suc- 
cès une  Table  quelconque  de  quantités  dont  les  différences  sucoesûves 
sont  décroissanles  et  finissent  par  être  n^ligeables. 
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Des  précautions  prises  pour  assurer  V exactitude  des  résultats 

dans  le  calcul  de  la  Table  IX. 


818.  Xl  faut  maintenant  faire  voir  quelles  précautions  ont  été  prises  pour 
assurer,  autant  qu'il  est  possible,  l'exactitude  des  résultats  à  mesure  que 
l'angle  du  module  devient  plus  grand  et  se  rapproche  de  go\ 

Tant  que  cet  angle  0  ne  surpasse  pas  80°  ,   le  calcul  des  fonctions  F 
peu%  se  faire  par  la  formule 

mais  les  derniers  termes  de  chaque  table  particulière ,  ceux  qui  répondent 
à  des  amplitudes  voisines  de  90* ,  ont  besoin  d'une  correction  très  petite 
et  facile  à  déterminer.  Cette  correction  est  due  au  terme  suivant  de  la 

série,  lequel  est  +  -rg  T-J  cT^P***,  et  la  somme  de  tous  les  termes  sem- 
blables est  -f-  -^  \p\  (  /•?••  —  const.  ) ,  où  la  constante  est  ime  des  va- 
leurs précédentes  de  /'P^^  assez  petite  pour  être  négligée.  ^ 
Il  suit  de  là  qu'après  avoir  formé  la  série  des  valeurs  de  la  fonction  F, 
par  exemple,  depuis  ^  =  70®  jusqu'à  <p  =  90^^  il  faut  ajouter  pour  der- 
nière correction,  à  chaque  valeur  de  F,  la  quantité  correspondante 

La  différence  cT'P^  est  sur  la  même  ligne  que  ^^P^  qui  est  entrée  dans 
le  calcul  de  J^F ,  d'où  l'on  déduit  F'  =  F  +  «TF  ;  ainsi  cette  correction 
se  trouve  très  simplement  en  ajoutant  une  colonne  des  différences  cin- 
quièmes de  l'auxiliaire ,  vers  les  derniers  termes  de  la  Table  et  seulement 
à  compter  du  point  où  la  différence  cinquième  commence  a  approcher 
de  3657  unités  décimales  du  dixième  ordre. 
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11  est  remarquable  que  pour  le  dernier  terme  de  la  Table  F  (90^)  ou 
F\  la  quantité  J^^P**,  et  par  conséquent  la  correction  qui  en  dépend,  esl 
nulle.  Car  en  faisant^  =  89^  , 

les  valeurs  successives 87%  88*,  89^,  ^'j  gi"*,  92', 

répondent  terme  à  terme  aux  auxiliaires*.  «•  P**,  P*,  P,  P',  P",  P"'; 
or,  onaen  général  ..  J^'P'^  =:?'"— 5V"  +  loF— loP  +  5P«  —  P~, 
et  en  particulier ,  lorsque  ^  =  89%  on  a  F  =  P,  P"=  P ,  F''  =  P*  ; 
doac  S'P^  =  o. 

819.  Ce  que  noua  venons  de  dire  du  calcul  des  fonctions  F  s'applique 
au  calcul  des  fonctions  E ,  d'autant  mieux  que  la  correction  due  aux  cin- 
quièmes différences  de  l'auxiliaire ,  n'est  pM  sensible  pour  les  fonctions  E, 
tant  que  6  ne  surpasse  pas  80*.  En  effet ,  les  différences  de  l'auxiliaire  sont 
(leaucoup  plus  petites^  vers  la  fin  de  la  table  (  la  seule  sujette  à  difficulté)*, 
pour  les  fonctions  £  que  pour  les  fonctions  F  ;  et  tandis  que  la  méthode 
générale  ne  peut  guère  s'appliquer  sans  modification  y  autre  que  la  cor- 
rection dont  nous  avons  parlé,  que  jusqu'à  6  ss  So"",  pour  le  calcul  des 
fonctions  F  ;  cette  même  méthode  pourrait  s'appliquer ,  avec  une  sembla- 
ble correction ,  jusqu'à  87*  ou  88*  pour  le  calcul  des  fonctions  E. 

Passé  \e  terme  0  ;=?  801^  ^  nous  avons  fait  le  calcul  des  derniers  tenoaes 
dt  chaque  table  particulière  »  en  faisant  varier  l'amplitude  d'un  demi- 
degré  seulement,  et  le  nombre  de  ces  termes  a  été  augmenté  prog^ressi* 
vement ,  à  mesui*e  que  0  est  devenu  plus  grand  ;  de  sorte  que  pour 
6  =  88*,  on  a  commencé  depuis  ^  =  6o*.  Cet  expédient  réussit  complé- 
iemeiit  et  dans,  toute  l'étendue  de  la  Table,  pour  le  calcul  Mes  fonctions 
£  ;  mais  il  devient  encore  insuffisant  pour  le  calcul  des  dernières  valeurs 
de  la  fonction  F;  savoir,  de  celles  dont  l'amplitude  approche  beaucoup 
de  90^.  11  ne  reste  pour  celles-ci  d^autre  ressource  que  de  les  calculer  di- 
rectement par  les  formules  générales  d'approximation  ;  c'est  ce  qu'on  a 
feit  pour  8  =  86%  87*  et  88%  depuis  ^=85*,  jusqu^à  f  =  89*.  11  n'y 
a  eu  aucun  nouveau  calcul  à  faire  pour  les  angles  du  module  89*  et  90*, 
puisque  les  résultats  sont  déjà  connus  par  la  Table  du  n^  7^1 ,  pour  le 
premier  de  ces  angles,  et  par  les  Tables  III  et  IV  pour  le  dernier.  Ainsi, 
i  l'exception  du  petit  nombre  do  termes  quHl  a  falla  calculer  direoteme^l 
pour  la  fonction  F  sealemetit,  tous  les  résultats  eonlenua  dans  la  Table* IX 
ont  été  déduits  de  ki  méthode  des  ordonnée»  moyenKes ,  dont  Tusage  ne 
«Mirait  être  trop  recommaadé  dans  les  calculs  de  quadrature  qui  eitgeut 
lin  grand  degré  de  précîsioi^.. 
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6ao.  Ayanl  eipUqué  comment  les  difficultés  de  calcul  ont  été  vaincues 
dans  la  construclion  de  la  seconde  partie  de  la  Table  ^  pour  les  angles 
du  modulé  plu»  grands  que  4^®  9  ^  surtout  pour  ceux  qui  approchent  de 
90^,  il  ne  nous  reste  que  peu  de  choses  à  dire  sur  le  calcul  de  la  pre- 
mière partie  de  la  Table ,  depuis  6  =  o*  ^  jusqu'à  6  =  45®.  Dans  celle-oi^ 
lapplicaiion  de  la  méthode  générale  s'est  faite  sans  aucune  modification , 
dans  toute  l'étendue  de  chaque  table  particulière,  même  poUr  les  valeurs 
de  l'amplitude  fj  très  rapprochées  de  90"".  On  est  d'ailleurs  parvenu  à 
abréger  nalablemeivt  les  calculs  pour  les  petites  valeurs  de  0,  en  déteV<>- 
minant  l'auxiliaire  de  chaque  fonction  par  une  série  très  convergente.  Pour 
cet  effet ,  soit  sin*  fr  sin*  »  cz  r,  l'auxiliaire  pour  la  fonctioD  F  sera 

P  =  a(i-r>"*  =  a  +  iar  +  i;|a/-»+i^ar'  +  etc. 

Le  premier  terrrte  de  dette  suite  et  =  ^  ==  o,ôt745  dig'àSti  ;  tà  l'ôti  dé- 
signe les  termes  suivans  par  (i),  (a),  (3),  etc.,  en  sorte  qu'on  ait 

P*:«+(i)4-(2)-l-(3)  +  (4), 

ces  termes  se  déduiront  facilement  les  tins  des  autres,  et  Od  âurtt  éii  âiéiMé 
temps  l'auxiliaire  podr  la  fonction  E,  savoir  : 

^t*«(i-r)i=»«t-(i)-i(a)-f(5)-^(4),. 

or^  sans  passer  le  terme  (4)>  on  obtiendra,  paf  cfes  stétedy  dix  dëcimMéè 
exactes,  pour  toutes  les  valeurs  de^,  si  9  n'est  (fie  de  quelque  deffêà^^ 
'  et  pour  im  nombre  plus  ou  moitié  grand'  de  talents  dé  f ,  lorsque  8  sèHf 
plus  grand. 

8a  I.  Ces  calculs  étant  faits  constamnient  avec  dix  déciittalës,  le'  t^ésWltét 
des  4^  premières  opérations ,.  qui  donne  les  fonctions  E  et  F  pour  l'am- 
plitude ^=  45®,  s'est  toujours  trouvé  d'accord  avec  la  Table  VlU,  soit 
exactement,  soit  à  la  différence  4'un  très  petit  nombre  d'unités  décimales 
du  10*  ordre,  nombre  qui  est  allé  rarement  jusqu'à  4  6t  qui  n'a  pas  le 
plus  souvent  passé  2.  (  On  ne  parle  pas  ici  des  |^andes  erreurs  qui  sont 
presque  inévitables  dans  de  si  longs  calculs,  et  que  l'on  découvre  immé- 
diatement par  la  comparaison  avec  la  Table  YIII).  Pour  faire  disparaître 
cette  différence,  voici  le  moyen  qu'on  a  employé  :  supposons  qu'il  y  ait 
trois  unités  décimales  du  10*  ordre  à  ajouter  à  la  fonction  trouvée  parle 
calcul,  pour  la  faire  coïncider  avec  le  résultat  de  la  Table  YIII;  il  Êiudra 
examiner  la  dernière  série  des  diâerences  (c'est  ordinairement  la  qua-* 
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tneme  )  y  et  noter  les  endroits  où  elles  sont  le  plus  irrëgulières.  On  choi- 
sira trois  de  ces  endroits ,   et  on  Terra  quelles  sont  les  diflËrenœs  oor* 
répondantes  du  i*'  ordre  qui  ,  étant  augmentées  chacune  d'une  unité, 
rendraient  plus  uniforme  la  dernière  série  des  difierences.  Ln  peu  dVier- 
cice  sulBt  pour  aperoevoir  d'un  coujMl'ceil  celles  des  difierences  premièfes 
qui  satisfont  le  mieux  a  cette  condition.  Corrigeant  donc  la  série  des  fimc- 
tioDSy  d'après  celle  des  difierences  premières ,  on  aura  une  nouTcIle  série 
de  4^  nombres  dont  les  difierences  marcheront  d'une  manière  plus  rou- 
tière, et  dont  le  dernier  terme  s'accordera  entièrement  avec  le  résultat 
exact  couteno  dans  la  Table  VIII.  La  même  marche  et  le  même  mode  de 
correction  ont  été  également  employés  dans  le  calcul  de  la  seconde  par- 
tie de  la  TaUe,  depuis  p  =  4^*  jusqo^à  ^  =  90^. 

8a3.  L'expérience  nous  ayant  ainsi  dirigé  dans  le  calcul  des  diflSrentes 
TaUes  particulières  qoi  ont  servi  à  composer  la  Table  IX ,  nous  avons 
pensé  que  tous  les  résultats  devaient  être  exacts,  a  une  ou  deux  unités 
près  du  dernier  chifiîre  décimal.  C'est  pourquoi  nous  avons  conservé  dix 
décimales  dans  toute  l'étendue  de  la  première  partie  de  la  Table  IX ,  de- 
puis 8  =  0,  jusqu'à  6=  4^®-  ^  aurait  pu  conserver  la  dixième  décimale 
bien  loin  encore  au-delà  de  cette  limite  ;   mais  les  calculs  de  la  seconde 
partie  étaient  déjà  faits ,  dans  le  dessein  d'obtenir  neuf  décimales  exactes 
seulement ,  et  d'ailleurs  les  grandes  variations  qu'éprouvent  les  fonctions 
Eet  Fj  lorsque  Tamplitude  et  l'angle  du  module  s'approchent  tous  les 
deux  de  go^,  ne  permettent  pas  de  prétendre  à  l'exactitude  de  la  dixième 
décimale  dans  leur  déterini nation ,  à  moins  de  calculer  les  auxiliaires  avec 
une  ou  deux  décimales  de  plus,  ce  qui  aurait  augmente  considérablement 
la  longueur  et  la  difliculté  du  travail. 
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Interpolation  de  la  Table  IX. 


I'  '        •    •    • 
L  ne  nous  reste  plus  quà  feire  voir,  par  quelques  exemples,  comment 

doit  être  faite  l'interpolation  de  la  Table  UL 

8a3.  Exemple  I.  Soit  proposé  de  trouver  la  fonction  F(^,  0)  dont 
ramplitude^==  54*  45' et  l'angle  du  module  fl=6o'i5'. 

Nous  regarderons,  en  général,  F  comme  une  fonction  de  deux  quantités 
désignée  par  4  (^  9  ^)*  Cette  fonction  est  censée  connue  pour  des  valeurs 
particulières  de%variables ,  telles  que.jpsc  «,  9s=  ^ ,  et  il  a-a^t  de  trou- 
ver la  valeur  de  la  fonction  pour  des  variables  peu  différentes  9=  ««f- a: , 
6  =  f  +j^.  On  a  pour  cet  effet  la  formule  suivante  où  A  désigne 
4(ct,  f); 

4(«+a:,  e^jr)=A+x  j^  4.—.—  .  ^^  H ___  .  j^+etc. 


+^7«+7-  .    •  7j3^6+-TT-•I•7i?7î+^^^• 
1.2     •  cTi-  ^^ I  •    ,  —  •  ^^ "*"®*Pv; . 

I 

Dans  cette  formule  les  différences  successives  relatives~1l  l'amplitude^, 
nt  désignées  par  -sr ,  -r-;  ,  -n  ,  etc.,  en  prenant  pour  unité  la  différence 


constante  cT^  qui ,  dans  le  cas  de  la  Table  IX ,  est  ^le  à  1  *  ou  -^. 

les  différences . relatives  à  l'angle  du  module  0,. sont  désignées  par* jx- 1 

^•A-    J^A 

TÂT  >  TZs  9  ^' }  on  voit  en  même  temps  ce  que  doivent  signifier  les  no- 

^  ^.  J-A       /»A         *»A        , 

^*'^"^  7ÎJ^>  JÎV^'   7i7^>  ^*^-  •      • 

T.  11.  26 
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8a4*  Dans  l'exemple  proposé,  nous  aurons  a  =  54%  a:  =  |,  €^60*, 
^=si|  ilfisiut  donc  prendre  dans  la  Table  IX  la  foncUQqL  F  dpojt  ^anir 
plitude  est  54*  et  l'angle  du  module  60® ,  et  les  autres  termes  nécessaires 
pour  former  les  différences  qui  entrent  dans  la  formule.  Yoici  ces  termes  : 


54» 

55 
56 

57 


1. 06018  39^^ 
1.08479  4^40 

1.10971  2568 
I. 15494  44ai 


1 .08855  0959 
i.ii55o  iiao 


\.Q6^6i  3:454.  .  r..o667:^  Ç358 


1.09185  4^^9 


*  •  •  •  I  ' 


'•06997  24«7 


.  • 


■     ■  I  f  ■ 

Par  les  différences  prises  dans.  k.pf6iûére>  ligne  ▼efdca}«V'Oi^  troBVm  ii 

I 

Par  les  difi^rences  prises  dans  la  première  ligne  bQri^onUJq ,  on  a 

s-^586b. 


*|:«fe»o5a^     ^ 


tSitOSy        -JjJ 


9aC  )M  ^éftmQ»,ftm^  ê^Mih  aecondbligoe  Mrticale,  on% 
donc  •  ''.:•' 

jî^^  '4  6^9? ,   î^.=-  1 .  5845- 

Enfin,  parlti  di0er(sj^e&pirisâsdansila-9e9oi)de  ligne  horizontale ,  on  trouve 

élëhl^ p4|ii3 ,'  SI  f on  se  borne  aux  différences  du  premier  ordre,  on  aura 
3     /A         1      ^A 

I^=n>A*^9>«  j- H^>^ 'Tj»^i*<>7946' lâ'^^  A^ulatif^  lès    termes' du 

A      ji.  •  3     /*A»,    3      Ji*A        3*>*A  oû« 

second  ordte,  savoir  î —^  . -j^  +  ^B  •  75J^  •^3i-7îr=  '  ^^'7»  o» 


Bur»  PrKx,i(«o^4^  o^Sitay  enfin,    ajoutant    encore   les  termes  âii  tnA» 

pfl .  wr^.  nHw,  ewptwwm*  F  ^  *  |i,Q7947'  9W4rt ».  . 

Pour  calculer  semblablement  la  fonction  E ,  oq^pr^ndr^  4^0^  latTable.IX 
les  résultats  suivans  : 


v'i: 
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bo5 


«  I  1 1  i  «     .M»    «ix  u 


<P- 


54* 

55 

56 

51 


.  6o». 


0.-84640  8589 
0.85878  56i4 
o<87ioi  o553 
ô,885o8  5548 


-0^844^7  ^7^ 
o. 8565a  SSyy 

0.8686a  3o64 


i^ifMfc*rfMta>«tf**rfi 


i«M«. 


0.85430  11687 


f 


65<».  . 


Oh  64^i«:  9$So 


d'où  4'oB  iire  les  -différences  successives^ 


^5  ^^^7>    J^  .=    »45 


^    =  -      ans  ^6ï6, 


i"A 


"$  5îôô,    ij5-    d=  Sdgi 


-        4656,   ^ 


mi 


Sttbstilfaant  oes  valeurs  «dans  la  formule  Iféoémle ^  «b  «aifcra 

p»  tes  termes  du  pfwnîi&t-  crrdre Ettîsô  .855ï5  'Ô^SÎÎy 

par  les  lertties  dt  pretoiertît  dti  second  ordire,    E  ±^  o.655i*4  48g8i5,  * 
ettfin  pair  les  ternies  des troJ^pitUners ordt^s.     £  :ff^  o.8S5t4  ^oâbt. 

825.  Pour  vérifier  ces  résultato  par  la  méthode  dçi  modiiles  ^roiasana^  au 
commencera  par  former  l'échelle  des  modules  qu^  convient  à  l'angle 
0  =  6o''j5':  elle  est  la  même,  aU  mMoituHià çrès ,  que  celle  qui  convient  au 
complément  2Q'*4^\  et  on  la  trouvera  comme  il  suit: 

>e»  •  •  •  9.9^861  91884  8         b....  d-^^o^  'i'ikà^*Q 

•c' ...  9.99891  64sf8o  4        ^....  B.B48i^<B|iii48  o        — ^ 

c"...  9*9999996631  o    i"....  7.09601  528444    "  * 

•  .    .  ■  * 

iPaisa^t  ensuite  ^=54'*^  5',  on  trouvera  par  les  formulés  connues 

tp'  =  49*  5/   7"  556664       ? 
(p"  =  49.  5a.  2,  556594 
^'"szs  49.  52.  2^  261216.  . 

i:e  "dernier  terme"^  pouvant  être  pris  pour  ia  limite  • ,  Tm-atra  7{5*-f>'23g^- 
6ô^36'  i".T5o6oi8^1i  =^  Ibgtâng  (45^  -f^  î»)-di=id;.^^9)  »r4iîi^,iet<ad. 
culantF(pd'aprdstS^ttatiôhF^t=iKI(iR|^'k(^    .     ' 


i   { 


M 


1   •  •  < 

logF^  =  o.o552i  45^75  5,   't^ 


r      I    f 
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Enfiih,  pour  calculer  E^  on  a  l'équation  E^  =  UFp  H-  P^  ^^^  9  >  àans  k- 
queUeU=ift'(i  +  J*'4-i*'yO>P=P'-2c*sin^'— csin^,F==~i, 

= ^—  a  log.  {€/'  cos  fl/')  =  o .  ooooo  i6a665.  Il  en  résulte 


LT^  =  0.15759  iSgZa  6 
Pcsin^    0.71755  54897  9 


log^ss—ilog/^'s: 
les  valeurs  suivantes: 


P' .  2C»  sin  ^ 
csin^ 


I «43656  07198  4 
0.70900  73500  5 


Pciinfi  =  0.71755  54897  9        E^     =  o.855i4  5o85o  5. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  F^  trouvée  par  l'interpolation  de  la 
Table  IX,  n'est  en  erreur  que  d'environ  une  unité  décimale  du  huitième 
ordre,  et  que  celle  de  E^  n'est  en  erfeur  que  dé  trois  unités  décimales  du 
neuvième  ordre.  Le  résultat  de  l'interpolation  serait  un  peu  plus  exact 
encore^  si  on  avait  égard  aux  termes  du  quatrième  ordre  ;  mab  un  si  petit 
avantage  ne  vaut  guère  la  peine  qu'on  prendrait  pour  l'obtenir ,  et  #  paraît 
convenable  de  s'en  tenir,  comme  nous  l'avons  Ëiit,  aux  termes  du  troisième 
ordre,  ou  même  à  ceux  du  second,  si  on  se  contente  de  six  ou  sept  décimales 
exactes;. et  alors  le  calcul  de  l'interpolation  pourra  s'abréger  beaucoup ^  puis- 
qu'il ne  faudra  que  six  données  de  la  Table  pour  faire  connaître  les  difië- 
rences  jusqu'au  second  ordre  inclusivement. 


ji  .  -i. 


Exemple  II. 


ou 


826.  Supposons  qu'on  a  6  =  54^4'^^'%  ^^  tang^==-^=-^j^— —, 

^  as  52®5a'' 48^^95776,  il.  s'agit  de  trouver  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction  f .  ■  ;    :  ... 

Il  faudra  j^rèi^dre  dans  la  Table  la  fonction  F  dont  l'amplitude  est  5:i®,  et 
l'angle  du  module  54*  ;  cette  fonction  que  nous  appelons  A  doit  être  jointe 
aux  autres  termes  de  la  Table  qui  servent  à  trouver  les  différences  successives 
de  A,  comme  on  le  voit  ici  : 


<P 


^^-l-'ft;    ^ 


;  Sa 
55 

54 
55 


54* 


•  '  •  I  •  « 


55' 


*  ..  • » 


1.01756  i855 

I .04047  7478 
1.6696^ '.aéSà' 


ja.  99753  5559 

L «02054  94^4 

1.Ô4574  o54o 


1,00045  7770 
-i,oa56o  ^!i58 


57^ 


i.ooSag  4449. 


•  • 
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Par  le  moyen  de  ces  termes  on  trouvera  comme  ci-dessus  les  diflférences  suc- 
cessives de  la  fonction  A,  savoir: 

^  =  33760157,    ^=2i55o8,    ^=        385i, 
^  =    284  5865,    ^  =        8548  ,    ^  =  -  588Ô, 

JÏ7?=      ^o37»9.  ^?j«=    »  «561,    j^=        2895. 

On  a  d'ailiers  dans  cet  exemple  a:  =  o  •  5469337 11,  ^  =  o  •  07  ;  substi- 
tuant toutes  ces  valeurs  dan^la  formule  générale,  on  aura 

Par  les  seules  différences  du  premier  ordre,         F  ==  1.00758  90298 
Correction  due  aux  différences  du  deuxième  ordre,  —  i  91754 

F  =  !•  00756  98564. 
Correction  due  aux  différences  du  troisième  ordre,  —  19 

Donc  par  les  trois  ordres  lie  différences,  F  =:  i  .00756  98545» 

827.  Comme  la  valeur  de  ^  a  été  prise  de  manière  que  F9  =  jF',  ce 
résultat  peut  être  vérifié  par  la  Table  des  fonctions  complètes  d'où  l'on  déduit 
F*  =  2. 01475  97508,  et  par  conséquent  F^=:  1.00756  98654;  ainsi  on 
voit  que  la  valeur  trouvée  pour  F  par  l'interpolation,  est  en  erreur  d'une 
unité  décimale  du  huitième  ordre,  erreur  assez  légère  sans  doute;  mais  ce  qui 
est  remarquable,  c'est  que  la  correction  due  aux  troisièmes  différences  n'a  fait 
que  rendre  un  peu  plus  défectueux  le  résultat  des  secondes  différences.  Pour 
expliquer  cette  espèce  de  paradoxe ,  on  a  eu  recours  aux  différences  quatrièmes 
qu'on  a  obtenues  en  ajoutant  un  terme  de  plus  aux  lignes  des  données  tirées 
delà  table;  on  a  trouvé  ainsi  : 

j^SS—  182,   3;pjj=499.    Vî?=440,   7^=— 226,   jjj.=  -.220, 

ce  qui  donne  -f' i 65  pour  la  correction  due  aux  quatrièmes  différences,  et 
pour  la  valeur  corrigée  F=s  i  .00756  987 10.  De  cette  manière  l'erreur  n'est 
plus  que  de  5  ou  6  unités  décimales  du  neuvième  rang;  c'est  tout  le  degré 
d'exactitude  qu'on  peut  obtenir  d'une  Table  dans  laquelle  les  nombres  ne 
peuvent  être  tout-à-Ëiit  exempts  d'erreur  dans  le  dernier  chiffre  décimal. 

Au/«ste,  si  la  correction  +  i65  qu'où  a  tirée  dans  cet  exemple  des 
quatrièmes  différences,  est  plus  grande  que  la  correction  -*  19  due -aux 
troisièmes  différences,  contre  la  loi  générale,  celte  anomalie. est  due  i 


\ 


^>)6 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


^A 


ce  que  la  difTérence  première  -jr  parvient  presque  à  son  maxinuatt ,  dans 

une  des  données  tirées  de  la  Table:  cette  circonstance  rend  les  différences 
secondes  irrëgulières  et  plus  petites  tlans  un  certaiâ  întervfille  que  les 
différencts  troisièmes.  Mais  il  demeure  toujours  constant  que  jamais  on 
n'aura  l^soin  des  différences  quatrièdORSs ,  t|ui  cc^mpliqueraicoit  beaucoup 
les  calculs  d'interpolation  ,  et  que  même  il  est  assez  inutile  dans  la  plu* 
part  des  cas  de  tenir  compte  des  différences  tt-oisièiAès ,  ai^  *^ue  nous 
l'avons  déjà  dit. 

828.  Soit  proposé  maintenant  de  trouver  ^^ns  le  même  exemple  la  va- 
leur de  la  fonction  £^  :  on  prendra  dans  la  Tame  IX  les  données  né<- 
ces^irèë  pK^ùr  former  lès  diffiërefnces  jfùsqu'au  trotôiènoie  «rare  ctftnnte  i^ 
suit  : 


<p. 

54% 

SS\ 

56^ 

570. 

5a» 
55 

«4 
55 

o.835i5  B567 
'o.«4654  0479 
p. 85979  8853  1 
9.^7395  184^  '• 

0.85III  4636' 
0.84457  9825 
0, 85751  5ia9 

• 

0 .82900  £(601 
0 .843213  SSii  ' 

0.82708  iiïf4 

• 
1 

• 

|1  en  résulte  les  valeurs  suivantes  des  différences 

^=      iS58  391a,    ^.  =  -.12  5538,   ^=    i55, 

jg-ïss—    Î104  1951,     -j^st         I  5896,     ^a=2»69(3, 


3^=^      II  8735,  j^  = 


4843,  jçjçï' 


448. 


Substituant  dès  -valeurs  date  la  formule  générale  j  on  n  par  les  premièreB 

différences p ; E  =  o/84o55  SySi  i 

Correction  dés  secondes  difiërences*  •  •  •- 4*   *     i  o49'ia 

0.84054  4!^ii5 
-^176 


Gottéction  des  troisièmes  diffiSrënces< 


0.84034  4a3g9. 

'La  rraîe  valdur  ae  Bédutfa  de  l'ëqnaliiMi  nE^  "^  &  ss  i  —  6  acs  «v.  « . .  • 
o«>4i3ào  358685;  or  par  la  Table  II  on  k  kg  £^  ces  Ob  161)94  q&J^w^%^ 
:^^  ;ap  1,26748  5o37o5,  >donc  £9  s=o.84o34  43ii9>  aûm  renmir  V^t 
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que  de  sept  unités  décimales  du  huitième  ordre.  Sî  on  s'en  était  tenu  aux 
diffimnee»  «ecoudes ,  Terreup  u'eùi  pa»  été  de  neuf  unité»  doeimalcs  da 
même  ordre. 

839.  Nous  ne  dissimulerons  pas  qu'il  y  a  des  cas  où  l'interpolation 
de  la  Table  IX  ne  donoerait  pas  des  tésuftaiU  aussi  exacts  que  dans  les 
exemples  précédens;  ce  sont  ceux  où  l'amplitude  et  l'angle  du  module* 
seraient  tous  deux  plus  près  de  90®  que  de  45** ,  car  alors  les  différences  dçs 
fQpctîeM  X.  ^"^Xs^yA  celles  de  la  fonction  F  décroiB^eat  si  leot^a^eqtji  qirïl 
faudrait  dftfis  la. formule,  tenir  çomple  des  termes  du  4'^°^  ordre  ^t.même 
de  ceux  du  5****^,  pour  que  Terreur  ne  se  fît  sentir  que  vers  la  7'*"*  ou  la 
8*^"*  décimale.  Mais  cet  inconvénient  est  inhérent  à  la  nature  des  choses^ 
et  on  pourra  toujours  l'éviter ,  soit  par  les*  formules  de  bissectioit ,  soit 
psfr  les  fof mutes  des  fonctions  complémentaires,  en  ramenant  la  ddtertâî^ 
nallon  ^es  fonctions  E  et  F  a  celle  de  deux  autries  fonctions  dont  Pkm- 
jblitude  sera  beaucoup  plus  petite^ 

Cn'  général  l'usage  le  plus  ordinaire  dé  la  Table  fX  sera  de  faire  trouver 
là  valeur  des  fonctions  avec  quatre  ou  c}nq  décimales  seulement,  et  pour 
cela  on  n'aura  besoia  que  des  difiërences  premières  que  l'on  pourrai  tou- 
jours prendre  à  vue.  C'est  ce  qui  suffira  dans  beaucoup  de  questions  par^ 
ticulières.  Supposons,  par  e^iemple,  que  pour  le  module  c  =  sin  7^^,  op 
veuille  connaître  la  fonction  Fip,  dbnt  Famplitude  est  donnée  par  Téquà- 

Uopi'tang  Ï.Ç  5;p  \^\\QXi  trouvera  d'après' cette  équation  ^  sas  ^4**  ^7'  37^96 
X9^  74*"  «4^777;  ^suite  comni^  l'angle' du  module  se  trouve  eofaçtemiaak 
d^ns  la  Table  ^  il  i^'y  wx^  d'interpolation  \  faire  qu'à  l'égEird'^e  l'^m^ir 
tuda  ; .  on  tcouvie  doo«.  pan  la  seule  ppamière  différence  F^  =  i  »  84556  , 
et  en  tenant  conipt&da  U  seconde  différance  Ef  =3  1 .84^374?  Je  suppose 
maintenant  qu'on  a  voulu  calculer  Ff  >  pour  savoir  si  F^  n'est  pas  çpqv- 
mensurable  avec  la  Içnction  complète  F*  ==ip  ^,  768063 jU  faudra  chçfeher 
par  les  fractions  continues  le  rapport  de  F^  à  F*.  Ce  rapport  se  trouve 
y  presqu'exacftemenf  ;  car  liés  y  de  F*  sotir  i  .845575,  aîriisî  il  est  extrê- 
mement pjpobahle  ^pe  la  valeur'  de  ^  qpi  satisfait  à  l'équation  tang  f  ^ 

=  y\x  satisfait  aussi  exactement  àTéquation  F^  =  £F'  ^  et  a'est  ceq^e 
jes  ^mulet  conipies  pour  la  trisection*  de  la  fonçlioi)  F^',  ooq6rme|it  pliç;- 
nement.  Ce  résultat  aurait  été  ^çilemetit  roié  en  évidencfe  par  la  p^f^mièrîp 
valeur  moins  approchée  1.84556,  qui  résulte  des  seules  premières  difie-' 
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Des  CM  oh  ton  voudrait  pousser  t approximation  aw^là  de 
quatorze  décimales  ,*dans  le  calcul  des  fonctions  £  ef  F. 


83o.  Le  nombre  de  quatorze  décimales  dana  les  logarithmes,  ou  celui 
de  quatorze  chifires -significatifs,  ^dans  les  nombres,  est  la  limite  que  nous 
n'avons  pu  passer  jusqu'à  présent  dans  le  calcul  des  fonctions  E  et  F , 
parce  que  les  Tables  trigonométriques  les  plus  étendues  ne  comportent 
pas  un  plus  grand  degré  de  précision.  S'il  devenait  donc  nécessaire  dans 
quelques  cas  de  pousser  plus  loin  l'approximation,  on  pourrait  toujours 
faire  usage  des  formules  générales  qui  sont  susceptibles  d'un  degré  d'exac- 
titude indéfini  ;  mais  il  faudrait  recourir  à  des  moyens  particuliers  pour 
déterminer  avec  la  précision  nécessaire  les  élémens  qui  entrent  dans  ces 

formules. 

Soit  proposé ,  par  exemple ,  de  calculer  avec  vingt  décimales  les  loga- 
rithmes des  fonctions  complètes  F'c,  E'c,  qui  répondent  au  module 
c  =  sin  ^S"".  Il  faudra  pour  cet  efièt  évaluer  jusqu'à  vingt  décimales ,  les 
logarithmes  des  modules  c ,  c* ,  c*' ,  &^ ,  «••^ ,  c"**^ ,  jt  ceux  de  leurs 
complémens  A,  i*,  b^ ^  A*^,  b^*^\  ce  nombre  de  termes  suffit,  quand 
même  on  voudrait  pousser  la  précision  jusqu'à  vingt-huit  décimales. 

83 1.  D'abord  puisque  c=&=  v^j,  on  a  immédiatement 

/p=/ft=:  9.8494s  Sooai  68009  4^3^9  ^^^f 
en  second  lieu*  on  a  c*  =  — r-r  =  r-; — ; — rri  ainsi  il  faut  calculer  le  lo- 

1  +  6  (Y^  +  !)•' 

garithme  de  v^a  -{-  i  avec  vingt  décimales  au  moins.  Pour  cela  j'observe 
qu'en  faisant  (i  +  1^2)'=:;? -f- y|/a ,  on  a;?'—  ay*  s^  (—  !)■,  et 
p  +  y  v/a  =  ;>  H-  ^{p^  =F  '  )  ;  d'un  autre  côté 
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or  en  faisant  n  =s  i5,  on  a  ;?  =  375807  =:  7.5i».4i ,  q  =  igSoaS , 
;,•-  ay-  =  -  ,  ;  donc  i5  log  (1  +  v/a)  =  log y  +1.^-1^,  ^. 

Par  la  table  connue  qui  donne  jusqu'à  a5  décimales  ou  plus  les  logarith- 
mes des  nombres  de  i  à   iioo ,  on  trouve  log  2/^,  auquel  il  suffit  d'ajou- 

ter  la  correction  j^  facile  à  calculer,  ce  qui  donnera  les  résultats  suivans  : 
log  2/^ =  5.74165  52800  665i8  87976  87 

m  :  4/^* 1427  29502  20 

i51og(i  -|-  v/a).  =  5-74i65  52800  67946  17479  07 
ïog(i  +  »/3)-        0.38277  56855  57865  07851  958 
3log(i-f-v/2).        0.76555  15706  75726  i5655  876 
log<7<'. .  =  9-25444  86295  24275  84366  124. 

Ensuite  par  la  valeur  b^  =     \  ,  =  —Y^j  ,  on  trouvera 

log  6^  =  9.99551  18092  4^113  4<^^  7S- 

852.  U  faut  maintenant  calculer  à^  et  i'*,  ce  qui  se  fera  par  les  Ibr- 


^^  c 


iitfiles  &••  =    jf  ^  ,  c*'  =  77V  ,o\> ;  ^^si  tout  se  réduit  à  trouver 

Ic^  (i  +  i').  Or  une  valeur  approchée  de  i^  étant  a  =  ,   on  connaît 

par  les  Tablas  le  logarithme  de  a  et  celui  de  i  -f*  a  =s  — ^,  ce  qui  per- 
mettra  de  calculer  log  (  i  +  ^  )  comme  il  suit  : 

b^  g.ggSSi   iSoga  4^''^  4'^^  78     i+a 0.29779  8oai8  12926  i56oo  789 

a.  9.99351  18198  4o386  08892  38     i) —  52  59553  61641  094 

r.  io5  98272  66822  60  8oi65  53372  53959  695 

2) +    3232  708 

^A=-fii— r  f^=^—   R=Mrïi— 'M/^  ^«+^)=  <>a9779  8o;65  58872  57192  4o3 

'    i+a'     ^   •     c» 9. 23444  86293  24273  84366  Ï24 

j.\    T    j       j.\   T  j  8.98665  06127  70901  27143  721 

Sif""  =  7.87880  12255  41802  54287  442 

2V/^*...  0.29778  59002  85o37  9o3o6  264  îc*.  7.57227  12298  77821  84766  068 
i-f-i^..  0.29779  8oi65  53372  57192  4o3  5.14454  24597  55642  69582  186 
^b"^   =  9.99998  78837  3i665  33^13  861  **^  *  9  9999^  78887  3i665  88118  86i 

p...   5.14455  45760  28977  86418  275 
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9SS;  <Le»^pfeiniei^  termes  ^ant  Ésbnnus,  pn  pourra  calculer  l^s  modules 

suiTans  c^ûû.  ^ooo^  par  Jes  formules  ordinaires  ;>:»(ic~)\^,  ,. 

Ftmmp^^lmp^y  /'^^•sssiÇp-^P,  /4«**»  =  —  ^t^;  vold  ce  calcul: 

mp^..  84507  i5i54  866    p 5.14455  45760  35977  564 18  ^1^ 

^n^.  2  466    P. •....»  —  84507  i5i52  400 

P  =  84507  i5i52  400      l  à^zss  5.14455  45759  39470  2ia65  875 
•  /  *•••  =  —  42:^55  57576  200 

On  obtient  ensuite   très  Êicilement  les  modules  c^^^",  &*»••• ,  comme  il 
suit  : 

\  c*^** 4.8455a  458oa  7548g  ai744  5i  i     ., 

son  quatre.  9.68704  9i6o5  5oJ^8  03489  oj» 
1  ib*^....  42^53  57576  300 

p 9,68704  9ï6o5  .93331  .6io65  3:^3   p*.   .  .  9.37409  83^ 

p .        —  io3    m.  .  .  9.63778  43i 

£€f^.  =  9.68704  91605  93331  6io65  119  (*)  P 9.01188  365 

£h^^.  s  —  o5i. 

834.  On  voit  qu'en  s'en  tenant  à  vingt  décimales,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  prolonger  la  série  des  mbdules  aunlelà  de  ij**^'  e«  ***^  j  car  logô*^"^ 
n'est  que  d'une  demi -unité  décimale  du  vingt-unième  ordre.  Cependant 
le  calcul  ^tant  amené  à  ce  point ,  on  peut  sans  peiné  avoir  deux  décima- 
les de  plus ,  en  prenant  la  valeur  suivante  rffe  fog  c***^^: 

c^.  .  .  §.68704  9i6»5  ^3!i5i  6ib6il  119 
a.  .  .  .  o*3oio3  99956  63981  ic^2i  374 


f^ 


9.58601.  91649  .agaSo  /^iS^'S   745 
I. -77*05  83396  585qo  85087  490 

. •!  •  .-    •    .  ■  f  t 

^^oo-p  _  |^7r^ao3  85398  585oo  83087  541. 


(*)  Nous  rappellerons  id-uD  usage  qui  etft  commode  à  suivre  di^ps  le  oifticiil  dès  frac- 
tions très-  petites.  La  caractéristique  g  place  le  preimier  cBinre  d  un  nombre  au  premier 

rang  des  décimales,  la  earaetéristique  9  le  place  au  ëittfiSme  riiâg/li^^dttrébtérîstî<]fnfe 
9  au  vingt-unitane  rang  ^  et  ainsi  dé  suite. 


CHAPITRE  XVL  an 

D'après  ces  élémens ,  le  calcul  de  K=  i/ri3»i'*î'*<^*'^  j  et  celui  de. . 

F'c  =  -  R  .  doiiDent  les  résultats  suivans  : 

logK  =  0.07300  75453;  81757  88454  o5^      ' 

f9r.  .  .  .  o.igâu  98770  ÇçiSa  659^3  f5^         / 

XV^c  s=  0.26812  72234  11910  54347  79«- 

835.  Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  E^c  =?  LP^d,  it  faut  calculer 
le  coefficient  L  par  la  formule 

Pour  cela  soit  r  =  ^  o»»c^  [i  + 1  c»«<»(i  ^i-^  <f««^3,.on~«nT6d>bôrd.  . 
L  s=  ^(i_r);  soitenroitey  ==ic«»^(i-+.Ac*»*J=teîf  <i^"*V^^l4*<f*^ 

==  î  «~°  (ï^)  ,  on'  aura  r  =  i  c"(c*)«C?  +/)*  d'où  log  r  ........  . 

ses  îog (ï  c^)  +  2  log  <;•  +  nw'—  î.mr'* •+■  i  w/f  j  voici  le  calcul  de  cette 
formule  :  ' 

•  »■•••* 

î«^. . .  7.573a7  13298  77831  54766  tc"**.  , .  4.84553  45802  75489 
(c»)».  .  .  8.46889  73586  48547  68673  \.fi,^<z  ,o565 

(1)..-+-  50390670855444     /       -  ^.„i'  ,;»••'  »^";' 

(5).  .  +  ,  491      "■"•••  •  g'^T*?*^  4&ii5  ■dw>4 

log  r  =  6.041 17  i5i75  82889  354d      (*>••-  "^-i^*?*^  .??^?  ^^ 
e  ^    /         /       -«^      ,        ^^, 4.54349/^846 


«■>    ■  «lÉtfc 


1  l  .-v. 


2).  .  .  .  #  9.02S86  347^    '»-<^ 
.  |#^ 4.66743  52 

3): 5.6913^3  7., 

D'après  ecUe  viAeur  de  logr,  il  fiiot  caleulev  log  (i  *-^/*)'  p«r  Ib:  suite  —- mr 
(i  «4*7^+etc.)  dont  ciDq.lenDe&  suffiaeatfon  obtîen^ra.iûnsi 

log  (i  i— r)  ==  —  o.oooo^  7750^  îjS^QS  SÔVÔgr  fi»  . 


S 


* 9.86246  x5836  855i8a  Hçog»  ySr . . 


logL  =   9.86241-  36329  §8o^i  58330  i5 
F*c 0.26812  72224  11910  54547  79 


m  ■  iiiiginjaB^abd»:  •    ~  Tin  "tam--^- - 


\og  E*». , .  =sr        o .  i5o54  o865S  99921$  13677'  9*  ' '  ~ 
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836.  •  Cette  valeur  de  E'c  peut  être  vérifiée  comme  ci-dessus  par  l'ëquation 
E'^tF*  (i  +  A)  dans  laquelle  A  =??,,  en  voici  le  calcul  : 

KF'...  0.34013  43677  03668  42781  829      a  = 


*/"•  ""»  iBoâ'     ^  1893 

65986  563aa  o653i  57218  171 


i+« 


a 9.65986  54955  01017  46905  485    £\ss:£m—r,    r's 

r=  '         6ia  94685  89685  3 il  ^i-i-A)=     ^(i+a)— R 

Le  terme  o/^  se  calculera  plus  iacilemeat  sans  le  secours  des  Ic^arilhmes  par 
la  valeur  ■  ■. ,    ^  -r^ga  r ,  et  onaui^  or'  =  192  24040  3556 1  302 

l'autre  parUe 7  aMr"  calculée  par  Ic^arithmes    =  95112  83i 

R  =  192  24039  4^44^  571 

\^i  -I-  a)  ==:  0.16544  56478  76034  20298  574 

^(i  H-  A)  =  0.16344  56286  51994  7785o  ao5 
îF'c 9.96709  72267  47929  34826  417 

logE'c...  s=3  o.i5o54  o8553  99924  12676  62. 

'Ces  deux  résaltats  ne  différent  entre  eu&  que  d'une  unité  décimale  du  10* 
dtthre  :  le  dernier  semble  devoir  être  le  plus  exact. 
'  B37  •  Quaiit  i  la  valeur  de  F'c,  on  peut  la  vérifier  aussi  par  les  formules  F'c = 

KMH,  H=^  log^=o.682i8  81769  2093067575 .6.  Or,  en  faisant  41= 

■  'fc'^'u — s=ao.68ai8  81762  5,H;=/Hna:,a:=o.ooooo  00006  70920  675756, 

et  applicjuant  les  formules  S(à  -|-  «)  =  Sa+K^  £R  =  £^^  —  î  •  —  > 
on  aura  les  résultats  suivans  : 

«;;.  9083590  4r879  o5568  08145  556  x...   0082667  11744  25591 
R...        4-  4  ^7"»  5668o  o55  m...   9.65778  45ii5  oo557 

H. . .  9.85590  4188I5  50689  44825  611  '"=^-  0-16609  ^8>^o  9645^ 


56886  99465  21087  710  — ..  o.65o55  12978  2o56o 


mx 
a 

mx 
a 


R.  o.  0.07200  75455  81757  88454  o58  i—..  —  2  i556i 


0680 
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On  voit  qae  cette  valeur  ne  diffère  de  celle  qu'on  a  déjà  trouvée  que  de 
quatre  unités  décimales  du  vingt-unième  ordre ,  ce  qui  con6rnie  pleine- 
ment tous  ces  calculs. 

858.  Connaissant  ainsi  les  fonctions  complètes^  si  on  se  propose  de  dé- 
terminer avec  un  pareil  degré  d'exactitude  les  fonctions  E^,  F^,  pour  une 
amplitude  donnée  ^,  le  calcul  présentera  de  plus  grandes  difficultés , 
parce  que  les  Tables  connues  de  log.  sinus  ne  passent  pas  quatorze  déci;- 
maies,  au  lieu  que  les  logarithmes  des  nombres  jusqu'à,  i  loo,  sont  donnés 
avec  un  beaucoup  plus  grand  nombre  de  décimales  par  la  Table  àeSJiarp^ 
et  se  trouvent  dans  plusieurs  autres  recueils,  ce  qui  permet  de  suppléer  aux 
liHiites  des  Tables,  en  employant  des  réductions  et  des  artifices  de  calcul 
tels  que  ceux  dont  nous  avons  donné  des  exemples.  Voici,  au  reste ,^ 
quelle  serait  la  marche  qu'on  pourrait  suivre ,  si  on  entreprenait  de  sem- 
blables calculs. 

Supposons  qu'étant  donnée  la  valeur  de  ^,  on  veuille  déterminer,  avec  vingt 
décimales  exactes ,  la  fonction  F^  ou  son  Ic^arithme ,  il  £aiudra  commencer 
par  chercher,  avec  une  semblable  '  précision ,  la  valeur  de  tang  ^  ou  celle 
de  son  logarithme,  c'est  ce  qu'on  trouvera  par  les  formules  connues  dans 
la  théorie  des  fonctions  angulaires.  Ensuite  il  faudra  procéder  au  calcul 
des  angles  croissans  9%  ^^%  ç*®®,  etc.,  où  à  celui  des  angles  décroissans  ^', 
^'',  ^"\  etc. ,  selon  que  le  module  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  sin  4^^. 

Dans  le  premier  cas,  pour  déterminer  ^*  par  le  moyen  de  ^,  on  ne  doit 
plus  employer  l'équation  succincte  tang  (^^-—  ^)  =  ^  tang  ^  qui  suppose  l'u- 
sage des  tables  de  sinus ,  mais  il  faudra  déterminer  simplement  la  valeur 
numérique  de  tang  ^^  par  la  formule 

D  ^  I  —  b  tang*  f 

On  aura  soin  cependant  de  noter  la  valeur  approchée  de  ^®,  en  degrés  et 
minutes  seulement,  afin  de  ne  pas  confondre  le  véritable  arc  ^^  dont  on  a 
besoin,  avec  les  autres  arcs  qui  peuvent  avoir  la  même  tangente  ;  on  se  rap- 
pellera pour  cet  effet ,'  qu'en  vertu  de  l'équation  sin  (29  —  (p*)=c*  sin  ^*,  la 
valeur  de  29  —  ^"^  doit  toujours  être  contenue  entre  les  limites  fi""  et  — -  0^ , 
0*  étant  le  plus  petit  arc  qui  a  pour  sinus  c^. 

On  connaît  déjà  /  tang^,  on  connaît  /(i  -f*^)==  «^^^  >  ^^^^^  P^^r 

avoir  /  tang  ^^,  il  faut  faire  b  tang^^  =  A,  et  du  logarithme  connu  de  A 
'déduire  celui  de  i  —  A ,  ce  qui  se  fait  par  les  formuTes  dont  nous  avons 
donné  beaucoup  d'exemples. 
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11  est  visible  maintenant  qu'un  semblable  calcul  servirai  déduire  Ç^""  de  (p*, 
et  ainsi  de  suite.  On  continuera  donc  le  calcul  des  amplitudes  croissantes 
9%  ?''%  ?^%  6^c*9  jusqu'à  la  limite  où  un  terme  ne  di£[^re  plusaensibleiaeiit 
du  double  du  précédent;  cette  limite  aura  lieu  lorsque  le  b  correspondant  au 
dernier  (p  pourra  être  pris  pour  l'unité;  dana  l'exemple  préeédent,  c'était 
6®*^.  AÎJisi,  lorsqu'on  voudra  avoir  vingt  décimales  exactes  el  que  c  ne 
surpassera  pas  sin  4^^?  il  ^^  ftudra  pas  prolonger  la  suite  (p%  ^^,  etc.^  aur 
delà  du  quatrième  terme  ^"^"^j  et  pour  des  modules  au-dessous  de  sin  o&*j 
il  suffirait  d'aller  jusqu'à  (p*^. 

Connaissant  tang  ^'*''*^  et  sachant  txni jours  d'avance,  à  très  peu   près, 
combien  Farc  ^'^  contient  de  d^és  et  de  minutes,  il  restera  à  trouver 
«Tare  lui-^même  qui  répond  à  cette  tangente,  c'est  ce  qu'on  trouvera  par  les 
formules  qui  ont  servi  à  trouver  tang  ^  par  le  moyen  de  ^. 

L'angle^***'**  étantconnu  et  réduitcn  partiesdu  rayon, on  fera  *=:yj^*'*^, 
et  on  aura  la  fonction  cherchée  F^=K^.  L'application  de  la  même  formule, 
répétée  quatre  fois  consécutives ,  suffira  donc  pour  obtenir  vingt  décimales 
exactes;  om  en  obtiendrait  le  double  avec  un  terme  de  plus,  mais  alors  il  fau- 
drait calculer  aussi,  avec  quarante  décimales ,  les  logarithmes  des  modules  et 
CSiuj^  des  différentes  tangentes,  ce  qui  serait  un  travail  presque  insurmontable. 

SSq.  La  même  méthode  peut  être  suivie,  quand  même  l'angle  du  module 
s'élèverait  jusqu'à  70  ou  7$  degrés;  mais,  passé  cette  limite,  il  est  préférable 
de  suivre  la  méthode  des  modules  crôissans. 

Ayant  donc  calculé  les  termes  de  l'écbelle  des  modules  d'oà  se  déduisent 
les  fonctions  complètes  E'c,  F'c,  on  procédera  au  calcul  des  amplitudes  dé- 
croissantes ^',  (p'^y  etc. ,  de  la  manière  suivante  : 

Il  faudra  d'abord  tirer  la  valeur  de  tang  ^'  de  l'équation 

^'=  i±£  cot  (p  4.  ^[(i±^ycof^  +  aQ; 

et  comme  on  a  i  -f-  A'  =  -^  =  —,  la  valeur  de  tang  ^'  pourra  être  mise 
sous  cette  forme 

Mais,  lorsque  b  sei# très  petit,  on  pourra  substituer  à  cette  formjule  la  suite 
^rt  convei^ente, 


cot 
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On  déduira  semblablement  tang  ^^  de  lang  ^',  lang  (p^"  de  tâng  ^"j  etc.j 
d'ailleurs  on  voit  que  la  suite  ^^  ^'\  ^"'y  etc.,  va  toujours  en  diminnant  jus* 
qu'à  une  limite  qu'elle  ne  tarde  pas  à  atteindre  sensiblement. 

Appelant  donc  <I>  le  dernier  terme  dç  la  suite  ^,  ^\  ^",  etc.,  on  aura  en 
l(^aritbmes  hyperboliques  F^=  K  log  tang (45''+ i^) >  ou  en  logarithmes 
rulgmres 

F^  =  KMlog  tang(45°+  i«)=:  KMlog  [(tang*  +  /(i  +tang*«)] 

840.  Pour  avoir  dans  le  même  cas  la  valeu;:  de  la  fonction  £^,  il  faut  recou- 
rir aux  formules  de  l'art.  763  qui  peuvent  donner  tel  degré  d'appro^iimation 
qu'on  voudra.  Si  on  se  borne  à  ao  décimales,  le  quarré  de  V"  sera  toujours 
négligeable,  même  en  supposant  l'angle  du  module  peu  au-dessus  de  45°;  on 

pourra' donc  supposer  c""=  i ,  et  faisant  P  riss^^j^^   »  -, —  i,  on  aura  E^=: 

L'F^  +Vc  sin  (p.  Dans  beaucoup  de  cas,  on  pourra  faire  c'''=  i ,  alors  on 

aurait  simplement  P  =  -t-f,  —  i  •  Quant  aux  valeurs  de  cos  a',  cos  eo%  cos  cù"\ 

par  lesquelles  on  a  r' =  c' cos  û>',  r^'=zc^  cos  a/'y  H"  =  c'"  cos  cù'" ^  elles  se 
calculeront  sans  conhattre  la  valeur  en  degrés  des  angles  â),  par  les  formules 
tang  Où'  =  b'  tang  cp',  lang  a»''=i"tang  cp",  tang  â>'''=A'"talig^"'  ;  ainsi  bn 
aura  directement 

'  jn  m 

~  1/(1  +  6'*tang-f')  '  ï/Ci  +  *'•  tang*  p'y     '^    ~  1/(1 +6"»taiigVh" 

841.  Si  on  renonce  au  calcul  par  logaritlimes  qui  devient  très  pénible^ 
lorsqu'on  leur  donne  plus  de  quatorze  décimales,  on  pourra  néanmoins, 
par  le  calcul  ordinaire ,  parvenir  à  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra  dans 
la  détermination  des  fonctions  F  et  E.  Mais  il  y  a  un  choix  de  formules' à 
faire,  pour  parvenir,  avec  le  moins  de  travail  possible,  à  un  degré  d'ap- 
proximation déterminé. 

S'il  est  question  d'abord  de  calculer  les  fonctions  complètes  F'c,  E'c^ 
on  pourra  recourir  aux  séries  de  l'art.  48  >  lesquelles  peuvent  donner  un 
degré  d'exactitude  indéfini.  Mais  ces  sériés  né  sont  bonnes  à  employ-er 
que  lorsque  le  module  né  surpasse  pas  sin  iS"*,  qja  lorsqu'il  est  plus  gfand 
que  sin  75*;  dans  tous  les  autres  cas,  ces  séries  sont  trop  peu  convergente, 
et  on  parviendra  plus  facilement  aux  résultats  cheirchés  par  le  calcul  des 
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différens  termes  de  l'échelle  des  modules.  Ce  calcul  pourra  toujours  se  faire 
par  les  opérations  ordinaires  de  FAnlhmélique. 

84^*  En  effet  étant  donnée  la  valeur  numérique  du  module  c,  on  en 
déduira  d'abord  son  complément  ^s  |/(i  —  c*)  ;  on  aura  ensuite  les  deux 

termes  c*,  A*,  par  les  formules  c®  =  '  'T. ,  b^  =  ^^ ,    les    deux    termes 

c^%  i*%  par  les  formules  c^=    ~,^»    i**  =  ^-T-7i»  et  ainsi    de    suite. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  c  très  petit,  le  suivant  désigné  par  c^,  et 
son  complément  &%  se  calculeront  plus  fiaicilement  par  les  suites  con- 
vergentes 

L^  7^V      •    >i    •   I    ïï-ï5     -    ,    ii.i5.iQ    -    ,      .    \ 

^  64  V  ^  i6  *^  T  ,6.20   *^^  i6.ao.24       +        /' 


la  dernière  résulte  du  développement  de  la  formule. 

U  fiiudra  prolonger  le  calcul  des  modules  c^,  c**,  à"^^  etc. ,  jusqu'à  un 
terme  dont  le  quarré  soit  négligeable;  soit  ce  terme  é^j  la  série  des 
complémens  sera  de  même  terminée  k  è^'^y  ou  plutôt  i  b^^^*\  car  dans  ce 
cas,  on  pourrait  supposer  i^"^  =  i .  • 

Cela  posé,  la  fonction  complète  F'c  se  calculera  assez  &cilement  par  la 
formule 

quant  à  la  fonction  complète  E'r,  elle  ne  parait  pas  pouvoir  être  calcu^ 
lée  plus  simplenient  que  par  ta  formule 

E"^  =  M'""r-l 8 76 ^'^Oî 

on  obtiendra  de  cette  manière  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra,  par  le 
calcul;  de  deux  séries  composées  du  moindre  nombre  de  termes  possible. 

84^.  Supposons  mai(^tenant  qu'on  veuille  déterminer  .les  fonctions  F^, 
Ef  qui  répondent  à  une  amplitude  donnée;  il  faudra  d'abord  déduire 
w^  de  ^  au  moyen  de  la  formule 
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cot  ^**  =  ^  (  coKp  — tang  ^)-f-  j  c*  (coi  <p  +taug  ^), 

dont  le  calcul  est  assez  facile,  pourvu  qu'on  connaisse  à  la  fois  cot  (p  et 
tang  (p;  il  faudra  par  la  même  raison  déduire  tang  ^^  de  cot  ^%  et  on  cal- 
culera semblablement  l'angle  ^^  par  la  formule 

cot  (p*'  =  {  (cot  ^*  —  tang  (p*)  +|  c^(cot  <p°  +  tang  ^•). 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  au  terme  ^^  de  même 
rang  que  c^"^,  et  dans  chacun  de  ces  calculs,  on  aura  soin  de  noter,  comme 
il  a  été  dit  art.  838,  la  valeur  approchée  de  l'arc  dont  on  a  calculé  la  co- 
tangente.  Connaissant  donc  le  nombre  total  de  degrés  contenus  dans  le 
dernier  terme  ^^"^^  la  valeur  exacte  de  cet  arc  pourra  être  déduite  de  sa 
tangente  connue  avec  toute  la  précision  nécessaire.  Réduisant  ensuite  cet 

arc  en  parties  du  rayon,  et  faisant  <t  =  ï-ï-,  on  aura  F^  =  K<&. 

11  reste  a  calculer  E^,  ce  qu'on  fera  par  l'équation  E^  =  LF^  -|-Pc  sin  ^, 
dans  laquelle  on  a 

T  c*        c'c'         cVc" 

L=i----^ §--etc„ 

Jr  =  -  COS  Cû  H 7-  COS  Cù  cosw®  H 5-  COS  Ûû  COS  û>*  cos  Û>^  -f-  ctc.  : 

2  •      4  o  ^ 

d'ailleurs  les  angles  û>,  û)%  û)*%  etc.,  se  déduisent  des  angles  ^,  ^*^,(p***, etc., 
par  les  formules  tang  œ  =  b  tang  ^,  tang  û)**  =  b^  ta»g  ^°,  tang  a>**  z^ 
b"^  tang  ^®**,  etc.}  et  comme  on  connaît  tang  ^,  tang  ^°,  etc.,  on  aura  im- 
médiatement 


c« 


^^^^^=V^(.  +  6«tani^'     e- CO»  «•  = -^j-^:^^^— ^^ ,  etc. 

Cette  méthode,  que  nous  employons  ordinairement  depuis  c  =o  jusqu'à 
sin  4^*,  peut  être  étendue  oeaucoup  plus  loin,  jusqu'à  c  ss  sin  81*",  parce 
que  dans  cette  dernière  limite  les  séries  n'ont  qu'un  terme  de  plus  que 
pour  la  limite  c  =  sin  45"*.  Mais  depuis  c  =  sin  Si"",  jusqu'à  c  es  i ,  la 
seconde  méthode  mente  la  préférence ,  à  raison  du  moindre  nombre  de 
termes  dont  les  séries  sont  composées ,  et  le  calcul  devra  être  fait  comme 
il  suit. 

843.  On  formera  d'abord  la  série  des  modules  croissans  c,  c',  c'^,  ...  et 
celle  de  leurs  complémens  bj  b'^  V'....  par  les  rnêmet  formules  que  dans 
Fart.  841  ,  ayant  soin  seulement  d'échanger  entr'elles  les  lettres  &  et  c , 
T.  U.  a8 
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ainsi  que  les  signes  *  et  ^  La  suite  bj  V j  b"...  étant  donc  prolongée  jus- 
qu'à un  terme  V^^  dont  le  quarré  soit  négligeable,  relativement  au  degré 
d'approximation  qu'on  a  en  vue,  on  aura  en  logarithmes  hyperboliques 

F'c=  —  log  ^,  ou  en  logarithmes  vulgaires ,  F'c  =  — ;p  log  t^,  d^ail- 

leurs  le  coefficient  K  a  pour  valeur 

K  =  (i4-*')  (!  +  *")  (i  +  n (1  +  ^^); 

on  calculera  en  même  temps  la  fonction  E'c  par  les  formules 

E'c  =  L'F'c  +  ^ , 

L'=-(i+-  +  -^  +  -8~  +  etc.). 

Dans  cette  méthode,  il  reste  à  calculer  le  logarithme  de  r^,  avec  le 

degré  de  précision  requis. 

Si  ensuite  il  s'agit  de  calculer  les  fonctions  F^,  E^,  qui  répondent  à 
une  amplitude  donnée ,  on  suivra  les  formules  ordinaires  p  lesquelles  ne 
sont  guère  susceptibles  d'être  simplifiées,  si  ce  n'est  la  formule  principale 
qu'il  convient  de  mettre  soûs  la  forme 

cot  (p'  =  l±i^  cet  (p  +  y/Q(L±i!ycot-  (P  +  *Q  J 

elle  servira  à  déduire  cot  ^'  de  cot  <p  ;  on  déduira  de  même  cot  ç>''  de  cot  ^^, 
et  ainsi  de  suite. 

844-  ^^  terminant  ces  recherches ,  nous  croyons  devoir  faire  observer 
que  par  la  simple  méthode  de  bissection  qui  n'exige  que  des  extractions 
de  racine  quarrée ,  on  peut  calculer  jusqu'à  tel  nombre  de  décimales  qu'on 
voudra ,  les  fonctions  F  et  E  correspondantes  à  des  valeurs  données  du 
module  et  de  l'amplitude. 

Remarquons  d'abord  que  pour  la  bissection  des  simples  arcs  de  cercle, 
on  a  les  formules 

sin  i  ^  =  I  1/(1  -I-  sin  (p)  —  i  {/(i  —  sin^)  , 
cosi^  =  i  l/(iH-sin^)  +  ii/(i  —  5in(p); 

ainsi  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  -^  ^  se  déduisent  à  la  fois  de  la  valeur 
donnée  de  sin  p.  Partant  donc  d'un  sinus  connu  tel  que  sin  45* ,  sin  3o% 
ou  en  général  an  a^  on  peut ,  par  des  bissections  continuelles ,  parvenir 
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au  sinus  d'un  arc  très  petit  arc  cù  ,  qui  sera  sensiblement  égal  à  L'arc  ;  et 
de  cet  arc  ou  de  ce  sinus ,  .on  déduira  la  valeur  de  l'arc  proposé  a  =3  2*01 , 
n  étant  le  nombre  des  bisseclions. 

On  procédera  d'une  manière  semblable  pour  déterminer  par  des  bissec- 
tions  continuelles,  la  fonction  Fa  dont  l'amplitude  est  donnée.  Soit  en 
général  F^  Ai  terme  quelconque  de  la  bissection  et  F^'  le  terme  suivant, 
en  sorte  qu'on  ait  F^'  =  |  F^,  on  déduira  p'  de  (p  par  la  formule 

sin  <p'  =  — 5l^_  : 

or  ou  peut  mettre  v/(|  +  ^  A^)  sous  la  forme  \  t/(  i  +  c  sin  (p).  .  .  . 
+  7  v^(  I  —  c  sin  9);  ainsi  on  aura  en  général,  pour  déduire  (p'  de  ^ ,  la 
formule  très  simple 

j       .  _    t/(i+8iii(p)— 1/(1— sinip) 
V^(i -h  f  sm  ^)  4- [/(i  —  c  sm^) 

Celte  formule  servira  à  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  la  suite  des  bis* 
sections  \  lorsqu'on  sera  parvenu  à  une  valeur  très  petite  de  sin  (p ,  celle 
du  terme  suivant  sin  (p'  se  trouvera  plus  facilement  par  la  formule 

-;^-./        -i/      •'•^••«       .'•»^'5.7j.,       .1,3. ..11-.^  \ 

smq>  =sm^^[  I  4- —- c* sin*  ^ -+- t-j^-tt— '-  c^  siu*<p-h7-> jc^  sin^  ^+elc.  J; 

\    «  4'"  4.0. (5. 10  4'"'**'4  / 

on  aurait  en  même  temps 

enfin  si  l'on  fait  les  calculs  par  logarithmes,  on  préférera  les  formules  sui- 
vantes dont  la  loi  n'est  pas  moins  simple, 

,  .      /      /  •    i^   ,   wM?'sin*®/     ,  3     c*  sin*  ^  ,  3.5  c^siu^^  ,  3.5. 7  c^siii*'^  .         \ 
/sm^  =/s.ni^+  —g— ('  +  4  .  — i— +411— 3--+ÎX8-4 -+""^)' 

,  .    ,  ,,,    .      .    ,   msin'f  /     ,  3     sin*^   ,   3.5     sin*^   ,   3.5.7     8>n^^   •      .   \ 

/s.n>==/(ismO+— g— ''(.  +  4.— ?  +  4;ëV  +  4X8'T^+^V 

Supposons  qu'après  un  nombre  n  de  bissections,  on  parvienne  à  un  arc 
très  petit  û>  qui  sera  la  dernière  des  valeurs  de  ^  ;  alors  en  supposant  seu- 
lement cù^  négligeable,  on  aura  avec  une  exactitude  suffisante 


c'     ,         c* 


Fdtf  =  01  H- -g  û>»  —  —  (  4  —  gc*  )  û)*  , 

Ea>  =  a>  —  -T-  a>^  H (4  —  5é?^  )  o»^  ; 

6  120  ^^  ^       ^ 

connaissant  Fo),  on  en  déduira  immédiatement  F«  =  :i'Fû»,  n  étant  le 
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nombre  des  hiisectionâ.  Quant  à  la  valeur  de  La,  elle  se  déduira  de  tout'.-f^ 
les  equatioas  de  la  forme  E^  =  2E3'  -»  c*  sin*  $  sin  9',  et  on  aura  en  gé- 
néral Ea  =  2"E«  —  r*Z  -  Z  étant  la  >oin]iie  des  n  termes  sin*  ^  sîn  ?" 
+  2âin*  9  sin  î"  -i-  4  siD*  C  sin  ç"  -f-  etc.,  forméà  a\ec  toute»  les  valeurs 
de  z  .  en  partant  de  la  première  a  jusqu'à  la  dernière  ot. 

Noua  n'iDsisteroij>  pas  davantage  sur  celte  méthode,  par^  que  maigre 
sa  simplicité  apparente  et  l'éiej^aDce  des  formules,  la  longueur  des  calcuU 
qu'elle  exi^i^e.  la  rendrait  presqu'impraticable .  dans  les  cas  011  Ton  vou- 
drait obtenir  une  trè<  îzrande  approximation. 


i 


TABLE  I, 

CONTENANT 

LES  LOGARITHMES  DES  FONCTIONS  COMPLÈTES  F-c,  E'c, 

Calculés  pour  tous  les  angles  du  module  de  dixième  en  dixième  de  degré,  depuis  6*. 
jusqu'à  go*,  avec  i4  décimales  pour  les  i5  premiers  et  les  i5  derniers  d^rés  du  qua- 
drant, et  12  décimales  pour  tous  les  autres  angles  de  i5  à  ^5  d^és. 

On  y  a  joint  les  différences  premières,  secondes,  troisièmes  et  quatrièmes  de  ces  Logar 
rithmes,  terminés  uniformément  à  i^  décimales. 

jL'angle  du  module  qui  sert  d'argument  est  désigné  par  0. 
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a  21286  43 
a  20751  52 

a  19J63  66 


46a  86 

607  43 
680  43 
753  94 


■27  87 
902  24 
9f  98 


,205 

7352 

7300 

735i 
J393 


47 
48 


43 

44 


1433 
1809  j 


3  05454  68 
3  03790  88 
3  03049  78 
2  0023 I  3o 


668  96^675 
667  08730  13 
665  33392  19 
663  40489  42 
6di  00097  9** 


98335  43 
96362  14 
943  m  52 
92183  64 

8997860 


i586  63 
1663  80 
1741  10 
1818  48 
1895  87 


7437 
7«4 

7551 
7581 
7615 
'S» 


7705 


33 


87696  63 
85337  93 
83903  77 
60391  46 
77604  40 


2305  04 
''6'  97 


2358  -, 
2435  16 
35it  3i 
2587  06 

3661  4' 


7717 

7j3o 
7,38 

77% 
7742 


7693 
7^73 


+  3 


7646 
7615 
,575 
7535 
7489 


69.0 


65q  83393  56 
658  07151  57 
656  34746  88 
654  65.53  83 


3o 
64 

3003  41 

3958  53 


,434 

7377 

7313 

734» 


■?e 


TABLE  II. 


5o.5 
5i.o 
5i.5 


55.0 
55.5 
56.  o 
56.5 
57° 


58.5 
59.0 
59.5 


63.5 
64.0 
64.5 
65.  o 
65.5 
66.0 
66.5 
67.0 


68  5 
6<)° 


82601  78762  4o 

836ro  93377  oô 
84ti-i3  Ôr636  89 
85G38  09018  73 
86G56  1694a  47 


87677  a,768  49 
88701  43795  ri 
89728  672S5  95 
90759  003.7  "7 
91792  45074  69 


92829  o355i 
93868  77694  o5 
949"  «9370  tJi 
95957  8o366  8.) 
97007  12383  6(3 
98059  6^33~4^ 
991 iS  45837  14 
00174  ^"'^i  "7 
OI236  8i5i3  73 
O23o2  40941  70 


[8583  ■ 


03371 


o55,8c  „ 
06597  «oM  10 
07679  95522  73 


4!'42  9o58o  44 

5348  41678  12 

6457  26044  36 

"  43.17  4= 


19803  72361  69 
,20925  82623  78 
.22o5i  31767  77 
23179  88426  30 
34311  81060  68 


^5446  97958  83 

26585  ^723i  38 

J26  9G808  93 

H9  67688  oq 


-■-70  739=8  57 
.33324  90347  49 
33483  i393S  89 
34642  4.S03  oS 


T.  II. 


009  i36i4  59 
oia  09^59  8i 
0.5  07381  84 

o,e  0,913  ,4 


024  16026  62 
027  33460  84 

o3a  33o6i  22 
o33  447^7  52 
o36  56476  68 


039  74142 
042  91676  5fa 
046  I 0996  28 
"49  32bi6  77 
52  54649  74 


o55  78803 
o59  04384 
062  3.392  ou 
o65  5q427  n-i 


.72  .8956  68 
75  5oi3o  o3 
78  82090  28 
83  147 18  63 
o85  47892  7g 
T888T486  82 
092  ,537.  37 
og5  494 '3  o5 

098  83475  48 

7418  3o 


o5  5.097  ^ 
08  84366  24 
12  17073  ob 
i5  49063  76 


122  10263  09 
125  39.43  99 
138  66658  43 
i3t  92634  48 
i35  16898  14 


i38  3937a  46 
[Si   59577  65 


T-63i 


'4?  93^47  97 

i5i  06240  48 
i54  16418  92 
[57  33591  40 
.6^  27534  I. 
.63  381 4 I  55 


>  95645  33 
i  98122  o3 

1  0054,  90 


3 .3,. 


1,69630 


3  17533  88 
3  '9319  72 
3  aioao  49 
3  22632  97 


3  2558o  29 
3  36908  53 

3  28.35  fn 
3  29257  44 
3  3o37<  27_ 


3  31173  35 
3  31960  35 
3  32638  35 
3  33174  ■'' 
3  33594  " 


3  33884  45 
3  34041  78 
3  34062  43 
3  33942  83 
3  33679  36 
3  33368  56 
3  33706  82 
3  31990  70 
3  3iii6  75 
3  3oo8i  58 


3  07173  48 
3  03973  71 


3476  81 
241g  87 

236o  38 

22€)8  32 
2233  62 


2166  .6 
209592 
2oaa  86 

1946  84 

1867  88 


1785  84 
1700  77 
léia  48 
i52i  o3 
i4a6  2g_ 


70,4 
73  06 
76  02 
78  96 
83  04 
85  07 

9'  4S 


i3i8  24 
laie  88 


ioi3  83 
90a  08 


56,  74 
716  12 
873  95 
,o35  ,7 
1,99  68 


,367  46 
,538  39 

léSq  3? 
aoaj  ,3 
2a5i  65 
2436  76 
a6a4  a, 
a8i4  07 
3oo5  96 

3'99  57 
3395  a7 
3593  33 
3790  6, 


29  45 


i36  68 
i4o  26 
143  83 
4,  38 

91 

,54  38 
,57  83 
,6,  23 
164  5i 
167  78 
,70  g3 

3  95 

3  29 


i85  11' 
187  5i 
189  80 

'9'  59 
193  81 

,95  5o 

o5 

'99  39 


56 


278 


282 

296 

s^ 

_3o3_ 
3aa 
3,6 
329 
33, 
33i 


349 
335 
355 
343 


M 
35. 
364 
359 
358  ■ 
357 
355 
354 
_346_ 
345 
339 

lll 
3.5 


307 

2ii 

240 

309 


i55 
,34 


TABLE  11. 


TABLE  a 


:»$t- 


*• 


69*0 
69.5 

fO.O 

ro.5 
i.o 


1.5 

f2.0 
[2.5 

f3.o 
3.5 


ÎB.5 

7  o 
.5 


l 


.0 

8.5 


'90 

79-5 

00.0 
80.5 
81.0 


Sa.o 
82.5 
83.  o 
83.5 


84.0 
84.5 
85.  o 
85.5 
86.0 


"58.5 
87.0 
87.5 
88.0 
88.5 


89.5 
90.0 


F. 


34642 
358o5 
36971 
38i4i 
39313 


4i5o3 
69644 

9477» 
13092 

20618 


00 
55 
22 
40 
09 


i3i58 
86321 
355 16 
55q49 
42627 


10 

52 

II 

40 


[64o3 


,9984 
51182 


90355 
98740 

47«9> 
0093 


61 

02 

10 


52383 
53586 

55998 

57208 

59632 
608^7 

62004 
63282 


i9^^ 
12902 

56046 

81 588 

12669 


3T 

p 

85 
39 


67320 
47887 
96830 


645o3 
65724 
66947 
68172 

69397 


70624 
71852 
73081 
7431 1 
75542 


06238 
68o52 

15900 
85277 


28 
2 
2 

52 

74 


t 


38 

2; 


73420 
71702 
73326 
63395 
38924 


23 

61 

li 

74 


76773 

78006 
29238 

00471 
81705 

82939 
84173 
85407 


88847 
04020 
75257 

?3284 
8802 


}6 
68 

4» 


32471 
34924 
46773 


o 
01 


Diff.  I. 


i63  28141  55 
166  25126  67 
169  i832i  18 
172  07525  69 
174  92540  01 


177  73163  4^ 

180  49104  85 
i83  2o4o3  25 
i85  8667'7  78 
188  47728  21 


191  o3365  12 

193  53450  2Q 

195  Q7726  90 

198  Db020  18 

200  68137  18 

202  93882  63 
2o5  ]3o83  98 
207  25541  90 
209  3 1000  54 
211  29522  89 


2i3  20606  14 
2i5  044^2  <>o 

216  80567  10 

218  4^4^  ^^ 

220  09407  74 

221  61893  90 

223  06021  00 

224  41895  20 

225  oq3o9  09 

226  881 4^  4» 


22^  98283  38 
220  99623  73 

229  92069  12 

230  75520  28 

23 1  499^^  ^4 

232  i5i28  48 

232  71201  22 

233  18026  49 
233  555 18  24 
233  83669  49 


234  02452  48 
234  11848 


IL 


2  96985' 12 
2  q3i94  5i 
2  09204  5i 
2  85oi4  32 
2  80623  4i 


2  76031  43 
2  71238  40 
2  06244  53 
2  6io5o  43 
2  55656  91 


2  5oo65  17 
2  44276  67 
2  30293  22 
2  321 17  00 
2  25750  45 


2  19196  35 
2  12457  92 
2  o5538  64 
98442  35 
91173  25 


8373586 
76135  10 
68376  12 
6040^  52 
52400  16 


44207  19 

35874  17 
27413  83 
i8833  32 
'0'39  97 


01 341  35 
[5  3q 
»o  10 
74393  96 
05255  24 


56o52  74 
46795  2 

3949» 

20101 

'8782  99 


^5 


g3g6  i5 


m. 


3790  61 

3990  Oô 
4190  19 

4390  9» 
459198 


I 


793  o3 

^99387 

5194  10 
5393  52 

5591^74 

5788  5o 
5983  45 
6176  22 
6366  55 
6554 


10 


6910  28 
7i)g6  29 


(-101 


10 


7437  39 


7600  76 
7758  08 

791 I  60 

éo58  36 

8'98  97 
8333  02 
8460  34 
858o  5i 
8693  35 
8798  62 


)5  96 
15  23 
9066  20 
9i38  72 
9202  5o 


9257  47 
93o3  52 
9340  5o 
9368  26 
938684 


IV. 


»99  39 
200  19 

200  72 

201  o 
201  o 


200  84 

200  23 

4a 
96  76 


94  95 

87  55 
84  33 

80  55" 


77  01 
a  81 

*9 
63  37 


ë 


58  22 
52  62 

'^ 

34  o5 


I 


27  Sa 
20  in 
12  84 
o5  27 

97  34 


89  ^7 
80  97 

2  02 

3  78 
54  97 


l 


46  o5 
3698 
27 
18 


V. 


80 

53 

+  35 

—  a 
21 


81 
120 


83o 
845 

8œ 


907 
922 

918 


iSi 

TABLE  m. 

TABLE  m, 

ContenaDt  les  Sinus  naturels  à  quinze  décimales,  et 
maies,  pour  tous  les  arcs  de  quinze  en  quinze 

leurs  Logarithmes  à  quatorze  déci- 
Biinutes,  depuis  0°  jusqu'à  90". 

Arc 

0=00' 
o.i5 
o.3o 
0.45 

Sinus. 

Log-Sinus. 

Arc. 

Sinus. 

Log-Sln«s. 

>. 00872  65354  90374 
.o,3o8  95955  7.3i5 

.0,745  24064  irai 

InFmi-oéRallJ-. 
,.63981   5g22  o3o4 
7.94084  i65q6  768, 
8.1,692  62283  806, 
8.24185  53184  "% 

90=00'   1 
89.45    0 
89.30    0 
89.15    0 
85.00    0 

99999  0480,  20,34 
99996  19230  641,1 

0.00000  OOOOO  0000 
9  99999  58658  0985 
9.91)558  3463o  8204 
9-99996  =79'3  44^4 
9-99993  38498  0923 

,.r5 

i.3o 
..45 

.02,8,  48850  3456, 
.02617  «9483  07873 
.o3o53  85i32  09823 
.03489  94967  025o, 

8.338,5  29285  ,723 
8.41791  90153  8883 
8.48484  ,8892  8599 
8.5428,  9,638  9609 

88.45    0 
88.30    0 
88. i5    0 
88.00    0 

Ba  5ii  iii 
99939  08270 19096 

9.99989  66373  7473 

9-99979  73938  2171 
9.99973  S3589  2i5S 

2.l5 

a.3o 
a. 45 
3.00 

>.o3q25  98157  59069 
ï. 04361  93873  65336 
>.o4,Q,  8,205  2,3.(4 
1.05233  59562  42944 

8.59394  825,,   8436 
8.6396,  956,6  ,593 
8.68, oi  33o34  ,54, 
8., 1880  oi636  7603 

87,45    0 
87. 3o    0 
8,.i5    0 
8?.oo    0 

S4  §221 5  ellsa 
95884  83864  8495, 
99862  95347  53S74 

99839  ,6705  5,349 
998,3  4,984  2,82, 
99785  89232  386o4 
99756  4«5o2  59824 

9.99966  5o455  58,1 
5.59958  645,0  5027 
9-99949  95;=4  <">'- 
9-  9994»  4-'lo62  9273 

3. ,5 
3.3o 

.o566g  2,875  63378 
.0610I  85395  34857 
.06540  3,292  30,43 
.069,5  6473,  44,25 

8. ,5352  ;8i,6  1488 
8. ,856,  52787  7168 
8.61559  S5277  5659 
8.64358  45,84  8,65 

86.45    0 
86.30    0 
86.15    0 
86, 00    0 

9.9(^80  4,»55  9,23 
9.99865  9,4,2  8658 
9.99850  584q3  87,4 
9.99834  42260  ,,5o 

5. ,5 
5.3o 
5.45 
6.00 

.0,4,0  8.(90,  95399 

-oéToT^JîS 

.087,5  5,427  4,658 
ï. 09150  16186  63402 
1.09584  5,525  20224 
,.10018  80616  120,ê 
>.  10451  84632  6,654 

.  10886  68,48  5,965 

^!l,53  ,39,2  57S3 
.,2186  93434  oS,48 

8.86<,86  79655  2043 
8.89464  32984  0645 
8.91807  33838  9369 
8-94029  60083  3o,8 
8.96,42  87,68  0277 
8.98,5,  ;é,,5  3959 
9.0008,  5974,   7702 
9.0,923  4!S656  3272 

85.45    0 
85. 3o    0 
85.  i5    0 
85. 00    0 

99,25  oi85o  99486 

a  ??"',  ^-f 

99050  55024  977**i 
996,9  46980  9,,4o 

in 

99580  493,5  74662 
99530  6,983  67,79 
99496  85,83  509,2 
99452  ,8953  68273 

9-99817  i'T>9  7863 

9-997p  9339I  ,3,5 
9  99,6,  I3469  8,85 

9-99741  0998;  %»5 
9.997,9  928,0  o333 
t|é9?  ^,8,5  2,58 
9.996,5  0,098  303, 

9.9965,  3S391  0298 
9.99626  856Ci   7928 
9.9960,  488,5  6322 
9.99575  37754  2,88 
9.99548  33375  8389 
9.99520  335,5  3,8, 
9.9540,  58244  3o4a 
9-99'î*>'  9927c  65ot 

6,, 5 
6.3o 
6.45 

9.03689  5,56,  ,987 
9.05385  8,563  7W 
9.070,7  60702  2885 
9.0S589  447,2  9,69 

83.45    0 
83. 3o    0 
83.,5    0 
83.00    0 

994o5  63382  22320 
9935,  ,8556  ,6588 
993oé  84560  44926 
99254  6i5i6  4i322 

Vit 

Va 

.12619  89691  35830 

1 3o52  6 1 922  2oo52 

.  i3485  09^02  73723 

ï. 13917  31009  60065 

9.,o,o5  58073  6095 
9., ,569  ,668,  26,. 
9.,2985i9467  945o 
9.  ,4355  53o39  9954 

82.45    0 
83.30    0 
82. ,5    0 
82.00    0 

99200  49496  79,15 
99144  48613  73810 
loSé  589,3  86882 
99026  80687  4i5,o 

8.i5 
8.3o 

8.45 

i^ 
9  3o 
9.45 

..14349  262,9  9' 179 
2.14780  941,1   29611 
,.15212  Ï3861  859.7 
,.,5643  44650  40281 
,.16074  =5656  03826 
,.i65o4  76058  606,8 
,.16934  95o38  4qo25 
,.,^648,7,666930 

81.45    0 
81. 3o    0 
8,. ,5    0 
8,. 00    0 

98965  13868  196,0 
98901  58633  6191, 
98836  i5io4  6,,6, 
98,68  834o5  qSiSS 

9.ao6i3  08957  9006 
9.2396,  02300  ,  ,6, 

80.45    0 
80. 3o    0 
80. 15    0 
80.00    0 

98699  63665  60232 
5862S  56oi5  3,231 
98555  60590  560,8 
98480  77530  12208 

9.9943,  55538  9988 
9.99400  26930  4597 
9.55368  ,3332  6553 
9  95335  ,4589  6992 

Table  m. 


Si  a  us. 


Log-Stuus. 


Sini 


Log-Sin 


10. i5 
o.3o 

■'-45 


,17364  81776 
, 17794  35454 
18223  55254 
.■8653  4o36i. 


. 1908a  89953 
. igSoq  o322o 
'9?36  79344 
.2o364  17511 


1079 r  ifagod 
11217  76731 
Ï1643  ObiSq 


66q3. 

im 

92147 

■^6545 
16128 

4°'7t 

'7759 
56446 

38)  u3 


38967  o33oo  1162 
25o2y  223o5  io85 
26063  30434  4538 
27073  48u4i  52o5 


28o5<)  88449  5o4i 
39023  57255  7476 
39965  53093  i4i5 
3d886  68229  3332 


:9-45 

79.30 
79- '5 


i5oi 


.3.45 


).  22495  10543 
>. 32920  03909 
1.23^4  53638 
■  .23768  58923 


43865 
334,' 
559. 


31787  89102  7855- 
32669  90803  6916 
33533  67506  làio 
34379  72857  5583 


79.00 
78.45 
78.30 
78.1s 


78.. 
77.45 


.35208  8o33o  4i25 
.36o3i  53540  2532 

.36818  53534  '44' 
,37600  34053  5927 


,6.45 

76.30 
76.15 


1480  77530  13208 
_,  1404  06976  4629 

98335  49075  639^5 
98245  03977  255. 


98163  71834  4766. 

98078  52804  «323. 

9799^  47046  2i>83o 

97904  54734  84584 


9  99335 
9.9930. 
9  99366 


97814  76007  338o6 
977=3  11064  62679 
97629  60071  19933 
97534  232o5  oî(Si3 


97437  00647 
97337.  9=584 
97236  99203 
97134  20698 


8523; 
97657 


9-98737 


39828  2340 
30877  '379 
i5i57  7460 
='98S  7B97 


37 


354 


).  38268 
). 38671 

'■39474 


343a3  È 
0961G  i 
11284  t 
38563  ï 


(  664S0  : 
I  88526  1 


.  3743S 

,  39547 

16957 


).  46947 

'•47331  i 


;  8589. 
I  84843 


)  .9388 
(  46337 

i  qfi<)55 


29.45 


;  39770  i 
î  83629  * 
1  3o86o  ■ 
i  80749  1 
1  3358r  Ê 


•s%î 


)  àasgS  I 
r&i853~i 
,  02330  1 
)  29034 

19276 


i  6236q 
)  67625 
;  64363 


^5069 


14833 
()63o3 
5 1046 


Log-Sinus. 

.58a83  96605  83io 
.58738  64826  7796 
.59187  80116  6658 
.59631  53795  6909 
.60069  9^'9  9343 
.6o5o3  19796  7602 
.60931  32qgq  4026 
.61354  4G^fe  8i54 
.61772  6qS86  7<|65 
.62.06  ÏÏq68  45.6 
.  62594  825q4  o3i5 
1.62098  90260  1791 


.63398  435o2  624a 
63793  5o6o6  35t4 
"'  84  196.5  2863 


.64 

1.64571 


Î834'  5079 


1.64952  74374  o3og 
,.65à3o  75087  .7ii) 
,.65704  67648  5299 
1.66074  59026  5972 


ii32  35o34  9.66440  55(t98 

■     -     •        î. 66803  65"iâ4  5353 

i.6'7i6o  02909  595. 

;.6,5i5  Isiol  Si, 


67866  290.5  4'^9 
682.3  49357  2a54 
68557  '^=9'  oo54 
68897  33428  3476 
69233  88236  6348 
69567  12043  8578 
,69897  00043  36o2 
,70223  57298  2067 
7o546'88^4r5^ 
70866  99200  5i23 
,,i83  9à36o54m 
71497  75808  8oâo 


|. 71808  51017  q3p7 
|.  721 16  a3353  5965 
(.72430  97077  7271 
)■  72723  76351  8188 
1.73021  65239  99*^^ 
,.73317  67711  9604 
,.73610  8^645  9135 
,-7391 


04971  2528 
7I473  89685  601 1 

•747*6  1D5i2  8727 

.75035  78912  8839 

.75313  80268  9774 
.75587  33890  3242 
.75859  i3oi3  5406 


67-30' 
67.15 
67.00 
66.45 
66. 3o 


65.45 
65. 3o 
65.  i5 
65. ( 


S4_45_ 


.64.30 
64.15 
64,00 
63-45 


63. 3( 
63.  i5 


62.45 


62.1 
63.0 
61.45 


6,  3o 
61. i5 
61.00 
60.45 
60. 3o 
60.  i5 
60.00 
59^45 
59.30 
S,.i5 


58, 3o 
58. i5 


5745 


5,.  3, 
5,,ii 

56^45 

56, i5 
56, 00 
55.45 


55. 3o 
5 


Siniis. 

.92387  95325 
92220  09716  70452 
92o5o  46534  52440 
9'879  ' 


91709  00743  85i34 
91531  14791  1944 
91354  54576  4260 
91176  30435  77089 


,6543 
90814  31738  35o8i 
90630  77870  3665o 
90445  5145/ 


90258  52843  4986 
90069  82393  22581 
89879  4046^  99'6' 
89687  2741 5  3268I 
S9493  43^16  O2025 
89=97  89434  >  . 
8^.00  65341  88368 
88901  714.4  85736 


o833i  78222 
)8  76374  63o4: 

Î4  75928  58q2' 
9  07382  05385 


87881  71.26  61965 
87622  67557  07508 
87461  07071  39396 
87349  60070  7279; 
87035  56959  39901 
86819  88144  89142 
86602  54037  844^" 
86383  55o52  o43. 
86162  91604  4.52^ 
85940  64.15  01453 
85716  73007  02.12 
85491  .8706  72947 


85264  01643  54. 
85o35  22249  9^563 
84804  8096.  S6426 
8457a  78217  03973 


84339  .4458 
84io3  9012g  64393 
83867  05670  4542/ 
S  6i558  477fic 


836a8 


83388  58220  67 
83.46  9G123  02545 
82903  75725  55oi 
82658  97491  27189 
824Ï2'6T886  aaoït 
8ai64  69379  42164 
819.5  20442  88992 


Log-Sin 


9-98482 
9.9640a 
9-9'j32i 
9.96239 

^'&% 
9" 959^8 


53459  21 

5575ii  ,4^^ 
60827  oeiS 
68317  536o 


77861  8189 
89083  773^ 
01625  39; 
i5o86  Tat 


9.94S91  "■348  5.96 


i  89339  5886 
9  94t»9'^  72040  0958 
9.94593  49268  , 
9-94492  20437  8409 


9. 9431 
9-94=80 
9-94'8. 
9  94078 

tl^ 

9.93753 
9  936^3 
9.93532 
9-934'9 
9.93306 

9 -93 '9^ 


9,93076 

9  9=959 

9.92842 
9  9=7=3 


85o5o  -mn 
42604  368fcJ 
93587  457: 

34481  133 

67758  53o5 
91884  8136 
o63i6  9585 
io5o3  6840] 

03885  3i 
85803  6336| 
5595.  7951 

1474  '" 


9.92602 
9.93481 
9.92359 
9.92235 


57866  i.o5 
885-4  0464 
o4835  1024J 
06177  070 


99='  '" 
9.91084 
9.91857 
9:,9'7=9 


919.8  2338 
61417  2200 
.4022  83g4 
49073  ^260 
65899  '7") 
638.6  o68i5 

42135  ; 


9-9'5t 

9.9.46» 

9.9.336 


37.51  : 
524.0  i 
45-94  '- 


TABLE  m. 


355 


20442  8899; 
i555i  61699 
55i83  563i9 
39819  65oi2 

'J9943  7494? 


6o4a  67483 
18606  17217 
38126  91061 
55ioo  47''9^ 


2002S  34622 
33402  91235 
05737  ^3843 
07^36  0672., 
6q3o8  60745 
8i568  S2414 
4483o  93882 
5g6i4  ^697; 


8G 
45833  877; 
18320  73460 
4443'  18978 


08074  n8<)77 
3,10,  8900s 
,3,5o  61700 
48354  ,,394 


812,4  8683; 
,3368  10124 
25094  35686 
37016  191,! 


43,10  ,m88 

39620  50756 

98003  3865 1 


19434  24654 
0449,  54.82 
53756  23285 
67811  86548 


Log-Sinus. 


9.91336 
9.91203 
9.91068 
9.90932 
9-9"795 
9.90657 
9.90517 
9-9°377 
9.90234 


45.9'!  . 

14,54  i335 
6o33i  ,566 
8ii56  5585 
76445  859, 
45404  .  - 
8,2a6 
01090  812, 
86164  9534 


9.89653  : 


9.89504 
9.89354 
9.89203 
9-89050 


49606  36,, 
43,00  884, 
02,95  23oi 

^5944  ,926 


g.BOIigb  121B9  ,,91 

9.88,40  '  "^   - 

9.88583 

9.88425  3966S  535: 

9' 


9-8,94' 
9-87,77 


9.8,612 
9.8,445 
9.8,2,, 
9-8,10, 
9-86935 
9.86-63 


lo  4223 

55i53  6992 
98928  1645 
98629  25(55 


9.86235 
9.85o56 
9.858,5 
9.85693 


53164  7059 
61424  i85o 
222,8  9429 
34581  435'^ 

68409  8715 

74638  3939 


Q.855o9 
9,85324 
9  "'  " 


1628 1  2qo3 
22069  8667 
60713  7384 
40900  370 


g. 84948  5oo2 


61294  6024 
2û538  168^ 
,7349 


^56 

TABLE  IV. 

tABLE  IV. 

Valeurs  de  log-tang  (45°  +  ;  ?)  pour  tous  les  angles  <p  de  3o  en  5o  minutes,  depuis  o' 
jusqu'à  90°,    calculdes  à  douze   décimales,    avec    leurs  difierences  premières,   secondes? 
.  -troisièmes,  quatrièmes  et  cinquièmes. 

9- 

<ul.gc45•-^;,). 

Diï.  I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

o'oo' 
o.3o 

1^30 

2^30 

l 

00872  67570  24 

01,45  4i7é6  84 

02618  29298  67 

o34qi  36,69  60 
04364  70831  46 

872  67570  24 
8,3  ,43,6  60 

873  87511  83 
8,3  0746,  03 
873  340,1  ,7 

873    673^4    31 

6646  36 

,32^5   23 

33282  44 
3996685 

6648  87 
6653  96 
666i  56 

^4  4? 

,2  73 

i5  26 
1,8, 

25l 

253 
256 

3.00 
3.3o 

4^30 

l 

o5238  38i85  6, 
06113  45506  73 

08737  74359  62 

8,4  o;33i   06 

874  53987  58 
8,3  07S,;  64 

875  67493  6, 
8,6  343,6  ,4 

46666  53 
53384  "6 
60,22  o3 
66883  07 
73669  81 

67,,  54 

6,86  ,4 
6é,5  ,3 

2043 
23  07 
a5  70 
28  39 
3,  o3 

? 

5.3o 
6.00 
6.3o 

?:3o° 

l 

09614  08736  36 
ÏS49;   ,6,82  91 
ii3i9  05i,4|o 

877  08046  55 
87,  8853,  49 

878  ,5862  5q 
8,9  70073  6? 
880  71201    i5 

80484  94 

8733;  il 

1  ôsôS  3o 

6846  16 

6955  ,9 
6997  93 

S?? 

44  9» 

281 

ja_ 
394 

3?? 

3o4 

320 

8.00 

8.3o 
9.00 
g,3o 

l 

14008  22451  78 
i48go  0,736  23 
,5772  96,01  91 
i6é47  7259,   ,3 
17542  5S296  S2 

88,  ,9284  45 
S82  94365  68 

884  ,6489  82 

885  45704  70 

886  82061  Ifi 

888  256i3  65 

889  764,8  35 
89",  34535  55 
853  00028  45 
894  ,3963  52 

1   ,5o8,  23  ' 
,  22124  .4 

1  43552  30 

7042  0, 
719554 

,253    5o 

47  93 

5o  86 
53  85 
56  96 
60  ?o 

>o.3o 

uiSo 

,i!3o 
i3.oo 
i3.3o 

A 

18439  4=357  97 

ifio'  SJi 
21098  76926  52 
21991   76953  97 
32886  49917  49 
23,83  03327  97 

24é8.  44no  43 

3558i  81906  42 
36484  224,7  5i 

1  65493  90  • 

,3i2  5o 

73,5  ,0 

,585  oï 

63  30 
66  47 

69  73 
,3  ,3 
76  53 

32, 

33S 
341 
340 

-l- 

3^ 
_*2_ 

896  53410  48 

898  41442  46 

900  37135  99 

903  40571   19 

904  5i83i  ^i 

I  88o3i  98 

1  95693  63 

2  034S5  30 

2  11360  54 

3  ■9'73  2, 

7661  55 
,741  6, 
,«25  34 

n  ?o 

80  12 
83  6, 
8739 

?j;2 

i5.3o 
16.00 
16. 3o 

l 

27388  7430Q  34 

2^305    4534    34 

29204  43496  5i 
3oii5  76954  80 
31029  53887  20 

006  71005  00 
908  981S2  17 
911  33458  29 
^13,6^3340 

916    28707     61 

2    35276    12 

2  434:4  m 
2  51775  21 

2  60. Ô3  63 

8098  95 
8'97  99 
8301   10 
8408  43 
8520  09 

116  o3 

4o, 

r 

18.00 

18. 3o 

20.00 

l 

3,945  82594  8, 
32864  71486  o5 

34710  6?ôi5  81' 
35637  85o47  26 

9;8  fl^i  H 

I24  3^2  io 
927  2io3i  44 
930   ,60,0  20 

a  68703  72 

8636  12 
8,56  80 
8é82  12 
9012  36 
9,47  5i 

,2068 

125   33 

i3o  34 
i35  lé 
140  35 

5Î9 

TABLE  IT- 


aSj 


fi 


♦• 


20**  oo' 
20  «So 
21.00 
21. 3o 
22  «00 
22. 3o 


25. 3o 
26.00 
26.30 
27.00 
27.30 


28.00 
28.30 
29.00 
29.30 
3o.oo 


3o.3o 
3i  .00 
3i.3o 
32.00 
32. 3o 


33.00 
33 .30 
3i.oo 
34  «30 
35.00 


/tang(45<»+lrt. 


o. 35637 
o. 36568 
0.37501 
0.38437 
0.39377 
0.40319 


85o47  25 
oioSt  45 
2io5o  77 
54108  72 
09765  16 

97'9'  6' 


26062  72 
06119  an 
47267  40 

5^,804 

53299  ^^ 


3886i  17 
26880  42 
28169  83 
53744  28 
14828  40 


o . 50939 
0.51929 
o . 52925 
o . 53925 
o . 54930 


22864  39 
120  01 

21  " 

46539  42 
61443  34 


0.55940  84065  5i 

0.56956 

0.5797 

0.5900 

o.6oo35 


27333  48 
55  6i 


0.61072 
0.62116 
o.63i65 
0.64221 
0.65283 

0.66352 
0.6^427 
'o.6o5oQ 
0.69598 
0.70695 


R 


75468  36 
26086  81 

55937  46 
65797  ^^ 


0.71798 
0.72910 
o . 74029 
0.75155 
0.76290 


'9975 
03370 

00835 

96520 


■^388 
29665 
on  53 

22< 


i 


7^ 
3 

■40 

44 

4? 
11 


0.83284 

o.8448ft 

0.85690 

6  .£6908 

0.88137 


06628 
I8I43 

26007 
56285 
35870 


Diff.  I. 


930  16010  20 
933  20001  32 
936  33i3q  95 
939  5556o 
942  87426 
946  28871  II 


94q  80057  25 
953  41 147  4q 
957  i23io  58 
960  93721  48 
964  8556i  65 


968  88019  25 

973  01289  4' 

9^7  255n|  45 

981  61084  12 
986  o8o35  99 


990  66655  62 

995  371^6  Û2 

000  19842  49 
oo5  i4qo3  92 
010  22022  17 


oi5  43267  92 
020  77122  lô 
026  24476 
o3i  85632 

037  60904  4^ 


3  5o6i8  45 
.9  55ii2  58 
o55  74738  07 
062  09859  74 
068  6o856  60 


onS  28122  An 
002  12066  04 
080  i3iii  59 
090  31708  80 
o3  68009  42 


II  233q5  23 

,8  97464  48 
20  91035  84 

43  30007  73 


5i  94^77  0/ 
60  71488  3i 
6q  7ii38 
78  93892  6^ 
88  40443  5) 


98  ii5i5  29 
208  07863  6& 
218  302*78  24 
228  7Q5Ôi  32 
«39. 56644  73 


IL 


3  03901 
3.  i3i38 
3  22426 
3  3i86o 

3  41444 
3  5ii86 


12 
63 

49 

01 

66 
'4 


3  61 000 
3  71163 
3  81410 

=«4 

09 
90 

3  91840 

>7 

4  02457 

60 

4  13270 
A  24265 

16 

o4 

4  35509  67 

/  46q5i 

§ 

4  586ig 

u 


oSzï 
2665 

4  g5o6i 

5 

5 

5 
5 
5 
5 
5 


20645 

33854 

6ii56 
75272 

é97'4 


3o 
5 

4 

25 

80 

96 

i5 
18 
o3 


6  04494 

6  IQDZS 

6  35i2i 
6  5ogq6 
6  67265 


688944 
7  01047 

7 18594 
7  36600 

7  55o85 


i3 

87 


21 
62 
81 


7  74069 

7  93571 

8  i36i3 
8  34218 
8  55409 


25 

36 
56 
33 
3i 


8  77211  3o 

8  99650  35 

9  22753  95 
9  4655o  94 

^JIOJlJl 


9  96348  36" 
10  22414  5q 
10  49306  00 

10  77060  41 

11  00717  29 


III. 


9144  5' 
9207  86 

9433  52 

9584  65 

9741  48 

99^4  ïo 


0072  85 
0247  81 

0429  22 

0017  43 
0812  56 


loii  88. 
1224  63 

1067  70 
1901  07 


2144 
2395 

2656  82 
2927  55 
3208  36 


3499  80 

3802  IQ 
4116  Oô 

441  85 
780  10 


i 


5i3i  36 
5496  18 
5Ô25I9 

0209  01 

6678  3o 


7103  78 
546  26 

006  4i 

8485 
8983 


2 


4? 


9502  II 
20042  20 

20604  77 
21 190  98 
21801  99 


22430  o5 

23lOd  60 

23796  99 
24520  22 

25276  o5 


26066  23 
26891  4< 
27784  3; 
28656  88 
29601  44 


I 


IV. 


:| 


o  35 
5  66 
i5i  »3 
i56  83 
162  62 
168  75 


174  96 
181  46 

188  16 

195  i3 

202  *32 


209  75 


22 


233 
242 


& 


25 1 

260 
270  73 

280  81 
29'  44 


3 02  39 

3i3  84 
325  82 
338  25 
35i  26 


364  82 
379  01 
393  82 


& 


4i 


5S4"S5 

^^ 
723  78 

755  88 
789  58 

825  26 
862  84 


2248 
2364 
2480 
2605 

«749 


2884 
3o39 

32IO 

3370 
3568 


T.  n. 


358 


TABLE  IV. 


l..gtang{45''+i^)). 


Diff.  1. 


II. 


III. 


45"  oo' 
45. 3o 
46.00 
46. 3o 

l-i.So 


o.88i3'^  35870  19 
0.89376  925.4  9^ 
0.9062";  54070  g4 
0.01880  5a557  60 
0.93163  16147  H 
0.94448  7727a  74 


239  56644  ';3 
aSo  62362  02 
261  q768o  75 
373  6358q  85 
05  6112S  20 
■97  9'^T^  4^ 


06717  29 
;  353 18  73 
I  65909  10 
1  9753S  35 

>,  30247  ^^ 
i  64097  56 


29601  44 

3o59o  37 
31626  25 
327 II  93 
3385o  38 
_35o44  53 


io3S  88 
io85  68 
ii38  35 
1194  25 
.253  56 


40  80 
5^67 

_5«J9 

''il,* 

79  01 


■04,8 
■"  'I 

120   03 


49.00 
49.30 


.95,46  68645  sa 
3.9^057  24ii5  26 
î.gÔ38o  78727  39 


554,0  04 
323  54612  i3 
336  90052  3i 
35o  63107  '3 
364  îSiGo  10 


5o.3o 
5 1.00 
5.  .30 
52.00 
52. 3o 


53.00 
53. 3o 
54.00 
54.30 
55.00 


1.02433  07046  93 
i.o38i2  34712  80 

1 .06616  17106  06 
.08041  60719 


55. 3o 
56. 00 
56. 3o 
57.00 
57.30 


1.09483  34788  65 
1.10941  88281  28 
1.12417  72156  98 

•If,  bh9  '^ 

15423  45536  09 


I  .i6q54  4-^067  61 
..,8So5oé?oâ2o 
1.20075  85iia  27 

I. 21667  48':»  82 

i.23a8o  64623  o3 


370  27665  87 
394  22154  9° 
409  6o238  36 
425  436i3  43 
_44i_74q69  16 
458  53492  63 
75  83875  70 
igS  67322  38 
ii2  o6o56  73 
53 1  02431  52 


2  99'42  09 

3  ^5440  18 

3  73o54  83 

4  i2o52  97 


59.00 

59.30 


I .24916  06146  .. 
1 .2Ki74  4779^  97 
..?.8256  68194  " 
1.29963  497^9  48 
1 .31695  781)69  25 


55o"5§P7  59 
570  78214  07 
591  63o59  55 
6i3  16444  2» 
635  4i533  12 


.33454  4^28  3q 
1.35240  48166  74 
1.37054  83q6i  60 
1.38898  1^88  75 


658  4i65o 

:682  20397  2** 
06  8i565  25 
32  20209  77 
58  67659  14 


36298 
376.4  6^ 
38908  .5 

40452  80 

41983  »6 
43594  43 
45291  61 
47060  66 

50939  60 
53o63""67 
55287  67 
57640  44 
6oi3i  28 
62770  4' 
65560  00 
68539  18 
71694  aS 


3i6  55 
383  5i 
454  65 
53o  44 

5 

o5 
187  08 
■99186 
210401 


•é 


42678  82466  40 
1.44617  70983  97 
i.465ao  83325  o3 
1.48500  58i6i  53 
1.50645  42373  32 
1 .52729  91712  23 

1.54854  71534  70 

1.57021  57611  5o 
1.59232  37024  42 
1.61489  09161  73 
r. 63793  86825  3o 
..66i|8  97465 
1.68556  8455s 


'  ;9, 


i58f 


1.73541  5.62669 


538  35 
éi4  35,94  86 
843  75727  i5 
8;4  27016  35 
905  95761  3o 
938  §85i7  57 
973  12341  00 
2008  ,4836  5o 
2045  842 I 1  79 
2084  49338  91 

2210  794 '2  92 

2256  ,ii37  Si 
23o4  ,7663  57 
2355  io63q  80 
2407  87093  88 
2463  24599  60 

2521  424S  oS 

2582  61966  58 


52  76454  08 
55  37505  81 
58  17868  33 
61  19X98  56 
64  44™'7  52 


S24: 

86476  53 


95429  84 
,o3_7jJo^ 


4624  c 

4947  ' 
5298  ( 


05675  78 
1135691 
17455  75 
2401 1  32 
1  31067  ^^ 


I  3867 

1  46879  85 

1  55,51  83 

I  65356  44 

1  87081  ,9 

1  99388  2, 

2  12801  8, 

2  27449  97 
2  43477  85 


568i  i3 
6098  84 
6555  5, 
705590 
7604  7-i 


2  6io5i  73 

2  8o363  53 

3  ot63o  23 
3  25io8  96 
3  51093  71 


9004  61 
10414  33 

ii3ii  02 
12306  48' 
i34i3  60 
14648  10 
16027  88 
17573  88 


234,8  ,3 
25984  75 

28834  M 


I  71 
i38  07 


•H  % 
!47 

213  4' 

332  86 


273  34 
296  67 
322  47 
35i  03 
382  65 


4'7  7" 
456  73 
5oo  33 
548  83 
6o3  1 


664  08 
732  63 


995  4" 


1234  5o 
'736  91 


'95*9» 
2211  02 
25o6  02 


TABLE  IV. 

=59 

ç. 

loglaiig(45'+;rt. 

Dil.  I. 

11. 

111. 

IV. 

V. 

70°  00' 

1.73541  5i6a6  6o 
1.76.24  i35o3  27 
1.7877.  2016,  3, 
1.8.486  22442  70 
..84273  00347  «1 
1.87135  65893  02 

2582  61966  58 
264 j  o65,4  10 

2943  0100,  44 
3028  243,3  61 

3ii8  8o6é5  75 
32i5  20625  46 
33i8  oi652  68 

64  44607  52 

6,  95,0.  23 

7.  75628  98 

85  23366  .7 

3  51093  ,1 

4  îf^îa  '2 

4  45819  73 

4  »59»4  54 

5  32925  99 

28834  "4 

32084  97 
358o5  ol 
4oo85  01 
45021  25 
50741  56 

325o  93 

37=3  »4 
4936  ^4 
eJls  38 

?i:3Ô 

7  .00 

1 .90078  66900  46 
1.93106  91274  07 
1.96225  jiqSq  84 
1  -9944"  93*5  32 
2.02758  94218  00 

qo  56292  .6 
9^  39959  51 

109  85282  23 
..7  67859  38 
126  33638  70 

I46  '|lf  4'. 
158  33,5!  95 
.72  47S10  ,3 

5  83665  55 

6  4.06,  49 

7  06255  o3 

8  65759  33 

98025  oq 

7787  60 

9i5|58 
.S82;  o5 
13862  92 
15386  60 

75.30 
76.00 
,6.3o 

2.06186  83.52  91 
2.09732  39967  20 
2.13404  30420  19 
2.17212  18296  29 
2.21166  80791  80 

3954  62495  5. 

41.3  46252  46 

9  63784  4, 

10  77196  3o 
12  ooi3,  54 
i3  S553  78 
i5  45443  91 

1  818^0  ^3 

2  15759  53 

.8529  35 
22  75  00 

vk% 

4a 139  06 
52956  5. 

®?8 

I   12807  ^ 

1  49262  i4 

2  00837  5o 

2  7539e  08 

3  05852  48 
5  54144  07 
8  1^008  5! 

78.00 
78.30 
79.00 

2.25280  27044  26 
2.2Q566  20607  45 
2.34041  06925  28 
2.38719  47201  18 
2.43624  60537  '6 

4285  93663  .9 
4473  863.7  83 
467g  402,5  90 
l^ï   .3335  S8 
5.54  .6353  16 

225  73560  OÔ 

249  o3oi7  18 
276  11. .7  .3 

17  6i2o3  43 
3i  72783  li 

2  57000  58 

3  108S5  09 

3  78142  85 

4  1S4683  23 

5  57490  29 

B0.30 

Bi.oo 
Bi.3o 
82.00 
B2.30 

2.48778  76890  32 
2.54209  04360  61 
2.5994,  15731  21 
2.66o3o  61275  5q 
2.72504  .80.9  6S 

5430  27450  29 
5538  ii3,o  60 
6o83  45544  38 
6473  56,44  16 
6915  72S59  57 

34?  34?73  78 
390  1 . .nq  68 

444  .58.6  5. 

5.0  234.5  35 

37  50273  47 

66  07601  84 
81  96440  33 

7  26752  43 
9  37%  93 

il  42982  5^ 

B3.00 
B3.30 

^'.^]g  'ËsM   i4 
2.94870  oaSgo  74 
3.3505  775S5  9, 
3.i3.3o  i33i5  6. 

8715  75iii  17 
9^44  358oa  70 
io548  11903  20 

592  .9855  68 
6(i5  59280  55 
Sis  60694  53 
ioo3  56093  5o 
1240  98002  06 

io3  39422  89 
i33  01  .3  96 

;?5;^f8§2 

332  58426  44 

62  o65oq  5q 
95  365.J  à 
1S4  50926  71 

Î5.30 
B6.00 
B6.30 
B7.00 
87.30 

3.23678  252.8  81 
3.35407  35124  07 
3.48830  01457  83 
3,64253  33573  24 
3.82492  454.1  98 

.5423  32,, 5  4. 
,8239  .3838  -,4 
22320  06774  85 

1553  56428  5o 
2060  65581  65 
a8i5  8.723  33 
4080  92936  11 
6452  58232  75 

487  09353  .5 
,55  .5941  68 
1265  112.3  78 
2371  65396  64 
5324  45168  87 

268  06588  53 

50Q  Q5271  .0 

.106  54083  86 
=95a  ,9872  23 
11665  452,6  00 

88.00 
B8.30 
B9.00 
B9.30 
90.00 

4.04812  54186  83 
4.33585  19194  43 
4.74.34  8,6o3  65 
5.|345i  40599  36 
lof.  logarithmique. 

28772  65007  ^ 
4o549  68409  22 
égS.S  6219!  7 

11777  03401  62 
2876e  93786  49 

16989  90384  87 

a 

60 

TABLE  V. 

TABLE  V. 

Logarithmes  à  19  décimales  pour  tous  les  nombres  impairs  de  1 163  à  i5oi,  et  pour 
tous  les  nombres  premiers  de  i5oi  à  loooo. 

NoUt,  Cette  Table  iàit  suite  aux  loRaritlimea  à  20  décimakj  des  Teblei  de  Gardiner,  édit.  d'ATlgnon. 
Elle  est  extraite  des  grandes  Tables  du  Cadastre,  déposées  au  Bureau  des  Longitudes,  et  dont  la  notice 
se  trouïe  dans  le  tome  V  des  Mémoires  de  l'Institut. 

Noœb. 

Logarithmes. 

Nomb. 

Logaritbmes. 

Nomb. 

Lc^arithmcs. 

i]63 

.169 
"T 

06557  93'43  28448  4. .4 

o6632  50253  62037  7769 
06707  06560  45370  .735 
0678.  45...  6.840  ..07 
06855  68950  723(i3  .299 

;i 

09447  11286  41644  7635 
055.1S  935.4  3.755  i459 
09586  64534  78542  6.37 
o^56  24383  74.35  5uo 
09725  73096  93419  955t 

i323 
1325 

132, 

132g 
133. 

i2i55  08441  87600  9733 
12221  58782  72826  655a 
12287  oq"8  64435  5iiq 
i235i  i^oû  42;3,  9975 
12417  80554  74075  I2a3 

,„3 
.1,5 
1177 

06939  80121   .5529  =447 
07003  78666  07755  0740 
07077  64628  43434  68.6 
o;,S.  38o5o  55085  .354 
07224  98976  .35.4  799. 

.253 
1255 

ii 

09795  10,09  94149  9998 
09864  3,258  17056  934; 
09933  52,76  8S95,  ,4,2 
10002  5,3oi  0,862  59,5 
10071  5o865  73081  6210 

.333 
.335 
133, 
1335 
,34? 

12483  01494   "3859  2061 
12548  .2ë5Î  oo5q|o268 
12613  14072  61984  3683 
12678  05770  12008  9744 
i3,|2  8,,,8  5,598  9I25 

1.83 
..85 
..8, 
..89 
.19. 

0,298  47446  a,93o  369. 
073,.  835o3  46.22  6,0. 

07591   17614  82777  5o3a 

1263 
1265 

127. 

10.40  335o5  55330  744, 
.020g  o5255  .  .836  7244 
.0273  '^«'48  83441  â4io 
10346  .6220  94,oi  7,63 
.0474  555o5  SlLâ  "42 

1343 
.345 

138,2  23.843  38426  ,84g 

.29â6 ,596, 23585  ê.î; 

.3ooi   .9496  7.904  2476 
.3o65  53490  23o3o  59.2 

..93 
,.95 
"97 
"99 
1201 

07664  04436  ,û34i  8;;28 
07736  7qo52  84156  489^ 
07809  4'.5o4  oéîio  6668 
07881  9i83o  98848  6760 
07954  âoo74  02906  0489 
08026  56273  39844  7438 
08098  70469  10887  '0% 
08170  72700  97349  2l46 

08212  é3io8  llri  88é» 
083.4  4'43>  43o52  2453 

1273 
1175 
12,7 

.0482  84o36  53655  3957 
.o55i  0.847  69973  9754 
.06.9  089,2  6H.5  A 
.0687  o5}44  ,8653  9226 
.0,54  9.29,  44686  ào.g 

.363 
.355 
.357 

3.39  77965  97622  9,2e 

\\É  MÏ  '^%^  osi 

I333Î  945S7  32y  3i.4 
,3385  6,252  03334  6o« 
13449  58*58  346,3  55,; 
,35,3  365,3  767,4  8420 
,35,6  85,45  67822  2790 
3640  3448,  33989  9936 
3703  74547  891,3  gig, 

.203 

.20S 

1207 

.209 

129. 

.0822  66563  ,4928  5o36 
.0890  3.2,6  6,3.3  3420 
.095,  85469  04386  684B 
..025  29.73  53403  0241 
1 1092  62422  66420  3o8e 

,363 
i365 
1367 

,1?? 

.3.3 
.2.5 

.2.7 

08386  08008  665,2  9742 
08457  62,79  34330  99.3 
08529  05782  30064  9888 
08600  37056  .838.  9245 
086,.  56639  44882  4749 

1293 

.295 

129, 

iiiSo  85248  80394  o38i 
11326  97684  172,0  6323 
11293  99,60  84080  08.4 
..360  9.4.0  ,302,  8800 
.  .43,  ,2965  6.586  2544 

1^ 
i37, 

13?? 

3,6,  053,2  36,S5  ,iT4 
13830  2698,  6638,  4550 
,3893  39402  56923  6,77 

139S6  4i56i  ^49  ,SS, 

14019  36,85  ,863,  3844 

.223 
1225 
.227 

08,42  645,0  36285  4633 
o88.3  60887  oo55i  27.0 

S^ffl§é4?|:lli 

09025  80529  3.3.6  3078 

i3o3 
i3o5 
i3o7 

. .627  55875  SoSB  397S 

.  .693  96465  50755  Sooo 

1.760  36916  96084  27,, 

1383 
.385 
,387 

,4082  2,801  09310  582, 
4,44  9,734  0046,  358ë 
,420,  64610  ,3284  862, 
142,0  2245,  37615  5730 
14332  7,299  92046  4100 

1233 
.235 
ia37 
.239 
1241 

09096  30765  95731  6432 
o5.66  69575  95684  5355 
0S236  9&)96  2n.2o  6536 
09307  Ï3ii;3  ,6o63  4583 
09377  178.4  987*9  8296 

i3i3 
.3.5 

il? 

■  1826  47260  89479  3435 

1.892  6,628  2S,7B6,38 

12090  3éT,6  7452,  2S4. 

i39, 

,4395  ,,,64  23963  4808 

,M,  42oj2  096,6  359, 

145,9  6406,   i4i8i  QoSo 

14581  ,,,44  9182,  628* 

,4643  é,352  S5„4  6000 

TABLE  V. 

361 

Nomb. 

Logarithmea. 

Somb. 

Logarithmes. 

Sonib. 

Logarithmes. 

iio3 

•m 
■409 
li  II 

.4505  j6,io  ï835q  Qia8 
,Sf,  é3,42  4i"9H  %;7 
ijfeg  409,4  34,45  ,02a 
14891  ogg3i  09356  4271 
<J^,   ,o>3,  5434,  8324 

i5ii 
i523 
.53. 
,543 
.549 

.,926  44^43  3qo25  3697 
1826g  c>9o33  36042  5-jm 
18497  5iQo6  98261  0374 
i8836  59260  63i48  2676 
19005  14177  Sgaoô  0026 

1889 
190. 
190, 
19.5 
.93, 

2,623  .95,9  2.833  585i 
27898  21.68  65443  i382 
28oà5  06930  46oo5  6229 
28j,i  49700  2,295  856ç 

28633  18540  38553  0108 
2898.  .8391  17621  4349 
29025  72693  94518  069Î 
29512  70852  S2191  1870 
29f>44  5,9(2  o63^  2655 
29819  ,8671  o^i5~;5o5 
29950  ,2987  00487  6o32 
3oo3,  80648  ,0,02  56g3 
3oo8.  3,94.  .8.16  9390 
3oi68  09492  935,6  S274 

i4i3 
I  i5 
1  15 
'  '9 

i5oi4  216.8  48558  61.4 
i5o,5  64398  6o3oQ  o4o4 
i5i36  98502  4,460  4o44 
i5iq8  23954  5,4,4  0045 
152S9  4o,,9  2,469  ,488 

.553 
.559 
.56, 
.5,1 
'5,9 

191.7  14557  28558  5244 
19284  6n5i  8884.  6808 
iqSoé  89964  68500  iSog 
196,7  6i85o  39973  33oS 

.9836  2l300  08^94  2325 

1933 

■949 
1951 

|973 
1997 

.  33 
.  25 

lia, 

;i? 

i532o  ioooo  84a84  3325 
15381  48643  44529  0084 
15442  39,3,  14646  9530 
i55o3  2228,  909,0  23o3 
15563  9633,  %„6  35,5 

1583 
■59, 
.60. 
.60, 
1609 

16.9 
162. 
,627 

.63? 

19948  09148  62355  9115 

2o33o  4qi6i  38482  9323 

20655  60440  99029  5498 

1.33 
1,35 

il 

15624  6iQo3  97344  4,60 
15685  10010  ,0011  i3oo 
15,45  67681  34225  65,1 
1S806  0,930  366o5  1948 
.5866  3:58o8  13989  3o,5 

20,63  436,3  8896.  5206 
20924  6848,  533,3  ,368 

209,8  30.4e  485.4  944, 

21.38  75529  36858  ,8,6 
21404  é6,9|ii9.<.  4394 

2017 
2027 

2o53 
2o63 
2069 

208. 
2o83 

3034.  20705  96,41  9391 

30450  58,^2  ?;  &  Pe 

3o685  3,486  93008  7091 
30,28  20470  33345  98,3 
30941  722^7  ,s4o  Soo, 

1 

.5926  63310  93494  2o33 
15986  ,84,0  925iSé  6618 
16046  é53ii  1903,  4,1. 
16.06  83854  ,ii,4  5842 
16.66  ,4ia4  3„35  8,36 

'.ni 
166, 

3193a  a5o84  19336  7421 
22089  =*^492  19519  239, 
22.93  55oq8  28oo5  3246 
22245  63366  ,9246  7... 
22865  6958.  08935  2423 

3.238  89493  ,059.  8,35 
3.440  922,9  ,3.51  5é48 
3i5,é  14906  é5734  597i 
3.8a,  20802  1162S  984, 

3.86é  92699  4,745  fe; 

.453 
1455 

16226  56142  9802.  5291 
16286  29933  ii926  0938 

16345  nS5i,  69990  ;:i4, 

16405  1291e  Slîi.  6141 
16465  02159  ^4296  ,697 

'699 
.,09 

1,2, 
.,23 

22968  .8423  17675  ,9,4 
23019  33,88  69045  6078 
a3a,4  3062,  20,36  8346 
23578  08703  2,56o  2593 
336a8  52,,4  48028  49,5 

2087 
2089 
2099 

2lt3 

31962  24490  65454  oâio 
31993  84399  8o3o«  5,90 
33301  343BS  82400  4^55 
32448  82333  o,656  3,95 
32389  949,0  523i3  3é55 

i!63 
i465 

•h' 

16524  43261  25310  833o 
16583  76246  90128  26.0 
16643  01I38  43282  6822 

'a^%'  'l^^  ^îf  ^'° 
.6,61  26,2,  2,53o  lui 

.,33 

■747 
1759 

338,9  8562,  .3917  0009 
2^079  8,,..  .,33.  2026 
2(  229  39049  82930  9396 
243,8  .9.60  93,94  9333 
34526  58394  5,461  36.3 

3281,  56614  38322  56éo 
32858  3449,  14201  9,42 
32980  45;i,  62„69  f,Ts 
33Ô6.  666,2  94438  3295 
33.02  2. ,10  4.828  6701 

'in 

;|2? 

16820  2,468  42630  gioi 
168,9  2°3»3  141^1  799^ 

1,065  5o585  21208  4,94 

178, 

24968  ,42,8  o53oi  5254 
251.5  .343.  ,5354  60.5 
25212  45535  05644  2368 
25261  o34o5  6,3,2  9990 
25551  37.28  19533  3260 

3153 
3.61 

320, 

333o4  40298  2348,  190, 
33465  4,6(58  8324;  33i8 
33825  72302  46255  6313 
34301  44971  5oj6,  6114 
34380  23331  61655  o3,6 

1  83 
1  85 
,  8, 
,  89 
'  9' 

i,ii4  ii5io  28382  0254 
1,172  64536  5323.  i5,4 
17231  og685  21954  2.34 
17289  469,,  521,6  1462 
1,34,  ,6534  52994  5541 

1811 
1823 

.83. 

25791  845o3  i4o58  40,6 
26078  66686  54976  3oi4 
26268  83443  01696  4710 
36646  68954  40241  4075 
36974  63,3.  30,6,  0114 
2,114  431,9  490,8  3o63 
3,20,  3,8,5  00009  919» 
37253  77773  ,523,  3705 

2,346  iijxe  11346  3.54 

27392  6,8oi  oo535  6094 

33l3 
3343 

34œ4  8558?  484,3  9562 
34966  59840  96629  6816 
35oo5  40935  ,9o3b  3656 
35082  92,35  8296,  ,382 

.93 
I  95 
'  95 
"  99 
I  01 

i,4o5  98077  25025  4o5o 
17464  1.926  60448  4529 
,,523  i8;o3  43352  35i6 
1,580  16328  48279  4666 
1,638  06922  43a,o  3895 

i8?3 
187, 
■8,9 

225l 
336, 

3523,  54g5o  ooSig  9840 
35545  .5aoi  26517  5878 

358.3  52853  7M48  566o 

59 


TABLE  V. 

363 

Nomli. 

Logarithmes. 

HOQlb. 

Logprillimes. 

Nomb. 

LogarllIimRS. 

35m 
35,, 
35., 
35jq 
353S 

54543  08294  6535.  2io3 
5461,  23683  169(2  58o3 
54,40  54596  6,489  633. 

54S.4  363,4  W^  W 

p 

39'7 
3^ 

II 

59.84  34.12  24,844534 
59228  ,8.59  52i3o  6028 
59295  35,1  S  4,865  8683 
5^3.7  52634  78.02  59.7 
5936.  83o8.  29535  9.03 

4297 
4337 
433, 
4339 
4349 

633i6  53536  83qo3  looS 
636i8  68c)5i  98724  2773 
63718  94iai  48761  9i3i 
63738  97501  2qaii  9103 
63b38  94076  65335  9626I 

64315  64656  .9,06  3520 

3539 
35i. 
354, 

54888  05626  3,5.4  8845 
54912  5926,  58.1.  0625 
54^86  ..884  J'94»  7498 
55.o8  3865.  85,8o  3343 
55.32  ,9880  03845  9033 

59428  20288  .  .806  1.0. 
59450  30438  20089  .84. 
59582  677,0  ,3223   .8o5 
5;)626  7.263  9551 5  33o4 
5iH*46  22.04  74.5o  5,98 

43,3 
97 

p. 
4433 

|L 
11 

3563 
3593 
36o, 

552,8  9850.  92,8.  9423 
55400  432.0  1.902  93.0 

fi 
4°Ô3 

60086  4o363  09839  5628 
602.6  855.3  ,6<«,  1702 
6o238  5590,  Islil  ,223 
6028.  93434  32699  ,829 
60346  9.597  33838  ,345 

64434  00988  26323  5,9^ 
64553  osTfe  058,4  0*3 

«748  07,3.  736,5  94.2 
64806  ,.294  48934  6334 

36.3 
36. , 
36j5 
363. 
363, 
3643 
3659 

36^3 
36?, 

55,86  ,o6i5  68022  23o4 
55834  85o8,  6.6.9  7»83 
55906  83340  34536  828, 
56oo2  62489  12892  3.72 
56„,4  330.0  54,..  9... 
56.45  9., 12  4.915  9002 
56336  24094  8660,  4924 
564,8  43845  0398G  ,,36 
56502  09283  45^93  ,60, 
56549  36298  68862  3886 

402, 
4049 

-4„5f 

4o,3 
4079 
4091 

J°9l 
4<>99 

lii 

604,1  8006.  92034  8608 
60433  40,3.  0291.   .042 
60498  16396  07431  565, 
60734  ,776,  6S4.3  4006 
60756  2243.  83588  23o4 

64845  ,5943  82533  5333 
64904  26540  86.,6  3636 
64962  68868  40529  43,9 
65.3,  49439  .3043  245! 
65.56  8,388  65,9.  8,o3 

60820  5oo„  04326  .85o 

6.. 83  94,94943,3  ,604 
6.204  17446  45269  S5oo 
6.367  79183  .65o.   ,5oo 
6.394  74767  80349  76.0 
6.563  44688  7,4.5  9649 
6.584  48828  ,4702  .328 
61626  54o52  81708  1904 

4493 
4507 
45.3 

4519 

4*23^ 

If 

65353  64.85  93025  3931 
65388  75580  7097,  52o« 
65446  53335  2o'.45  8404 
65485  00905  61394  2024 
655o4  23413  3i2o.   7644 
65542  6587,  459.8  6342 
65772  49542  o5.o8  2oi5 
65,9.  593é8  29955  .800 

369. 
369, 
3,0. 

56,. 4  4045.  9565,  .,23 
56,84  945o5  ^3.06  ,959 
5683.  9o85o  95...  ,809 
56925  68333  286.0  .426 
5,042  6., 83  589,2  5899 

tu 

3,6, 

5,1 35  9392,  53839  65,9 
5?2o5  ?9^  263o|  54io 
5,2,5  S466.  542.9  6.54 
5,530  33334  2239^  ..55 
5,599  56202  o326',  63o. 

g 

4.59 
4.77 

61689  54264  00759  9660 
61836  193.1  09878  i65o 
61878  00245  062.4  7633 
6.8i8  89203  64933  é.M 
62086  44,52  65.2.   1164 

4621 

66.. 4  98572  4478660g! 
66.90  ,292,  66020  ,865 
6624,  45037  5o3o9  6.85 
663o4  09,48  93924  2393 
664,3  5^5  ■,8704  9,93 

3569 

5,622  6.3,4  49604  9556 
5,,3,  689.9  '^oH  ^076 
5,898  2842,  02,90  54.7 
SS  A,   Sgîo,   188, 
sEli  6S4  ..S§2  4584 

62335  268.5  3,99.  9779 
63438  524.4  20265  1739 
62500  360.0  14863  46o4 
62520  95253  81880  ,«58 
62623  ,6851  46900  3864 

463, 
4639 
64? 

66623  ,0958  95804  43o, 
66643  43,25  ,8759  iSo2, 
66679  86836  66,,|  0633 
66735  9546,  83087  0783 
œ,54  63395  ,i5,6  4„5 

38.. 
38.3 
3833 

5821,  ,03,6  88408  8355 
58240  42980  .9028  ...0 
58353  88.92  54352  138, 
585.2  2.863  068.5  4900 
5855,  35.86  22,3.   .023 

4231 

4243 
4253 
4259 

62644  30253  3.294  6565 
63746  82724  59,09  6.59 
62;2,  3o3.î  66é.S  8,35 
6286g  5382,   ,4023  3oo3 
62930  76400  73748  8538 
6295,   ,5342  00453  2343 
63o52  957,4  26834  o57, 
630,3  38928  ,,,96  5,94 
63.74  80743  96569  3486 
63235  60462  39073  .953 

465, 

4673 
4679 

-ftoX 

1)68, 0  62379  3273,  3,93 
66866  54,54  54493  o65q 
66959  578,0  343Î3  3„; 
6,0,5  3045,  93,80  238t 
6,, 36  54329  47,58  363^ 

3853 
3863 

3889 

585,9  90090  .3ooo  9219 

seem  £08.  44820  3325 

58849  580.0   0,2.0    0.4. 

58894  3642,  400.4  91.3 
58983  ,923,  1,459  ,4,5 

426. 
iaés 

6743,  79455  ,6699  9388 
6,4,6  93,40  ,5436  3,64 
6,5,3  65044  6,994  o,.3 

:i64 
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Logarithmes- 

Nonib. 

Logarithmes. 

Nomb. 
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i 

67678  5o3o4  .9205  4734 
677^.  5704,  96,57  48i4 
67970  0S808  7.964  .482 
68to6  34274  é.p  56.9 
68024  48370  42607  7033 

5.79 
5.« 

5.97 

5209 

5227 

71424  Sono  17894  o3.9 
7.508  36706  94937  24o5 
,.575  27,68  12859  5o6o 
7.6,5  435,4  32697  .j6. 
?,8Ï5  25oio  9775i  an 

5639 

il 

5653 

75.20  20945  88353  16.8 
751 35  60997  25393  6692 

75227  898S4  6i.Ï8  6980 
75358  61787  40409  2184 
,5a,3  06^39  35338  o3.o 
,5350  6456g  90970  043e 
7545,  ,ë56o  |473o  3ij6 
755o3  59337  67771  5346 
75534  1.838  11547  5,5S 

7&=  "i"  »4'3i  éi 

756,1  2.60.  64,7.  feig 
75,.6  81033  14272  5567 
75868  484g8  824.  oo3g 

4,93 

48.3 

48.7 

68060  74289  91787  8750 
68..5  25499  M"   3927 
68133  170S  69165  ,456 
68241  586.6  75358  4900 
68277  66463  .4434  03,2 

523. 
5a33 
5a3, 
5i6, 
53,3 

,.8S8  47200  2,436  oo5o 
71875  0,347  39665  2449 
71908  26,39  »'485  8954 
72106  83oi,  97.59  0950 

72205  77:'i3.46|.â89 

5657 
S 
5689 

j86! 

684o3  70374  865.9  7603 
68672  56210  74542  .6o3 
6876.  8.295  71769  9250 
688i5  3,555  giéëe  3287 
68922  00372  63835  58g3 

53o9 

72255  16620  00968  45o(i 

72271  61674  88494  Sosi 

?$????'?  a  s; 

7350.  27353  4.. 56  9734 

P 

57,, 

5,3, 

49;9 

I35 

69046  ,8|32  46jj8  2536 

69°i?  68225  S933.  322" 
69293  50025  31.37  7324 
69311  .1.54  62.4I  2286 

5323 
5333 
5347 
535; 
538. 

736.5  6466.  72754  8590 
7269,  .5836  838,6  6353 
Î38?i  01841  00340  6130 
,3843  49509  74254  7878 
,3o86  29930  4.5493  8842 

i 
5749 

'm 

ît 
5807 

58.3 
582. 

5839 

il 

758g8  75468  6,6.9  »84. 
,59.3  68162  6.166  4,35 
,5959  23o86  459,4  8534 
,6?85  36944  66363  063; 
,62.5  3.533  03594  63.3 

II 

4967 

6^346  3.27a  .953.  .363 
6939g  06.04  60776  783o 
69469  29263  3.464  080, 
69521  89189  oS,5o  9206 
69609  4t599  95223  3420 

53» 

lu 

7323i  33274  71242  4935 
73295  63695  76624  6482 
73343  80270  91061  3260 

76375  35649  33373  96.1 
763^0  3865|  6,5^7  S36! 
76396  18260  333a4  20IT* 
76440  03229  56383  .53a 
76499  75!li)2  84880  585; 
76544  5oi8o  9oi5o  oSat 
76633  8475,  5.387  3«46 
,6663  58863  10367  5"! 
76,08  163.3  63322  2621 
76733  0098.  .07.8  a8a. 

II 

69783  93682  .8363  0.55 
65036  i566o  55.09  7364 
69888  3.367  52590  2237 

tl;5 
543, 
543, 
5441 

73375  88355  87202  7034 
73391  9i5io  12390  8985 
73487  98027  92627  5^36 

5009 
5o.. 
5oai 
5o23 

69933  o5o28  83409  .5.4 
6S),5  io3i6  895.4  3236 
69993  44027  4247g  6996 

700,9  02213  74346  9111 

70096  31781  5g549  3096 
70234  43583  55768  7083 
70337  "3685  12349  5472 
70406  46,94  08567  3620 
7o56o  ,1634  04605  o364 
70594  91949  .0295  67.5 

i 

73583  83343  .70,3  7650 
7363.  680,9  »|i»8  8349 

,38,0  iSooï  34709  7691 

5857 
586. 
5867 
586^ 
5879 
"588." 

'^l 

§3? 

,6,67  53340  37960  0404 
76,9}  .73.3  816.8  BÎ& 
7664.  6068a  i633i  654; 
76856  41095  13573  4561 
76930  346^1  89081  7334 

5o39 
5o5, 
5,59 

55o3 
55o, 
55.9 

73901  83458  83480  909, 
,4i44  16449  49,65  9683 
,4o59  95138  iii56  5i35 
,4091  5o,64  81382  5450 
,4.86  03940  65263  54.8 

76945  .1794  O3o3,  6191 
77063  11277  7/806  586( 
77107  37833  2.194  737' 
77354  .7336  40943  Sjio 
7,s83  493,3  39018  137! 

5o8, 

706/6  .,3,6  3.354  2"«2 
70,48  5oi(9  67473  5829 
?oîë5  5323?  iilk  9,30 
7oé.6  58578  55540  0645 
7086,  5,927  26536  9761 
70918  51295  50345  4248 
71155  41683  50.69  '456 
71306  0.434  6.074  7488 
7.323  MM  4566.  7.55 
,.35,  45377  ,2069  7653 

552. 
552, 
553 1 
555, 
5563 
5569 

559. 

5623 

7430.  774,.  40.3s  3,00 
74348  94645  8. 7,5  .396 
74280  36584  69.65  5752 

,4484  0396,  853,9  1774 

,4530  90699  40837  9764 

5939 
5987 
6029 

6o3'7 
6043 
60Î7 

7,3,.  33252  7,021  623a 
,74,3  58835  é!753  354o 
7,S,7  38034  .210,  o43g 
77,20  9358.  45684  843 
77665  ,63.9  47355  a45s 

78083  .1758  5347a  9465 
78.35  35,43  48456  S.4 
,8.53  ggffie  0694.  7,3g 

5iiq 

7457;  72178  89,59  0674 
74608  90430  56300  3049 
74671  20225  16660  4418 
74748  94933  58673  8673 
74996  60835  09403  8802 
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6o53 
6067 
607a 
6079 

^8197  06730  1255a  oi-ji 

u^^  irai 'à 

78383  2.433  8444.  0902 
78454  59740  54522  5789 

ils 
ît. 

6539 

8. .10  56070  1,930  3959 
8.164  202.4  53.5.  ooq3 
8.33.  .609.  3.123  7,30 
8.431  42002  o,45q  5680 
8i484  (56686  04463  2882 

6947 

696. 

8399.  ,,,56  ,8680  9882 
84179  72988  ,4355  2963 

sfâl  68364  po.4  J,al 
8426,  .635,  60788  4252 

610! 
6.i3 
6.f>i 
6.3i 
"6T33" 
6.43 

6.63 
6.73 

78466  859,5  0,4».  272. 
78540  .0249  92387  5og3 
78625  43957  89780  245. 
78682  23794  99187  4273 
,8,53  .3Z  5?23|  ÎSSS 

6547 
655. 
6553 
6563 
6569 

81604  23409  21996  6i83 
8i63o  ,5994  31939  8000 
81644  o.ftg  56".38  66o3 
8., 10  34o4i  56923  .482 
8., 49  92618  6,^58  2,42 

6967 
697- 

^^ 
699' 

84304  58io5  34569  2922 
84329  50827  36507  1077 
84366  8,229  79'43  7641 
84404  20420  4.0.6  520. 
84453  93021  29007  903. 

78894  57270  23747  7609 
789,9  2.6,,  30675  3779 
7904g  6276a  67.09  5491 

657. 

8i,63  .46,.  qo5i5  356o 
8.802  ,8418  5,256  2i3. 
8.S29  .8907  99995  9.43 
8.94,  8.283  62.22  599. 
82000  43068  o83.,  9009 

6997 
7001 
7013 
7019 
7037 

84491  18759  12140  6o54 
845'i6  00776  51945  8108 
84590  58388  98782  5225 
8462,  52424  122.3  .,5. 
846,6  99535  3,2.8  ,858 

6.97 
6.99 
6203 
621 1 
6„, 
631. 
6229 
624, 
6257 

792.8  .496.  49678  8.22 
79232  .15363  5.5,3  5.»8 
79260  1781.  64q66  43.5 
,93.6  1S292  45650  ,349 
79358  086,3  68.55  8o8à 

6619 

663, 
6653 
6659 
666? 

820,9  =38.0  88203  ,.52 
82197  '8176  42043  8.39 
8230.  75234  46049  2396 
82340  90.48  92544  83 17 
82353  94336  S6858  9914 

7057 
7069 
7079 

84,5.  09653  03248  .4,. 
8I775  76883  9335.  2660 
84662  o.,74  54.53  9063 
84935  79816  6.398  9533 
8499,  '9'23  2885o  11,5 

,938b  020.3  42669  6o55 
,944.  833o8  ,4.40  9842 
79567  .5059  4602.  ,452 
5963e  6.549  7î52.  2805 
59678  241.7  o.3o,  7941 

1»>,3 

669. 
6,0. 

82432  11248  5077.  2649 
8247.  14434  64734  3.75 
82536  I .959  52633  3346 
83549  '°'98  79430  8769 
826.3  961,9  35914  ,63. 

7.03 
7.09 
7.31 

,.37 

85i44  .8.46  72055  0598 
85.8o  85.43  2825,  4944 
85354  09857  6979e  8685 
85390  6758,  9695s  6733 
853o3  86.4,  .3^  ,356 

'6269 
627, 

-is- 

63.. 
63.; 
6323 
6322. 

6359 
636? 

79,.Q  82698  38,58  8829 
79733  68007  ,5349  833S 
,9j,5  2.28e  So,;„  ,35. 
,P44  34603  50,87  4660 
,992,  ,5o83  498,2  54,6 

6,o3 
6,09 
67.9 
6,3S 

673, 

82626  92193  93,26  2243 
82665  77918  75869  3094 
82730  46410  89,34  9394 
82820  86144  6:945  4.,, 
82846  654,3  52678  335, 

7159 

7.77 

85436  67780  40869  59.8 
85485  35624  .7854  0070 
85594  =9462  323.6  0249 
85654  76448  5674,  85o3 
8569.  00605  0078e  2334 

29940  94,96  .5.26  8.3o 
80009  8180.  ,4,75  6352 
8oo5.  08,68  9  36,  9732 
80092  3.é,8?  2.é  2,,. 
80.33  50956  ,4546  5674 

676, 
6763 

6791 

83001  09359361.786.. 
83oi3  9587I  25342  725o 
83.. 6  56339  09442  4869 
83.29  37443  7700g  594. 

83.95  37304  éé745  4233 

7307 

72.. 

72.3 

7»'9 
7229 

85775  45220  59442  2360 
85799  54955  60925  987, 
858..  5952.  90066  ...4 
85847  ,0418  13340  555o 
8590,  6224,  46969  3440 

80.88  3707.  25239  5qqi 

tTi&ïlï&tlt 

8o338  88249  836.3  4770 
8o352  53955  76532  3907 

6793 

68o3 
6823 
6827 
6829 

832o6  .6.45  90726  9',,5 
852,0  04,09  60567  3988 
83397  53,. 2  ,9906  19.4 
85422  99028  51677  5806 
85455  7'ii27  i84o5  0758 

85955  85,26  26053  5296 
85,91  84852  00715  7622 
860.5  836.5  .8à,8  3466 
86o5i  ,6,74  61746  3069 
S6331  o3o„  54270  4127 

6367 
6373 

tm 
63,17 

80393  48498  6384.  7786 
8of  4  3g.g4  ,98&  U, 
80475  2602.  4o46o  4636 
80543  2888.  32.39  93.3 
8069,  635o7  .7562  6493 

6833 
6869 

8546.  .420,  3368,  1,48 
855.1  95904  245496290 
856.3  4.494  653,4  8266 
8365.  39988  906,.  3895 
83689  35.63  7645s  7501 

7=97 

,3o, 
^53. 

863i4  43462  52667  4523 

865.5  9.0,5  4531,  11,8 
86385  ',96.8  859,2  962. 
86457  o4o68  55430  5588 

865.6  32.95  06086  2555 

80760  26699  '6494  6o85 
sLjg  23?S  373I?  Ëll 

6SS3 
6899 

69,. 

8370.  99485  40908  4040 
83777  77695  53735  2867 

85878  6.449  46594  6.26 

83928  9480  06.46  9348 
83554  S939  68ç^  643. 

,333 
7349 
,35. 

86528  .6849  956io  548S 
86623  82473  7964,  30™] 
86634  64227  Woi  7565 
86,40  85565  2i7,.  26.3 
8688a  0,061  975.,  37g. 
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8,ii 

8353 
8761 
i229 
r8783 
l8o3 
S"' 


» 


89^1 


894, 
895. 
8^3 
8969 
8971 


9°°7 
90,1 
9013 
9029 
9041 


_go43 
9»49 
9o|9 
9065 

9"9; 

9103 

9' "9 

9133 
9'37 

9'h 


LogEirithines. 


11202  36070  7866 
91265  25373  5326 

69284  67490  4^'o 

368o3  34209  9240 
5o4qo  25o3o  4334 

28«2' 


Sa  129 

56378 

i3  432jâ  34^7 

[26  o3o63  ipaS 

77839  6 '93 

.7  65764  8792 

-8549  93474  9225 

3.33g  99oé|  §994 

41951  oaSïO  7739 

,365  56qi8  6220 


94904 


Jo8o 


95187  1557 
95^45  3396 


,»74 
95aS4 

9?4'9 


07493  04372  4964 
67084  64738  2990 
5iSoi  68269  8i66 
82923  15663  8io5 
08929  85,g,6  596, 
38229  64658  5ioo 
73339  88804  0762 
6094B  80202  8195 
i5S;i  28364  3523 
33964  23o3 


40240  Î48q8  36i6 
o8566  75701  5826 
425(8  i5Ô62  4479 
07617  01126  9971 

LO27  43757  i^^2 


g5563 


9563, 


96708 
9591 


95947 
g6o32 

96080 
96146 

96194 


93,ro  eew  2«5 

qb53o  a325i  9434 
64692  433go  o833 
253o8  41194  5307 
"o588z  13176  6632 
02596  57899  8612 
361S7  299^1  2890 

16577  64879  4'^° 

45427  3.19,  J869 


0,020  ,5107  102S 

8o5o5  30143  i4i4 
345-6  47908  8154 
36249  11769  7450 
85553  50786  3424 


S6782  5731 
28831  41387  2584 


98231 
98285 


9833, 


98358 
98367 
P42i 
98448 
98602 


Logarillimea. 

î8  27273  71285 
64696  92065 
89423  12076 

99=47  347' 
14867  9Ji 


i5  5ji 


9867'. 
98583 
98627 
98663 
98-6^ 

98824 

9885» 


1 1867  06790  7016 
13828  60196  5746 
21667  61433  85io 
23064  02262  7616 
-   ,9535  1666 


99b38 
99°64 
99082^ 
99' 35 
99'7> 
99'87 
99'5o 

M 


99»95 
99348 


99383 
I436 


07410  60074  6728 
04808  68392  i658 
89559  oSgoi  2176 
75966  ioi53  8710 
iefei  25483  ;,'° 
09431  3o3o5  8" 
67233  75378  3- 
43668  336)»  1--. 
27025  49S16  7652 
00703  9o338  o362 

oioqb  o3i8o  4i53 
32589  o6^*3  5744 
q588S  1885,4  409: 
7q5o5  6^478  85i: 
qooafi  3795b  2638 

"#  ^'S  <  °; 

q33oo  07770.4994 
60391  &ii27  91 


99488 
99506 
99^67 

99594 


ooBoS  70446  444fi 

o^oo  «W96  507S 

47565  54462  3237 

28666  13986  i43i 

5i9  08001  0209 


99690 
99699 
99743 

m 


87953  64910  6336 
45341  56r4i  5338 
90605  11622  )8t5 
21629  92550  628a 
29913  53473  474. 


55io6  95ÊSS~r523 
29818  90705  7o58 

g43o8  6^o3  qSI 
44582  60941  641 


■.  58igo  40286  0476 
>  38997  84812  49r8 


TABLES  VI,  VII  et  VIII. 


La  Table  YI  contient  l'échelle  logarithmique  des  modules,  calculée  à  14  décimales,, 
pour  tous  les  angles  du  module,  de  dixième  en  dixième  de  degré,  depuis  o^  jusqu'à 
i5^,  et  de  demi-degré  en  demi-degré,  depuis  i5*  jusqu'à  4^*.  On  y  a  joint  en  même 
temps  le  log.  du  coefficient  K  qui  sert  à  trouver  la  fonction  complète  F'c  as  ^  ^r.K. 

Cette  même  Table  donne  les  modules  croissans  c,  </^  d' j  etc.,  et  leurs  complémeus 
6,  &',  V'^  etc.,  de  4^*  à  90^;  il  suffit  pour  cela  de  prendre,  au  lieu  de  l'angle  du  mo- 
dule, son  complément  à  90*,  et  d'échanger  entr'elles  les  lettres  c  el  b  ainsi  que  les 
signes  °  et  ^. 

La  Table  YII  contient,  pour  tous  les  angles  du  module  de  dixième  en  dixième  de 
degré,  depuis  0  s=  o*  jusqu'à  0  ^  4^^»  ^  valeur  de  l'amplitude  ^  qui  satis&it  à  l'équa- 
tion Fç  =  ^  F'c. 

La  Table  YIII  contient  :  1^  les  valeurs  des  Fonctions  F  et  E  dont  l'amplitude  est  de 
45*;  a*  celles  des  Fonctions  complètes  F*  et  E%  calculées  avec  douze  décimales,  pour 
tous  les  angles  du  module  de  d^ré  en  d^ré ,  depuis  o*  jusqu'à  90*. 


6. 


o»i 


o.a 


0.3 


0.4* 


0.5 


0.6 


0.7 


0.8 


0.9 


i.o 


1.1 


1.2 


1.3 


«.4 


TABLE  VI. 


Loge,  c«,  c^. 


ail  87 
88169 

7.16182 


l: 


71471  oi4i 
49643  4326 

99373  5869 


. 54290 
.48375 

8.36545 


ï 


61 

56171  ^014 

12429  5433 


)48i2  9673 
I0I7I  401. 


7.718 

4.83 
9.06981 


66379  0^79 
92377  01 34 

84840  8491 


7.84393 
5.o858i 

9.56957 


383 10  8204 
82543  5o8o 

65 174  o586 


7.94o8|  ,85^  ^7 
0.27964  02047  8638 
9.95722  o5383  2348 


8.02002 
5.43800 
0.27895 


o68o3  2566 
51822  9180 
08734  i885 


8.08696 
5.57190 

0.54174 


46o35  6878 
16279  5900 
82648  9242 


8.i44( 

5.682J 
0.77371 


82481  6689 
88293  2234 
76678  8259 


8. 19610 
5.7901Q 
0.97833 


20172  3857 
76226  3414 
52547  ^5 


8.24185 
5.88171 
1.16187 

8.28824 
5. 

1. 


53 184  2289 
67981  8966 
35968  io83 


88781  0884 
67989  0620 
35984  4836 


8.82102 
6.04008 
if478ii 


80872  4*04 
7^)857  6586 


8  35538 
6. 10901 
1 .61717 


34565  4271 
87128  0194 
74368  7833 


8.38396 

6.17399 
1.7459 


i2 


21864  7860 

4o326  4584 
80788  0255 


T.  li 


Log  ^',  i«»,  K. 


9 
9 
o 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
o 


9 
o 


9 
9 


9 

o 


9 

9 
o 


9 

9 
o 


9 
o 


9 

9 
o 


9 
o 


9 
o 


99999 
99999 
00000 


98385  8134 

99999  99^7 
o33o7  3427 


99999 
99999 
00000 


73541  2i33 
99999  9799 
18229  ^^^^ 


99999 
99999 
00000 


40467  5789 
S)9999  8981 
29766  1596 


99998 
99999 
00000 


94164  2087 

99999  6778 
52917  7845 


99998 

99999 
00000 


34680  8204 
99999  2182 
82684  1964 


99997 

99999 
00001 


61867  o5i4 
99998  3670 
19065  658à 


99996  75872  4584 


99999 
0000 1 


99995  76646  5174 

99999  99994  84i3 
11674  1620 


00002 


99994 

99999 
00002 


64188  6288 
07901  5565 


99993 

99999 
00008 


88498  0922 
00007  4o53 
30744  6566 


9999'  99574  '568 
9999999981  56o8 
00004  oo2o3  7020 


99990  474 1 5  9708 

99999  999:3  8826 
00004  76278  9559 


99988 

99999 
oooo5 


82022  6069 
99964  o25g 
58970  7095 


99987 

99999 
00006 


o33û3  0569 
90901  6117 
4Ô279  2774 


e. 


i*»5 


.6 


1-7 


1.8 


I . 


2.0 


2. 1 


2.2 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


2.8 


Log  €,0*",  c"**. 


8.41791 

6.28892 
1 . 86579 


»oi53  8883 
^740  7274 

87681  9439 


8.44594 
6.28999 

'•9779^ 


09084  8261 
11570  3o3o 

23309  8799 


8. 47^-26 
6.34265 

2 . 08825 


25656  5069 
68118  8118 

26418  5562 


8.49707 
6.89281 

2. 18256 


84317  6498 
11967  5238 

24154  0121 


8.52o55 
6.48928 

2.27650 


18689  8761 
1547S  5378 

81201  974; 


8.54281 

6.48384 
2 . 36562 


91688  9609 
29872  2734 
59032  8437 


8.56899 
6.5262a 


94221  2683 

05767  853o 

2.45040  11867  4539 


8.58419 
6.56664 
2.55i23 


88262  7850 
683 1 5  6682 
87018  2oo3 


8.60848 

6.60526 
2.60847 


85584  2888 
70657  6882 
41754  6919 


8.62196 
6 . 64224 
2.68242  85348 


15999  5584 
40 

25 


4242 1 


8.68967 
6.67771 
2.75336 


95616  1598 
25824  o5o2 
52227  ^38 


8.65670 

6.7II79 

2.82152 


16544  6788 

o5o85  6404 
io833  8857 


8.67808 
6.^4458 
2.08710 


08880  4776 

302Q7  9904 

61 302  4681 


8.68886 
6.77618 
2.90080 


2521 4  âSun 
36943  4582 
74748  3i58 


269 


Log  ^ ,  ^* ,  K. 


9 
o 


9 
9 


9 
9 
o 

9 
9 


9 
9 


9 

9 
o 


9 

9 
o 


9 
o 


9 

9 
o 


9 
o 


9 
o 


9 

9 
o 


9 
o 


9 
9 


99985 

99999 
00007 


11526  2821 
99986  2818 

44204  9996 


99988  06420  9626 
99999  999^7  4465 
00008  46748  2420 


99980 
99999 
00009 


88075 

99894 
55909  8941 


99978 

99999 
00010 


56490  oo( 

998Ô7  75^ 
71688  8745 


99976 
99999 
0001 1 


11661  5778 
99835  8218 

94087  1220 


99973 

99999 
0001 3 


5358q  21 59 
90790  4^35 
20104  6089 


99970 
99999 
00014 


822 


271 

754 
741 


3490 

e725 
118 


99967 

9999? 
000 16 


97706 

99704 
0*999 


3203 
8465 
2032 


99964 

99999 
00017 


99647 
49877 


5ooi 


99961 

99999 
00019 


88827 

99581 
05877 


7550 

935q 
0905 


99958 

99999 
00020 


99955 

99999 
00022 


6587 
ii55 
7284 


9995" 

99999 
00024 


76110 
99330 
11610 


i6i5 
2881 
o383 


99948  12022  8696 
9Q225  8210 
9J60I  225 


0002 


41 


1 


Log  c 


6.80667 
3.01139 


qqiSo  3381 
61989  8766 
24957  9437 


01636  7602 

57:-53  3.34 
i5tii8  3457 


8. 73303 
6.86463 


;i5o3  9256 
,o58o  6552 


3.12730  03412  1957 


8.74680  1 
6.89322  < 
3.18238  1 


5412  4385 
5337  7270 
1864  o65o 


8.76015 
6.91896 
3.23586 


11679  "M 
27830  8536 
57343  56m 


8.77310  1 

tj- 94490  ; 
3.2S775  i 

5.97345  c 


1093  638i 
273  9967 


8.785S7  52787  7168 
""  **99''9  ^856 

31797  4454 
43681  61 i3 


9-99944  34674  5598 
9ÎÏ9999  99'"''  5399 
0.00027  ^2216  985i 


9- 9994° 
9-99999 
0.00029 


44062  9272 


9.99936  40 185  5864 
9-99999  98«35  835o 
o.ooo3i  79325  1343 

33o4o  0690 
08678  ioo3 
§78Î9  o.f, 


9-9993' 


j  93623  8363 
j  98504  8663 
i   0394"  Saoo 


9-999^3  48934  2278 
9-99999  983'5  1181 
9-99999  99999  9999 
o,ooo38  24690  445. 


Loge,  c 

7.10763 
3. 61 320 

6.62435 


o5i82  7596 
32107  9516 
67867  ào74 
35821  3356 


8.86473 

7.13858 
3. 655 10 

6.70815 


76449  3571 
23899  840Ï 
5i8[2  i3i5 
03710  9638 


8.87493 
6-78997 


80616  2574 
94739  8008 
93080  0^96 
87846  8002 


3 . 73599 
6,86992 


30935  745o 
7 I I I 2  9396 
47042  oiÔ3 
94170  7416 


8.89i64 
7.)iJ856 
3.77507 
6-94808 


32984  0645 
64232  SsSo 
33736  4982 
67539  7175 


Logi,  A",  4",  R. 


9.99883 
9-99999 
9-99999 
0.00058 


21333  gSic 
96074  2785 
99999  999t 
37430  i635| 


9-99^77 
9-99999 
9-99999 


57953  3670 
95686  46i3 
99999  9994 

,8867  096g 


9-9987 
9  99999 
999999 
°.°o"64 


813O6  4'68 
95270  568o 
99999  9994 
06953 


9.99865 
9-99999 
9-99999 

0.00067 


91473  i 


99999  9992 
01676  aoai 


338i4  g 
,07433  ^ 


9-99910 
9-99999 
9-9;>999 


91968  56o3 
98107  8460 
99999  99;)9 
53o6g  6428 


4.6 


8.90416  85433  3i83 

7.30767 

3  81329 

7.03453 


(  71 383  7782 
}  485o5  0644 
i   97096  85oo 


9-99859 
9-«)999 

9>99999 
0.00070 


88368  c 

94349  ^ 

99999  999' 
o3o4o  6048 


3-7 


8-7978? 
6.17216 


40764  2960 
55655  2fi48 
i35i5  2882 


9-999'4 

9-99999 
9-99999 


21724  o3o6 
97882  001 5 
999*»  9999 
88078  9854 


8.91348  i 
7 . 22637  ' 
3.85069  i 

7.09933  ; 


9-99853 
9-99999 
9-99999 
0.00073 


71748 
93840  998H 
99999  998g 
11046  4385 


8.80977 
3. 01840 
1 43474 
6.26742 


7'99';  4'-93 
on 54  8258 
04759  8670 
09606  4545 


9-999°9 
9-99999 
9-99999 


30197  7"2u 
976^6  5o47 
99999  ÎW98 
29719  37 >o 


8.93361 
7.^4468 


3.8873 

7256  3io36  1592 


04783  t 
54343  ( 

5474 


9  99847 
9-<t<t999 

9-l>9999 
0.00076 


41909  4453 
932t>9  3i2t 
99999  lt'»87 
25694  883o 


3.9 


4.0 


3.48110 
6.36014 
8.83360 

^■53^35 
S.  45045 


o4o55  5976 
10837  6708 
21743  o6ai 

65583  6853 

91264  9463 
82616  6129 


9-«l9°4 
9-în>999 
9-99999 
°-"°"47 

9-99899 
9  99999 
9-99999 
o.oooSo 


41 386  7981 
97370  2444 
99999  9998 
77991  7331 


4-9 


8.9315. 
3.93317 


39333  47^^^ 
6Sï5o  3686 
37865  o5j8 
75816  8375 


9  !I9999 
0  99999 
0.00079 


93712  4oif 
99999  9985I 
46987  .440 


s  0975 

97082  0798 
99999  9997 
3.896  99,0 


8,94029 
7.2H018 
3.9583t 
7.3.456 


60083  3oi8 
6321 I  3i32 
33400  3611 
64887  3444 


9.99834 
9.99999 
9.99999 


5.5702, 
B. 53849 


Î.65 


42260  i  ,j^ 
93109  0831 
99999  998«l 
74934  4527 


1 .6  4452 


9.99%4 
9.99999 
9.99999 
0.00052 


07898  5391 
96770  8379 
99999  9997 
94436  1493 


7.29740 
3.99275 
7.38345 


38991  i553 
88S42  9054 
85714  7882 
7i5i6  398g 


9.99827 
9  99999 
9  99999 
0.00086 


72441  6o33 
9.457  ,388 
9999Î1  9979 
ogSoS  0668 


Table  vi. 


t. 

Log.,  .•,«",=-. 

Logi,  A",  A",  K. 

1. 

Log  c,   c°,  c",  c"^. 

Log  ù,  f,  4",  K. 

5- a 

8 

l 

7 

05,28  43439  97=3 
aiiaq  79212  o3o2 
0265a  67^43  95i3 
45101  35574  6355 

9.99820  89388  2839 

9-99999  9<'766  Mf> 
9'99999  99999  997^ 
0.00089  50739  2691 

6-3 

9.04034  244i5  0061 

,.48125  i583o  ,042 
4.36044  5.666  ,363 
8.11883  03420  2044 

9-99736  93^48  ,6„ 
9-99999  «««Si  3692 
9-99999  99999  988é 
o.ooi3i  43416  2953 

5.3 

8 

l 

«6553  37056  0184 
33o86  61472  2612 
05967  32996  4742 
51728  66079  ''7'7 

9.99813  92796  0217 
9-99999  9''<^S4  7629 
9-99999  99999  997' 
0.00092  986.9  3692 

6.4 

9.o4,i5  38.io9  i3,3 
,.49495  84,44  VT 
4.38,85  90,92  éi5o 
8.1,365  8,671  9633 

9-99728  49,2,  3iio 
9-99999  78,83  5i,5 
9-99999  99999  98,0 
0.00135  6452S  0968 

5.4 

s 

1 

7 

09219  31707  8325 
58232  43505  388; 

9.99806  82960  5373 
9-99999  89^59  94Ô6 
9-99999  99999  99*^7 
0.00096  53i49  7025 

6,5 

9  05385  8,563  ,3g4 
,.5o845  3,j5o  3960 
4.4,484  9,164  368, 
8.22,63  94415  4,,3 

9-997'9  928,0  o333 
9-99999  774«3  ,i5o 
9  99999  99999  9853 
0.00,39  9'3o6  5335 

5.5 

8 

7 

98.5,  28715  3959 
363oé  74621  5o34 
ia4ii  60888  9901 
64617  21864  7°4i 

9-99799  59777  4684 
9-99999  88440  7294 
9-99999  99999  99*'2 
o.ooioo  14331  6a86 

6.6 

4.44,43  oo3o9  664, 
8  28080  00706  0664 

9.99711  2249,  64,, 
9-99999  7%)8  iji» 
9-99999  99999  9834 
0  00144  "6753  2536 

5.6 

8 

7 

37876  26383  2262 
15546  65277  7>85 
70887  30642  1618 

9.99792  23242  36q3 

9-99999  99999  995'> 
O.00IO3  8ai6G  5359 

6-7 

9.06696  19416  5oo9 
,.53463  49166  265Î 
4.46,61  23912  55i6 
8.33316  4,911  8423 

9.99,02  38,66  3812 
9-99999  74506  é622 
9-99999  99999  98i3 
0.00,48  67869  93,2 

5.7 

8 

7 

09703  56i65  9043 
àQ4i6  12392  59^0 
18626  38209  5077 
77046  765o5  7409 

9-99999  99999  9949 
0.00107  56655  8358 

6,8 

9.0,336  62580  0,22 

l'AgH"   8?, 59  8^24 
8.384,5  ,2406  36C3 

9-99693  4.629  9,73 
9-99999  7»946  S33i 
9-99999  99999  9789 
0.OO153  15658  26,4 

5.e 

9 

7 

00456  33811  5a-;i 
40929  29011  5366 
21 652  72409  9631 
83o99  44906  6525 

9-99777  !<'»97  876* 
9  99999  85699  8,8, 
9-99999  99999  994> 
0.001,1  37800  9681 

6-9 

t'dfi},  35645  4^ 
4. 5,883  00061  9,42 
8.43560  00210  6926 

9.99684  3io,5  6936 
9  99999  7"3'5  696, 
9-99999  99999  9763 
0.00,5,  70119  9896 

5-9 

9 

l 

7 

01106  .584o  1042 
42416  67659  8844 
24627  50720  5oi4 
89049  01527  7300 

9-997%  33479  '73? 
9-99999  84685  9,43 

9-99999  mm  9933 

o.ooiiS  256o3  3973 

7-0 

g.o8589  44,12  Q169 

,.5,2q,  2.638  3l3o 

4.54368  ,3,5i  2625 
8.485,,  4,589  2,20 

9.99675  0,098  3023 
9-99999  69612  o3o, 
9-99999  99999  973- 
0.00,62  3,256  85o3 

6.0 

9 

7 

01953  45656  3272 

43H79  i5i47  6660 
27552  46762  9821 
94898  93612  695.3 

9.99761  43489  8,85 
9-99999  83619  o54q 
9-99999  99999  99" 

0.001,9  "OS4  6143 

7-' 

9.09202  36595  588o 
i. 56532  39252  5720 
4.56859  io,58  4213 
8  535,2  2,6o3  5928 

9-99999  6?S3  3§35 
9-99999  99999  97«' 
0.00166  99030  63ii 

6.1 

9 

8 

02638  645i 1  8408 
45317  539799.04 
30429  25549  '9<>8 
oo652  5ii85  3227 

9.99,53  4o,i,4  9i5» 
9-99999  8^497  3=t»8 
9-99999  99999  99'» 
o.oo,a3  21186  i364 

7-a 

9,09806  62444  9664 
,.59,50  38080  S3o8 
4.59295  102,0  1455 
8.58384  2062,  0448 

9.99656  ,885i  2621 
9-99999  65973  569Î 
9-99999  99999  9667 
0.00,3,  73563  1331 

6.J 

9 

1 

03342  11646  i5i8 
46732  62636  6784 
33259  44°4'  4=67 
o63i2  88169  5838 

9.99,45  233,9  ^H. 
9-99999  8,3,8  63o4 
9-99999  99999  99"» 
0.0012,  28969  5o,o 

7-3 

q. 10402  46o3o  3642 
5.6095,  65662  2608 
4.616.;,  6,368  ,966 
B.63.89  34824  35o, 

9  99646  54569  q3od 
9-99999  n'i'  Sjiol 
9-99999  99999  96=* 
0.001,6  54,36  201g 

2^2 


ê. 


7M 


7.5 


7.6 


7-7 


7.8 


7-9 


8.0 


8.1 


8.2 


8.3 


8.4 


TABLE  VI. 


Loge,  c%  c«% 


c°^. 


9  '0990, 
7.62136 

4.64067 
8.67929 


ioi5o  83 I 7 
67597  3334 
73255  7666 

46598  2952 


9.11569 
7.633o5 
4 .  66406 

8.72606 


76687  261 I 
87649  0210 
15459  8844 

3 1006  5352 


9.12141 

7.644r 
4.687 

8.77221 


6665i  o3ii 
67841  5902 
78031  9992 

56i5o  7702 


9. 12706 
7.65598 

4- 7099» 

8.81776 


00229  4778 
4855 I  2436 
41726  8o5o 

83540  5075 


9. 13262 
7.66722 
4.73239 

8.86273 


96828 
68591 
84173 

68433 


4226 
1,56 

2522 
2881 


9.I3812 
7.67832 
4.75459 

8.90713 


25112 

05391 
8oo33 

601 53 


oo56 
2372 
2778 

3461 


9.14355 
7.68028  74572 

4- 77652  oiiSi 


53o39  0954 

6436 
8.96098  02390  o852 


9.14891 
.7001 I 
.79817 

8.99428 


i 


47902  8000 
31017  5^9^ 
16695  6921 

33478  1902 


76354 
67935 
93286 

9.03705  86660 


9.15420 
7.71 080 
4.81955 


3i83 
6814 

7974 
4098 


9.15943 
7.72137 
4.84068 


54442 
I  n\os5 
95123 


lîîs 

7949 


9.07931  90334  4145 


9. 16459 

â3i8i 
6i56 


ï 


9.12107 


97639 
10430 

84099 
68284 


8479 

0122 
0765 

9881 


hogb,  b"",  ^««,  K. 


9.99636 

9-99999 
9-99999 
0.00181 


768^2 

O2025 

99999 

425yi 


1255 
5376 
95«5 

6853 


9.99626 

9-99999 
9 -999^)9 
o . 00 1 86 


8566 1 

^99^4 
99999 
37131 


7928 
7856 
9538 

4733 


9.99616 

9-W)999 
9-99999 
0.00191 


81022 
57737 

99999 
38357 


7900 
7988 
9486 

4787 


9.99606 

9-9î)999 
9-9999f) 
0.00196 


62018 
55^'62 

91)999 
46271 


8892 
2284 

91^9 
6411 


9-99^9^ 
9-99999 
9-99999 
o . 0020 I 


31343 
53095 

99999 
60875 


U)27 
9367 

9270 


9 . 99585 

9-99999 
9-99999 
0.00206 


86291 
5o635 

99999 
82172 


o4:;9 
7767 

9^-99 
3294 


9-99^75 
9-99999 
9-99999 
0.00212 

9-995^4 

9-99999 
9 -9991)9 
o . 002 1 7 

9.99553 

9-9999Î) 
9-99999 
o . 00222 


2-754 
48080 

999î>9 
10162 


2188 
o3i2 
9224 

86,4 


55,  2G 
454?.5 

9999î> 

44849 


7i3o 

9761 
9143 

5887 


70201 
42671 

99999 
'4 


8623.^ 


8688 
o(|66 
9054 
5666 


9-99^4^' 
9-l>9999 
9-99999 
0.00228 


l 


1 172 
9812 

99999 
34319 


^44^ 

8957 
9018 


9-99531 

9-99999 
9-99999 
o . 00233 


58633 
36848 

99999 
89107 


081 5 
6388 
8852 

7212 


^. 


8"  5 


8.6 


8.7 


8.8 


8.9 


9.0 


9-' 


9.2 


9.3 


9-4 


9.5 


Log  c,  c*>,  c*»",  c 


000 


9 

i 

4 

9 


9 


9 

7 

4 


9 

4 
9 


9 

9 


9 


l 
9 


9 

\ 


l 


9 

9 


9 


i6<")7o 

7^212 

88220 
16234 


20867 

7<>798 
M)907 
39902 


5040 
7715 

3896 


75232 
90259 

2o3i3 


38525 
45327 
6oi5o 

20387 


1642 
9808 
^3ii 

9213 


1797^ 
70240 

92275 


64511  3oo2 

438.8  ,,940 

60430  421 I 
24345  20947  7148 

"8016 

6564 
221b 

33o3 


i8465 
77236 
9Î268 

2833 1 


12248 

99>»« 
74444 
48975 


18951 
78222 
96239 

32273 


9  {705 
37163 
54068 

08224 


2635 
c)366 
6184 

1398 


19433 

79"9^ 
98188 

36170 


244 1 3 
83  02  2 

49441 

989(>9 


5,01 

3974 
5219 

9640 


^99^9 
80160 

00116 
40026 


i34qi 
609^0 
09038 

18164 


1 137 
6418 
9556 

85oo 


20379 

8iii3 
02022 

43839 


73657 
94330 

'79747 
59582 


058i 
(5366 
7042 

3672 


20845 
82057 
03909 

47612 


16254 
06904 
06934 

1 30)55 


0201 
0762 
041 3 

0629 


2i3o5 
82990 
06775 

5i344 


62265 
1 7604 

34508 
69104 


33i6 
9036 

55oï 


2 1 760 
83qi3 
07622 

55o38 


92289 
^0690 
04988 

10064 


448. 

i3io 
8784 

7867 


Log^',  V,  ^«%  K. 


9.99620 

9-99999 
9-99999 
0.00239 


32576  8781 
33775  8644 
99999  8738 
60600  1801 


9  99508 

9-99999 
9-99999 
0.00246 


02092 
30691 

99999 

'8799 


8i5i 
8736 
86i3 

4599 


9-99497 
9-99999 
9-99999 
0.00260 


39878 
27293 

99999 
93707 


9  99485 

9-99999 
9-99999 


73224 
23879 

99999 
0.00256  75327 


2928 
oSSo 
§478 

6234 

3440 


999473 

9-99999 
9-99999 
o . 00262 


98024  5307 
20345  Gogc 

99999  817^ 
6366o  4483 


9-9946» 
9-99999 
9-99999 
o . 00268 


200  65o{ 


99999  80a 
68709  871 


9-99449 
9-99999 
9-99999 
0.00274 


91965  6295 
12908  6117 

99999  78*7 
60476  4820 


9-99^37 
9-99999 
9-999î>9 
0.00280 


71071  6254 
08999  8127 
99999  76*7 
68968  9745 


9-994^5 

9-99999 
9  99999 
0.00286 


36611  807^ 
04960  8 116 

99999  74«« 
84174  ^720 


9-994 «2 

9-99999 
9-99999 
o . 00298 


88566 
00787 

99999 
06110 


85S( 

7167 
0244 


9-99400 

9-99999 
9-99999 
o . 00299 


26980 

96477 
99999 
34778 


TABLE  VI. 

^7 

5 

». 

Loge,  c\  c-^  c"™. 

Log  b,  b\  b-",^. 

S. 

Loge,  c",  c"°,   c"". 

Logi,  b".  i«,  K. 

9-6 

g.sMii  46fi5o  o383 
7.84817  aSifo  oi58 
5.09449  59555  86i3 
9.58693  1919»  7786 

9.99387  5i6g4  2204 
9-9999**  92»28  aigf) 
9-99999  99999  *^45 
o.oo3o5  70166  83i8 

,0-7 

9.26873  383o5  02,0 
7.94399  ,83,0  9508 
5.38394  0372,  7093 
9.96582  07530  94,9 

9.997.38  24i56  4256 
9.99998  32985  3070 
9-99999  99999  '97= 
o.oo38o  04414  0393 

9-7 

9.JJ657  35310  7,78 
7.85731  63730  7550 
l.,,im  38,,,   ,3,3 
9.623,0  76309  3477 

9.99998  87436  3037 
9 '99999  99999  *>353 
o.oo3i3  12292  9243 

,0.8 

9.37273  628,4  4560 
j.96,,,  93873  4833 
5.30019  6,3,6  5,97 

9.9,9833    33520    6250 

9.99333  85073  0224 
9.99998  26615  4366 
9-99999  99999  '^47 
0.00387  20770  7745 

g.S 

9.23098  37938  3306 
i. 8663.6  80970  73a< 
5.,3o48  ,9338  5345 
9.6589,  58744  ■854 

g. 99361  60390   1665 
9.999C)8  82698  8587 
9-99999  99999  M" 
B.oo3i8  61154    1481 

,0.9 

9.37668    ,0639    ,067 
7.959,7    39,94    0254 

5.3,63o  38408  9435 
o.o3o54  76905  5393 

9.99209  32378  8363 
9-99998  20063  9640 
9-99999  mm  «681 
0.0039443892  0979 

9-9 

9.23534  93904  8089 
7.875,3  992,5  4626 
1,482,  20704  ,7,4 
9.69436  4,495  4949 

9.99348  44306  io3i 
999998  778.2  6i38 
9'99999  99999  ^1°^ 
o.oo335   16753  o4o5 

9.38059  88449  5o4, 
7.967,5  37875  855o 
5.33336  63509  «,63 
0.062.47  25, o5  7560 

9-99'9-i  6^764  6900 
9.99998  .3327  4082 
9-99999  99998  9970 
0.0040.  737808576 

9.33967  02800  1167 
7.88390  35646  2536 
5., 6575  98O03  7963 
9-729Î5  97294  7787 

9.99335   14589  6992 
9-99998  72774  4q.>6 
9-99999  99999  ^341 
o.oo33i   7909a  1672 

9.28448  0289,   5319 
7.97506  33,52  9490 
é. 3^808  5,^)88  2..0 
0.09411  20064  2211 

9.99179  85521  3i5o 
9  99998  06402  2499 
9«19!)9  99998  92'2 
0.00409  .0439  9281 

„.. 

9.24394  7,943  4392 
7.89259  0790,   7040 
5,183,3  48307  7643 
9.76430  96702  7536 

9.99321  71232  6043 

9.55998  6758,  3548 

9-99999  99999  4953 
0.00338  48,74  ,229 

9.2883a  60393  0011 
7. .18590  27003  ^458 
5  ^6376  566o5  9567 
o.,2547   ,3299  7933 

9.<:i9it'4  9'539  3493 
9  ï»9997  99='84  9362 
9-99999  99998  84o5 
0,00416  53872  2137 

9.348,8  ,,389  3983 
7.90,19  33099  '043 
5.30034  040^^  8539 
9.79863  08,94  9f46 

9.99308  ,4226  377, 
9  99998  63229  9832 
9-99999  99999  4537 
0.00345  34„o,  5294 

,,.3 

9.29213  67?.2o  0839 

7.q<)o67  34661   3o3o 
5.^7930  77434  9583 
0. 15655  54957  8827 

9.99149  83809  3370 
9-99997  9'97'  8769 
9-99999  99998  7544 
0.00424  04080  6472 

10.3 

9.35337  38948  ,,38 
7.9097,  37854  75<,2 
5.2,737  99077  9086 
9.8326,)  98243  ,2.85 

9-99999  99999  4o9' 
0.00352  06577  "360 

,,.4 

9.29591   29473  2537 
7-098^7  6563o  3890 
5.^9471  4G885  3785 
0.18736  93858  8146 

9.99134  62321  7299 

9.59997  84459  m 
9  99999  99998  6628 
0.0043, 61068 ,892 

,0.4 

9,35653  33684  8960 
7.918,5  o83o3  3768 
5.23425  65652  61,0 
9.86645  3,393  5833 

9.99280  5<,232  3o57 
9.59998  5',o39  585, 
9  mm  99999  36,3 
0  00358  95903  3204 

,,.5 

9.29965  53093  i4i5 
8.00601  32694  0774 
5.40998  88728  0267 

0.2179.  77544  ^-oSS 

9-99"9  '-7o6<î  8845 
9-99997  76743  9792 
9-99999  99998  5(,5i 
0.00439  24837  83o, 

■  0,5 
10.6 

9.36063  30434  4538 
7.93650  90, ,6  4828 
5.35097  35,24  3,80 
9.89988  70336  0.J63 

9.c)9366  6,337  '23, 
9-99998  45,93  9884 
9-99999  99999  3, 03 
0.O0365  9,983  o883 

,1.6 

Q.3o336  43866  0441 
Ô. 01358  47427  3o22 
5.425i3  26116  4698 
0.248..0  523^1   1983 

9.99,03  78035  o63^ 
5.59997  68821  7,85 
9-;)9999  99998  46'8 
0.00446  95391  5884 

g.  26470  29808  6799 

?:l?7?3Sil 

9.93300  75983  8596 

9.99252  49538  ,387 
9-99998  39,77  «ÎÎJ 
9-99999  99999  =556 
0.00372  948,9  0739 

,,.7 

9.30704  07420  2267 
8.02100  21106  oSié 
5.4401I  81608  2204 
0.37823  633o4  8096 

9.99088  ,53,6  4357 
9  99997  60689  1060 
9-99999  99998  35,6 
0.00454  72735  5., 4 

T.  n. 


12.3 


12.3 


12.4. 


rr 


iî»..5 


12.6. 


1^.7 


12.8 


,00  .000 


Loge,  c%  c"^,  c 


1.3 1068  49276  0070 

.02853  04722  0424 

5.455o3  77185  0827 

o.3o8oi  54458  65ii 


29  ;476o 
,1  88983 
5.46980  34272 
0.33754  68633 


6010 
4048 
5292 
6683 


Q. 31787  80102 
0.0432!  04333 
5.48444  73758 

o. 36683  47605 


7855 

36o8 
4644 


Q. 32142  97392 

o.o5o5o  20902 
5.49897  16010 
0.39500  32109 


S  .33495  04593 
.05770  4^773 
5.5i337  80894 
0.43469  61877 


8,33844  15548 
.06484  97483 
5.52266  87788 
0.45^27  75066 


4876 
1088 
06 
2 


Q. 33190  34982  3980 
§•07193  70533  0908 

5.5ii84  556o2  oo83 
0.48163  II 293  3700 


,.33533  67506  i3io 


8.^6oô;i  07000 
02896  9S.48 

5.55591  02707 
0.50976  o5o64 


124 
3i6 
0927 


2 
28 


S. 33874  17620 
.08594  62332 
5.56986  47356 
0.53766  94802 


I 


i36 
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5870 
8900 


?.  34311 
.00286 


.09200.00676 
5.58371  06895 
0.56536  i388o 


2l4l 

o4?6 
0025 


Q. 34546  88oq3  0881 
0.0Q973  77363  6526 

.744 
0.59 


.597^  9852i 

.5920a  97200 


aonS 
5368 
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99997 


386oi 
52342 


0753 

2346 
6755 


99056 

99997 

99999 
00470 


^8178 

43777 

9999» 
47798 


9610 
2217 
1104 
i856 


99040 
99997 

00478 


43939 
34990 

Wi 


lit 


99<>24 
99997 


00 


25873 
2^977 

00000 


9128 
6984 
8^88 
8122 


99007  93970  4593 
99997  16735  3393 

99999  99997  6qo5 
00494  oi38i  ao53 


98991  48219  2i54 
99997  072^9  3143 
99999  99997  ^334 
noSiÔ 


00002  79: 


8162 


98974  88609  6812 

97545  6278 

3670 

6i 


0001 I  o 


98958  i5i3i  2607 
99996  87590  2453 

99999  99997  ^^ 
oo5i9  30228  0877 


98941  27773  2624 
99996  77389  0958 

OOL 

4.i 


00027  74 


98924  26524  8958 

66938  0681 
99996  8072 

ooo;)0  20204  9897 


99996  00233  01 5^ 

99899  9999Ç 
00044  73437  i< 


6r 


I3"9 


i3.o 


i3.i 


l3.2 


i3.3 


13.4 


i3.5 


i3.6 


13.7 


i3.8 


13.9 


Loge,  c%  c~,  e^. 


9.34879 
8.10655 
5.61108 
0.62010 


16932  3968 
42177  6o52 
3qiÔ4  9361 
70420  2145 


0.36208 
o. ii33i 
5.62461 
0.64716 


8o33o 
8q5o7 

45049 
90190 


\ 


125 
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1452 


g. 35535 
o. i2oo3 
5 . 638o4 
0.67402 


82286 
27354 
32234 
64560 


2733 
0170 
0026 
6261 
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0.12669 
5.65i37 
o . 70060 


26707  8664 
63535  8648 
i636i  4797 
32814  0399 
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o.i333i 
5.66460 
0.72714 


5723 
4123 
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35524  8928 


00692 
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6 1290  4394 
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5.69077 
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00 
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2255 i  65o7 
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00579  49630  40^7 


98819  26720  4679 
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00 


13  3038 


98801  27929  3133 
99995  80431  0437 
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00597  29248  4543 
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99995  7382 
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4  72^5 

2  7340 


98764  883q4  3934 
99995  60937  242 


5i5| 
5oi 


98746  47627  3780 
99995  47752  9490 

QQOQQ  Q0QQ4  Il32 
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98722  Q2844  8246 
99995  34271  025l 

99999  99993  7570 
ooo33  70709  9788 


98700  24034  7568 
9999$  30486  8054 

IQ93  3830 
33  7603 


1 


TABLE  VL 


^ 


mm^mmmÊmmii^ 


e. 


i4°o 


f4«i 


l4«2 


14.3 


74 


14.S 


14.6 


14.7 


l4*8 


i4-9 


iS.a 


Loge,  tf*,  c**^,  c~*. 


Q-ssaôT  51767  8& 

0.17828  75229  22I 
5.704^  44x35  2093 
0.90706  88364  i5i7 


9.38670 
8.1B453 
5.76705 
0.93204 


40464  1960 
20718  4738 
4901 5  3oo4 
99124  7490 


8.38971 
19073 
5.77945 


o. 


06244  3193 
338o6  qq3o 

Qo4l  O 
00914  7247 


Q. 39269 


5.7 


9689 


52173 
20628 


^79» 77  7909» 
0.98149  58277 


4906 

2224 
1259 

2959 


8.39565 
.2o3oo 
5 ,80401 
1.00596 


8 1252 

87187 

27573 
55242 


8683 
4086 
735. 

997» 


d.3985Q 
8  20908 
5.81616 
I . o3o26 


36421 
39365 
47623 
95343 


2791 
1594 
298 

29 


e.4oi52 
.2l5ll 

5.82823 

1.0544 1. 


oo556 
82920 
5on65 

01O2'7 


q34o 
è684 
3520 
2697 


Q.  40441 
8.221II 
5.84022 
I . 07838 


96479 
23496 

48285 
96668 


0785 
0242 
8753 
8751 


Q.  40720 
8.22706 

5.85213 

I .10221 


S49 

.17 
5i244 

02585 


5970 
4124 
0080 
7283 


g.4ioi5 
.23298 
5.863q6 
i«i25o7 


74674 
17700 
70475 
41048 


5557 
2o38 

4704 


Q.412 


231 

5. 87572 
I . 14938 


623o5 
82o5o 

16592 
3329e 


1624 
2969 


Logi,  b%  t^j   K. 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


98690  4ii85  09 
99995  06395  9^ 

9.9999  99992  9873 
oo652  32601  9170 


98671  44283  6642 
99994  9^993  5119 
99999  99992  5721 
00661  7385i  2099 


98652  333 18  1809 

99994  77274  9074 
99992  i355 


00671  21974  43*0 


98633  08276  2634 

99994  62235  3921 

99999  9999'  676^ 
00680  76975  4020 


98613  60145  4281 
99994  46870  1898 

00690  3oo57  9779 


98594  15913  o865 
99994  31174  4836 

99999  99990  6871 
00700  0702D  0421 


98574  48566  54| 
99994  i5i43  4: 

99999  9999^  *«  548 
00709  832o3  5 100 


98554  67093  0239 
99993  987^2  0854 
99999  99989  5959 
00719  o5o34  3287 


98534  7*479  6125 
99993  82050  5553 

99999  99989  ^093 
00729  55282  47^0 


0* 


1505 


16.0 


16.5 


17.0 


17.5 


18.0 


18.5 


98514  61713  3i55 
99993  64988  8438 

99999  99988  3038 
00739  5io3i  9610 


9.0 


19.5 


20.0 


98494  37781  026' 


99993 

99999 
0.00749 


9-99999  99952  j483 


20.5 


Loçc,  c%  (f%  c~*. 


1.42689  88240  2170 
26767  8i3o4  6206 


5.93337  07713  4354 
1.26460  15529  5682 


Q. 44^33  80750 
8.29560  50071 
5.90023  485 11 
1.07040' 97 i3i 


0.45334  18046 
0.32269  46675 
6.04342  533 1 5 
1.48479  06744 


8540 
5532 
8188 
0225 

2526 
8700 
5839 
4100 


9.46593  53399 
§•34899  76584 
6.09604  36761 
1 . 59002  73642 


T 

7' 
1722 

8590 


8.4781^  18041 
.37456  03191 
6.14718  25365 
I .69230  5o86o 


1781 
8598 
65io 

7904 


S  .48998  2364©  8607 
39942  5o285  8386 
6.19692  67464  4*73 
1.79179  35069  3335 


e.5oi47  64453 
.42363  06837 
6.24535  41787 
1.88864  83726 


6202 


:?62 


1. 51264 
.44721 

6  29253 
l3oi 


19176  5476 
30717  9768 
64889  6026 

29949  4527 


0.52349 
8.47020 
6.33853 
2.07501 


52565  3965 
51026  8022 
97621  0078 
432  1326 


e  .53405 
.49263 
6.38342 
2.16479 


16846 
75420 
50771 
01707 


455^; 

835o 
6908 
0438 


q< 54432 
8.51453 

6.42724 
2.25249 


52953 
83585 
<K>o23 
80288 


2652 
^797 


Log^,  *%&*•,  K. 


9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


98391  o5t63  6q3i 
99992  54950  5821 

99999  99984  o23o 
00800  74885  4560 


98284  16370  2333 
99991  5^676  679 

99999  99979  335 
00853  68142  8906 


98173  69643  021 I 
99990  40060  8327 

999M  99975  478 
00908  35200  1449 


98059  63iS6  4586 

99989  »^=Î7  4731 
99999  99966  2o58 
00Q04  TuDiS  6102 


97941  q5oi5  7227 
99987  81019  253o 

99999  999^7  ^Sig 
01022  92980  38 II 


9.97820  63255  4501 
9.99986  33o86  4235 

olo^  84^  5975 


9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


65838  3711 
71841  1880 

99999  9993a  7855 
01144  52967  8012 


97567  oo653  8733 
99982  96466  0173 

99999  999i6  47? 
01207  97864  3o8< 


97434  655 16  5o8G 
99981  06112  9437 
99896  7634 
20246  0992 


97298  58164  JMfï 
99978  99902  8161 

99999  9^73  o582 
01340  ao8o5  7227 


97i58  76257  7583 
99976  7602!  5270 
99999998446711 
01409  ^ooi&oo  719g 

ssssssssasm 


sfjG 


TABLE  VI. 


e. 


ai^o 


21.5 


aa.o 


22.5 


23.  o 


23.5 


24.0 


24.5 


25.0 


25.5 


26. 


Loge,  c%  c**,  c***. 


t 

6 


9 
6 


6 
2 


6 
2 


6 
3 


6 
3 


55432 
53593 
47006 
338o6 


91618  2157 
384 14  6634 
4o3o3  481 I 
80882  8657 


56407 
55684 
51191 
42177 


54326  1623 
83427  0370 
89627  6480 
79571  4i58 


57357 
57730 
55285 
5o365 


8339 
6282 

9995 
7i5o 


58283 
59732 
5Ô292 
58379 


96605 
0572^ 

40273 


83io 
6080 
9663 

7793 


^9187 
61692 

632 16 

66226 


801 16 

52o52 

27113 

54713 


60069 
636 12 
67060 

739^4 


96819 

79^90 
25852 

52267 


6658 
5i4o 
887 

960 

9343 
7o38 
3879 
8829 


61772 
67340 
74523 
88840 


69586 

47954 
25702 

52282 


^ 


4530 


62594 
69151 
78148 
96091 


82594 
04749 
59703 
20287 


o3i5 
7406 
6354 
8193 


63398 
70928 
81707 

0320O 


43502 

04338 

026 
075 


07 
i5 


6242 
2640 

8495 


64184 
72672 
85201 
10196 


19615 

82004 
39620 
80425 


2863 
3570 
257/" 
690/ 


Logé,  b%  6«°,  K. 


9 
9 
9 


9 

9 

9 
o 


9 
9 

9 

o 


9 

9 

9 
o 


97015 

99974 

99999 
01479 


1^376  8881 
36234  1Q99 

99810  lOOI 
09334  0644 


96867 

99971 

99999 
oi55i 


79020  7033 
76854  3477 
70  6006 

I02  1225 


1^; 


96716 

99968 

99999 
01626 


586o4 
97772 

99723 
19445 


7322 

986. 

0044 
6292 


96561 

99965 

99999  __  ^  .  . 
01702  22075  1909 


53459 
9794? 


2094 
87^7 


9.96402 

9  99962 

9  99999 
0.01780 


60827 
76279 
99600 
07526 


0645 
7632 
0018 
ooo3 


9.96239 

999959 

9-99999 
0.01809 


77861 
31662 
9g523 
76662 


8189 


i34 
3807 


9.96073 

9-99955 

9-99999 
0.01941 


01625 
62932 
09433 
00370 


3927 
418 
463 

3477 


9.95902 
9-9995i 

9-99999 
0.02024 


2Q085 

68880 

69566 


8202 

9799 
2317 

Ï957 


9.95727 

9-99947 

9-99999 
0.02109 


4829! 
99206 
95193 


8638 
9105 
1716 
1092 


9 . 95548 

9  99942 

9-99999 
0,02197 


82485 
99865 
99064 
08222 


5286 

8187 
6010 


9.95366 

9-999^8 

9 
o .  022 


01860  46q3 
22270  2667 
"  I  5448 
5  1711 


é. 


26«5 


27.0 


27.5 


28.0 


28.5 


29.0 


29.5 


3o.o 


3o.5 


3i.o 


Log  c,  c*»,  0*»%  c*»^. 


9.64952 
8.74386 
6  88634 
3. 17062 


o3oQ 
5326  23oo 
i4oo3  i534 
29379  6o85 


e. 65704 
.76070 
6.92007 
3 . 23809 


67648  52; 
74762  ni' 
72481  8060 
46553  1593 


0.66440 
6.77726 

6.05324 

3.0044^ 


55998 

24127 

441QÔ 

90233 


0202 
6060 
0627 
6732 


9.67160 
8.79354 
6.Q8586 
3.06966 


92909 
2ii65 

46084 

94289 


5951 
5270 
2298 
8020 


g  67866 
8.80955 
7.01 795 
3.43385 


29015 
67887 
83733 
699'2 


4139 
33o2 
7122 
8369 


9.68557 
8  82531 

7 • 04954 
3.49703 

6 . 39200 


12291 
61016 
52195 
07206 

ï4499 


oo54 
3852 

9269 

5779 
8764 


|233  88236  62^8 
.82o82  92341  5 1^2 
06703  6049 
7604»  9822 
6. 5 1639  53370  685 I 


7 . 08064 
ô . 55922 


7 
o 


l  i"Vt 

O . 62048 

6.63890 


00043 

49049 
13339 

3o389 
60866 


36o2 
3328 
i388 
9082 

5372 


e.  70546 
.87115 

7.i|i44 
3.68083 

6.75960 


88^ 
14029 

49646 
03544 

07175 


5072 
1484 
o865 
1768 

0745 


.^ 


9.71183 
8.88597 
7.17118 
0.74030 

6^87854 


93362 
66i53 
05191 
15245 

3o577 


5499 
0478 

1716 

6288 

9787 


Log*,  ft%  ^,  K. 


9-95179 

9-99935 

9-99999 
0.02377 


II 834  982 
14162  865i 
98713  4*87 
oo52i  0008 


l 


994988 
9-99927 


08840  6qoo 
74104  8ii3o 

497  «73* 
1880  6681 


9  94792  89239  5886 
9.99922  00642  214 

9-99999  98249  «72' 
0.02564  54825  8994 

49268 
92264 

97965 
20480 


9.94593 

9-999^5 

9-99999 
0.02661 


9848! 

3o 


9  94389  85o5o 
47410 
97641 


9 

9 
o 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


999«^ 


80000 


'006 
3780 

3469 

283 
307 
4028 


94181 

999<»* 
99999 
99999 
02860 


92587 
64467 
97271 

99999 
34576 


45 
55 

99^8 
9998 
0470 


93969 
99895 
99999 
99999 
02962 


67758 

^; 

99999 
85431 


3555 
o368 

9475 

9997 
7268 


93753 
99887 
99999 
99999 
03067 


ô&3i6 

'M 

99999 
33827 


q585 
4252 

999*> 

2777 


93532 

99879 
99999 
99999 
03173 


03885 
70168 
95834 

99999 
8io58 


3l02 

36ig 
71S6 

9995 
8834 


93306 

9987' 
99999 
99999 
03283 


55q5i 
17648 
96223 

99999 
28460 


4335 

9993 
0745 


TABLE  VI 

377 

t. 

Loge,  c",  c^.c""*,  c"""". 

Log  b,  è°,  fi"=,  t""".  K. 

S. 

Log  c,  c",  c",  c"-",  c»"". 

Log  fi,  i",  i",  fi°",  K. 

3i-5 

9.11808  5,01,  939, 

9.930,6  5,866  iio5 

36-0 

9.76921  86852  9506 

9.90,95  ,6445  859, 
9.99,55  61713  039, 
9-99999  83950  ,53, 
9-99999  99999  99'6 

8 

90o58  8o533  5916 

9.99862  i8i38  55i, 

9 

02355  20770  8213 
44,47  45617  8406 

l 

Z0049  32081  55oa 

9-99999  94533  0981 

7 

79892  69716  ,2IO 

9-99999  99999  999' 

4 

29589  08771  63i2 

6 

995,9  395ao  ,633 

0.03392  „4o2  ,692 

7 

98372  17629  9915. 

0.04480  34108  45,, 

îa.o 

§ 

7"4"  97'>77  7^7; 

9  92842  o4835  i02< 

36. S 

9 

4733e  09836  83 10 
34446  36959  3433 

9.9051,  87226  558i 

9  99853  696,,  0846 
9-99999  93754  747' 
9-99999  99999  9989 

9 

9-99741-  72844  g^^s 

9-99999  80801  oi,< 
9-99999  999999894 

5 

32939  ,5441  6128 
836,à  é,2i5  196, 

7 

1..4.  .45.7  "48 

o.o35o5  29298  36^1 

8 

08686  78005  4174 

0.04611  83309  6,5f 

32.5 

i 

73oai  6523q  qgoa 
92919  701^3  S468 

9  92602  91918  2338 

37.0 

9 

,,946  30248  6401 

9.90334  86164  9534 
9.99,26  ii4o5  ,34! 

9-99842  7023,  4399 
9-99999  9^8,8  52,6 

9 

04903  9,23o  5162 

^ 

35700  7J853  0202 
913,5  ^49'4  '483 

l 

9-99999  78409  4i2! 

9-99999  99999  9985 

9-99999  99999  986* 

7 

2-25.P  09915  si85 

0.03619  85598  8661 

8 

18884  03284  8658 

0.04,45  5.825  089; 

33.0 

§ 

,36io  8,645  9,35 
943SO  9G806  463o 
28603  59,61  5o44 

9  92359  14022  8394 

37.5 

9 

miiiÊ'â 

9.89946  665(|6  0810 
9-997''9  74589  3o4, 

9.99832  1,725  3„5 

q 

l 

9-99999  91893  61,7 
9-999î»9  99999  998' 

52306  2,492  431, 
44586  ,9319  9024 

9-99999  75751  64,, 

97001  2,, 16  10,, 

9-99999  99999  983i 

33,96  555i8  93,, 

0.03736  4„98  o„o 

a 

2896,  58,26  5421 

0.04881  4188,  42,1 

33.5 

§ 

,4188  94m 1  s5i8 
95,o3  4joé3  4368 

9.931 10  65899  1,19 
9.99821  099,6  6913 
9-99999  9"788  1426 

38  0 

781134  19,8,  060, 
0739.f  37045  3486 
54889  6o366  9460 

9.89653  31441  3954 

l 

3i3,9  59853  18,8 
02553  29004  9485 

l 

9-99999  7'8oi  2M 
9-99999  99999  9787 

9-99999  99999  997" 

4957S  48019  33oi 

7 

44900  58096  6198 

0.O3855  1,433,  8298 

8 

38940  96125  4019 

o.oSoig  55386  38,1 

34.0 

§ 

94,56  .6512  8,2, 

9.9185,  42135  219, 

9.99809  44,54  6926 
9-99999  89549  0820 

38.5 

794'4  956,0  7095 
;66i8  535S3  ,ÏS4 

9.89354  43700  884, 
9-998,4  82913  ,3i4 

9,06,  80486  63i4 
3411995^03  4545 

9 

7 

7 

9-99999  89529  3381 

4 

9-99999  99999  9969 

4 

54506  7,333  4991 

9-99999  99999  9733 
o.o5i59  943,0  5,40 

7 

55863  027,5  805, 

0.03975  96084  2359 

6 

4880,  54553  ,453 

34.5 

7 

'i?'î  ?°'S  ?'■"! 

9-9'^99  37i5i  2,09 

39.0 

9 

,988,  i8o38  5449 

9.89050  35944  ,926 
9.99655  8,939  i^g, 
9-99999  85904  477. 
9-99999  99999  96K 

36825  82600  6098 

9-99797  '9:47  2789 
9-99999  88162  172. 

9 

7 

'A-é-sut 

4 

13445  ,,.35  ,599 

9  99999  99999  9980 

4 

5^388  3o485  8706 

7 

66685  54338  244, 

0.04098  85379  238o 

8 

585,0  6io58  4951 

o.o53o2  60949  5.5. 

35.0 

i 

,5859  '^"^  5406 
99,44  46o5o  9,08 
39498  32846  4596 
18790  7916,  83o5 

9.9.336  45.04  3486 
9.99,84  325S5  6,9g 
9.9999986611  ,98s 

30.5 

9 

8o35i  05353  1326 

t^t'^ÂiUii 

9 

ï 

1102,  ,6546  .556 
63212  63,09  9009 
642,9  656.3  5,46 

9-99999  99999  9948 

9-99999  99999  gSSa 

7 

,73,5  58422  3866 

0.04223  86991  6125 

8 

68233  3i3i4  7114 

0.05447  57295  7767 

35.5 

9 

42138  53o36  0306 

o.qio68  6o33i  ,566 
9.997,0  8o,38  5665 
9.99999  84880  8838 

4o.o 

9 

80806  ,4967  5243 

64603  ^^333  016? 
69002  35o,G  5990 

9.884a5  3q665  535i 
9.99615  535o3  90QS 
9-99999  ^7456  0496 

9-99999  99999  99^4 

9-99999  99999  947^ 

,.8,936  4^643  ,<'-32 

0.0435.  03643  8431 

8.77798  70239  9705 

0.05594  85647  '860 

45 


ajS 


TABLE  VI. 


S. 


4o»5 


4i>o 


41.5 


42.0 


4a.5 


Log  c,  e»,  c",  c»~,  cf">". 


9.81354 
9. i338Ô 
7.66971 
4.73737 


44160  3ii8 
3 1688  3276 

69355  49^4 

86a4a  8465 
8.87269  73572  47^2 


9.81694 

9.14547 


29168  32x5 
5j3q2  3322 

54361  2032 

61664  5009 
8.96649  234i5  8026 


47 
7.6q3io 

4.78427 


9.82126 
9.i56q7 
7.11639 
4.83072 

9.05939 


45717  4779 
t5i47  2 

2021 1  8164 

99332  7571 

98752  3342 


i   7436 

i2  é5r 


48482  655a 
337 i&  i465 
32921  2387 

65929  3209 


9.82968 

Î. 76220 
.92235 

,  9.24265 
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488,5  é,47 

50764  6i20 

52728  7699 

54710  162a 

l 

46900  80,4 

48835  o338 

52,5,  8000 
54735  ggoS 

0 

56578  0425 
58582  |;63 
60604  4275 
62645  8.80 
647»,  4580 

l 

5(j6i3  7875 
58621  23i7 
60647  Sfioi 
62603  6395 
64760  36^2 

l 

56647  2204 
58658  4836 
60688  q665 
62,39  56o3 
64éiï  1888 

l 

5667g  >8fi' 

58694  1096 
60728  57 Ôg 
62783  5oo2 
64859  8321 

l 

56709  63 12 

5S728  o4ti8 
60766  3(93 
62825  38't  1 
64go6  2089 

l 

56738  5o53 
58760  2439 
6080a  i3i6 
62865  1391 
64950  2354 

71023  0429 

73175  oi56 
75352  0784 

l 

66848  6729 
68959  530S 
71093  9103 
73352  8804 
75437  5ioi 

66904  8102 
69021  4193 
,116a  049O 
73327  ,7^8 
75519  ,i5g 

l 

66958  5577 
69080  7021 
7.227  33 1 5 

°o 

67009  8160 
69137  2568 
71289  6395 
7346B  071,0 
75673  7995 

Q 

67058  490, 
6913»  9^61 

75745  3639 

43 
44 
45 

° 

.77555  3.0. 
79785  83o8 
.é2o44  8042 

l 

77648  9208 
79888  3793 
.8ii56  ,m6 

° 

7^^  943! 
82264  7070 
84573  6455 
.86915  i352 

l 

.77835  4661 
.80081 6161 

82368  2964 
.84686  8802 
.8,o38  8o35 

0 

0 

77908  o38i 
8017a  0981 

SU 

82561  6255 
84898  351, 
■87269  9337 
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TABLE 

IX. 

*■ 

E(7o>). 

E(,i-). 

E(,3'). 

E(,3-). 

E(,4"). 

E(,5'). 

1 

0.71714  767Î 

°o;ifef?i!? 

0.76785  5(jo8 
0.78006  5617 

0.71621  ,40, 
0.73910  4358 
o.,4i8o  568, 
o.,543i  89», 
0.76664  1377 
o.,7877  ïSoS 

0.71533  5.153 
0  718.4  5093 
o.,4o,8  39,4 
o.,5333  ,585 
o.,654,  ,53, 
o.„753  .5«, 

0.7.44,  3,93 

0,,3,23    6202 

o.,398o  ,426 
0  75ii6  4252 
o.,6436  4 184 
o.„634  485i 

0.71366  .962 

o.,2636  ,i5i 
o.,388,  7610 
o.,5iia  o685 
o.,633;  3,56 
o.„53.  4^43 

0.7.389  3043 

0.76339  80.9 
0.774.4  .953 

5i 
5> 
53 

îi 

0.79208  4827 
0.60391   i48i 
0.81554  3977 
0.83698  06-3 
0. 83823  0896 

o,,9o,o  8555 
0  80344  8353 
0  8i3<i8  96,6 
0.82533  i8SS 
0.8364,  3,98 

0.78938,545 
0.80104  3480 
0  8,24g  ,537 
0  633,1  ,99i 
0  634,9  335, 

o.,86.2  4008 

0.83333  io48 
0  833.8  5539 

l.lciSh  876Î 
o.8og,o  8386 
0  830,8  6,o5 
0. 83.65  322, 

o'.tëS,  6296 
0.6.94.  4566 
0  83^196249 

56 

o. 84936  3953 
0.86010  6134 
0.870,4  9,35 

0  89143  6430 

0.84,4,   1471 
0  858i4  6834 
0.86867  8°4i 

0  84563  333, 
o.856»6  34,, 
0.86668  6063 
0.8,689  922. 
0  6869a  23,3 

°: 8^445  9|,9 
„.86i„  ,4é, 
0  8,468  .539 
o.8é4„  08,. 

0.84230  33.8 
0  853,3  8313 
0.86295  5921 

l'Âl^3  5Ï96 

0  640,5  g5,3 

0:861^3  48,6 
0.8,112  4i6o 
0.880,9  97'8 

6t 

63 

63 

0.90147  9185 
0.91133  ijS8 
0.930964611 
o.gSoJo  8.(97 
0  93965  446, 

ôiofi,?  l83o 
0.9,835  73o5 
0.93755  8i34 
0  93é65  55,0 

0.69669  5.66 

0.93376  4619 

0.89444  5ooi 
0.90390  3643 
0.91314  67,3 
0  9331,  iék 
0.93098  ,,,1 

0.89329  5364 
o.9;,63  5o53 
0.5.0,5  41ÏS 
0  gi9é5  2606 
0.93833  08,6 

0.89025  0696 

0.91,35 100, 

»-9'579  9784 

66 

69 
70 

0  94870  38qo 

0.9,4%  °;85 
0.9*39,  5036 

0.94555  0543 

0.95434  4784 

0  963,4  0147 
0.9,103  8q33 
o.i„9i4  3661 

0.94250  9460 
0  95104  7549 

o.95o38  0634 
0  96751  0816 
0.97544  0676 

0.93958  ,035 

0  964.T  sVrf 
0.OT187  45o3 

0  94502  9660 
0.95305  34,9 

0.93413  33,0 
0  94333  35i'6 
o.gSooo  83=4 
0.957,5  22,4 

0.96518  6363 

7' 

1 

«•99!<>7  57»8 
0998995,89 
1.006,3  85i6 
1.01431  0463 
1.031,1  6335 

0  96,05  8o9f 

0.994,8  53^, 

1.00333   9530 

1  00969  5562 

1.01668  8633 

0  98317  32o5 
0.99071   1800 
0.99806  0-^0 
1.0O522  43a3 
I. 01220  7806 

0.99394  1973 
1.00090  ,i3i 
,00768  484o 

0  9,583  66.(4 
0.98301   i.t 

0!  996,5  45§3 
1.O0333  0910 

0.9,240  2640 
».9734'>  j'i' 

•'•99'-77  7339 
».999.»  7443 

,6 

■.03896  3025 
1  .o36o5  4033 

::°&3So 

,0339, 4574 

i.o3o,,  993, 
1.03,49  1835 
1.0440S  8i65 
i.o5o48  ,556 

i.o32i3  9u3 
1.03846  ,.92 
1.04465  .329 

1.01438  080, 
1.020,0  1433 
..03695  39.5 
i.o33o4  6335 
..03898  ,338 

..02780  899. 

..o3â5o95.4 

..00534  «15, 
..0..33  16.8 
i.o.,i3  8816 
1.022,6  9661 
1 .03633  3o53 

81 
8, 
83 

Ii 

i.o63o3  ,06, 
1.06948  o33é 
i.o,583  3418 

1.08824  7730 

1.056789265 
1.06,9,  336, 

1.00905     0647 

t.onhoi  2601 
1.06093  .400 

..o5o,D  io56 
..05662  6724 
,.06243  9503 
1.068.5  ,362 
1.073,7  5o45 

1.044.8  66.4 
1.05045  5oi, 
i.o56oo  396i 
..061445955 

1.066.9  4=74 

1.03906  0,46 
i.og4,  3555 
i.o49,5  9836 
1.05493  i5»5 
1.06000  5555 

1.03353  8948 
1.03869  64i5 
1.043,3  36,6 
1.04663  8135 
..05343  63i8 

86 

89 
90 

|.^35^^3 
T..183,  „â3 

.. 086.59840 

1.09353  13,1 
1.09825  95,1 
..103958,46 
..,.^43414 

1.07932  40,0 
i.o8|8,  335, 
1 .09035  4,33 
1.0956663.3 
1.10,06  3169 

1.08343  a533 

1.06499  3628 
1.0699.  3.16 
■■»7477  9955 
■.0,96.   .4,1 
i.oé443  5319 

i.o58i3  3931 
1.063,6  ,670 
..06734541 

TABLE  IX. 
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6 
S 

h 

F  (,<>•). 

F  (,.•). 

F(,2-). 

F  (73-). 

F  C74-)- 

F  (75-). 

0.86652  9957 
0.89004  rJ 
0  q)3qo   iSîi 
0.938ÏD  5.95 
0  |6j67  3852 
0.987&Ï  25a8 

0  86786  4366 
0  81..ÛO  2434 
0  9.5(8  598. 

0  869,5  ,352 
0.89290  6.38 
o.9,,o.  5836 
0  94i4g  6.5o 
0.96636  35oo 
0  99.63  5o65 

0.8,038  8o35 
0  89H25  5687 
0  9.8,8  7489 

»-943»9  99'9 
0.968.1   025o 
0  .J9353  659. 

0  87.57  i58<; 

0.89554  71,14 

0.91980  7^94 

0  gi't^s  ,27, 

0.96978  5683 
0.99536  165, 

0.8796g  923, 
0  896,,  9,12 
0.92124  2067 
0.94610  4317 
0.97138  5421 
0.M7.O  5J54 

5i 
53 

::°38?fp 

,.o64q,  ,084 

I. 091 54     7362 

..m86|  ^,98 

.  0.5.8  3403 

1.041,3  .650 
..06,5»  5248 
,.094383459 
,.,21,2  63,o 

i.o.,32  88.8 

..o4â46  3569 

. .0,0o5    Q0o5 

1.0.939  ,943 
,.045,,  4243 
1.07250  6421 

1.09979  6449 
1.12760  7400 

1.02, 38  5227 
1.04,8,  ,468 
1.0,486  o563 
1.10235  ,8,3 
..i3o3g  4008 

1.02328  5.69 

i.o4g94  7077 
..077..  4521 

1.1048.    2258 
1. 13306  6451 

56 

u 

1. 14623  G961 
1.17433  0,43 
,.20295  ,356 

,.23Z,2    0327 

,.26,85  9883 

1.1495,49.8 
1 . 1,795  0908 
1.2068,  ,o32 
1.2363,  68,4 
1.2664,  4909 

1.15282  02»5 
1.18147  4j64 
1.2.070  .894 
1.24052  89.6 
1.27098  2182 

1.1 55063499 
1.184^0. ,7 
1.21441  4.22 
..24456  3329 
..27536  7,39 

...5899  48o5 
,.,8818  ,856 
1.2.800  .6,7 
..248466686 
1.279e,  4817 

1..6.90  4755 
...9135  64i5 
1,22145  2366 
1.25222  5332 
..28370  9928 

6i 
6i 
63 

,.20219  20,6 

;:d42g 

1.3606,  M 

1.39336  8532 
1.42685  4020 

1.30208  9659 
1.33388  5425 
1.36638  4646 

l!4§§65  925? 

i.3o685  62,6 
1.33906  2867 
1.37202  o45i 
1.4^5,6  3962 

i.3ii47  0680 
1.3440966.5 
1.37750  2737 
1.4. .,3  6962 
1.W4  ofi. 

1:41752  8656 
1.45316  3588 

66 

ii 

«9 

7» 

,.45360  0800 
,.48800  4402 

,.523iT  3691 

..ssjii  3,;4 

,.595906,44 

1.53199  &34 
i.568,o  5989 
1  60629  19,4 

,.46849  4844 

,.57820  0447 
,.61661 6435 

1.4,5,5  52i3 
1  5.ao,  Q256 

\:îifâ'âfs 

1  6,684  3oi8 

1.48285  4380 
1,51982  426, 
,.55,,9  544S 
i.5gé8i  5o5g 
i.63%3  .336 

;iSiÎ6? 

,.566o5  6353 
,,6o585  784, 
,  64683  71,3 

72 

1.63351  54,1 
1.6,158  .2.3 
1.7. .32  2402 
1.75.55  3820 
1.79268  ,358 

1  644,8  3625 
1.68420  7087 
i.,2458  6386 

1  656oi  2820 
1.69642  2i38 
1.73787  55» 1 
1.78040  0878 
1.82402  2922 

1.667.6  3897 
i.7o858  5365 
1.75.14  633. 
..79488  35o3 
..83983  0298 

,.6,8,9  31,6 
i.,2ob4  9002 
..,6434  9036 
.  éo?33  6364 
..85566  .,52 

,  .68905  2i35 
,.73256  2353 

..8745  39J4 

,6 

2S 

, .834,3  0.90 
,.87768*075 
,.91154  439. 
,.96629  9.55 
2.0. .92  798. 

1,85.65  1468 

1 .08780  2630 
2  i.35i8  3347 

1  868-6  1528 
1.9,463  o525 
,.961636234 
2.00977  5863 

2  o5^3  5819 

..8860.  5535 
..93346  .893 
1.982,8  4.3, 
2.b32.8  7oné 
2.08346  35\8 

..90335  9.80 
..95246  2654 
2.O03OO  4082 
2.05499  2806 
2.  .0845  2818 

1.920,2  7240 

1  9,ii,  5334 

2.024o3   2706 

2,o,8i3  4920 
2, 13389  5'44 

81 
81 

83 

2.o584o  ,»45 
2.10567  9.26 
a. 15371  12.9 
2.20243  5,5. 
2  25.  „  9950 

2.08352  3:31 
2.13278  3232 

2.lS2qo  836l 

2.233^3  2o36 
2  28547  3348 

a. 10938  9994 
2.16070  81 35 

2.2,320  4408 

2.26653  6322 

2.3.070  4,64 

2.. 3599  ,,5o 
2.189P  3^89 
2.24463  16,8 
2- 30060  8,99 
2.35,56  5,,9 

2..6330  9,4, 
2.2.958  9,o3 
2.27721  63io 
2.33é,o  7997 
2.39615  7.0. 

2.icii3i  0204 
2.25o35  4329 
2. 3 f 097  ,82a 
2.373i.8  8o3q 
2.43657  6.36 

86 

ii 
89 
90 

a.3oi66  0207 
3.35198  2931 
2.40264  5S25 
2.J5353  9601 
».5o455  «079 

l'Sl]3  ,450 

2.37560  1108 

1:54^3^  6^13 
2.59981  9730 

2.4i536  1,60 
2.47391  4954 
a. 53300  4,06 
2.59247  4826 
2.652Ti  8oo5 

2.45722  4027 
2.5,9.4  ;864 
a. 58.73  8723 
a.64478  6S80 
2.70806  76.5 

3.50128  5197 
2.56702  5290 
3.63357  aqSg 
a. 70067  63q2 
3.7680e  3i45 
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TABLE  rx. 

9- 

3 
4 
5 

E(75-). 

E  (,6'). 

E(7r)- 

E  (,8-). 

E(79*). 

E  (8o-). 

0.00000  0000 
0.01,45  2465 
0. 03489  9970 
o.o523à  ,558 
0.069,6  02,3 
0  08716  3i66 

o!oi,45  2458 
0.03489  99.2 
0.O5233  ,35, 
o.oGg,5  9,94 
0  08, ib  223o 

o!oi,45  2451 
0.03489  9855 
o.o5a33  ,167 
0.069,5  9345 
0.08,16  i352 

°:«°°45  S445 

0.03489  q8o3 
0.05233  11991 
0.06975  8926 
0.08716  o534 

0.00000  0000 
0  01,45  3439 
0.03489  9,55 
0.05333  C828 
0.069,5  8539 
o.o8,i5  9„g 

0.00000  0000 
0.01,45  2433 
0.03489  97.1 
o.o523'i  S6;8 
0.06975  8i85 
o.oa7i5  9085 

6 

i 
9 

0.1.454  1295 
0.12188  9728 
0.13920  ci5.« 
0.15647  ;83i 
0.173,0  ,(ig. 

0.10453  96,6 
0.12188  ,i56 

0.1,3,0  oi8i 

0.10453  8i58 
0  ,2188  4,45 
0. 13919  Oioo 
o.i564b  ,228 
0.1,369  3.44 

0.10453  6745 
0.12188  35oo 
0.139.92,4s 
0.15U46  3453 
0.1,368  659. 

0.. 0453  5439 
0..2.88  o.',2S 
0.139.8  9<549 

0.139.8  6807 
0.-5^453990 
0.17367  4975 

i3 

0.19088  8263 
0.20801  4fi69 
o,225o8  loii 
0,2.)208  SOlis 
0.25902  o638 

0.1908,  8,56 
0.20800  1688 
o.225o6  5535 
0.24206  499'' 
o.2?899  t?^ 

0.19086  8882 

0.24,04  56,, 
0.25897  .359 

0..9086  0.55 
0.30,9,  8.55 
0.22S0S  5620 
0.24202  ,600 
0.25894  9.6g 

0..9085  208, 
0.30,96  ,6,3 

0.22502   2283 
0.24201    0930 

0.26892  8g49 

0.19084  4685 
0.20795  8o58 
o.335oi   ooSo 
0.34199  564o 
0.35890  9827 

i6 

\l 

'9 

20 

0. 2,588  2233 
0.29266  5,06 
0.30936  6345 
0.3289,  9469 

o.343o  il?, 

0  2,585  1326 
0.29262  8602 
O.3on32   2260 

ô:3|2?3<5836 

0.27582  23„ 
0.29259  3848 
0.30928  0966 
0.3258,  8956 
0.34238  3o,4 

0.2,5,9  54"i 

0.39356  .480 

0.30924  35.6 
0.32583  3689 
0.34,33  0219 

l:llUl  °M 

0.3OQ2O    6960 
0,32579    '827 
0.3422a    1339 

o.2,!,4  ,635 
0.39250  41 i5 
o.3ogi7  4342 
0.32575  3423 
0.34223  6495 

31 
32 
23 
34 

0.35892  46.9 

0.375Ï4  345C 

0.3914S  J4«6 

0. 35885  43y5 
0.3,516  6622 
0.3913,  1928 

o.35S,8  86i3 
0.3,509  089, 

0.39128  52y2 
0.40736    ,203 
0.42333    20,, 

0.35872  ,355 
0.37502  0379 
0.3912046.. 
0.40,37  5408 
0.43333  Si,o 

O.358G7    0703 

0.37495  5i6o 
0.39112  9089 
0.40719  o5ob 

o.y.â  2066 

0. 35861  8728 
0.37,^89  5335 
0.39106  i525 
0.40711  2606 
o.425o4  3885 

26 

II 

0.47080  5o39 
0.48629  .3825 
0  5oi6ï  6223 

0.43930  io63 
o.455o3  3644 

0,47063    ^OOT 

0.4U610  6836 
0.50143  8864 

0.4391,    5389 
0.45489    2689 
0,4,04,    9552 
0.48593     160, 

0  50124  4536 

0.43905  8339 

ô:4,o33  issj 
0.485,6  83,9 
o.5o.o6  35o6 

o.438g5  0068 
0.45463  9954 

::tep;3 

0.50089  '""4 

0.43885  0721 
0.45453  8é.3 

014^547  87^ 
0.5007.1  ^^'9 

3i 

32 

33 

34 
35 

■36" 
II 

0.5,685  8080 
0.53192  53oi 
0.546S4  385o 
0.56160  9,52 
0.57621  9098 

0.51662  838i 
0.53167  273' 
0  5.1656  63 10 
0.561 3o  56o8 
0.57588  6635 

o.5i64i  40,2 
0.53143  6004 
0.54630  6180 
0.56102  o5o3 
0.5,55,  4942 

0.5.62.  3953 
0. 53121  5453 
0.54606  38ii 
0.56075  4846 
0.57528  4500 

0.51603  8799 

°!5J583  0523 
o.56o5o  9014 
0  5,5oi  %■,,} 

o.5i585  8868 
0. 53082  4084 
0.54563  3663 
0. 5(1028  3357 
0.574,6  897^ 

0.59066  8046 
0.60495  2822 

0.646,8  5476 

0.59030  5463 
0.60455  8?.8i 
0.61864   l3oQ 
0.63355  o85ï 
o.6.iG28  3283 

0.60418  8354 

o!632ii  5465 
o.645tii  3293 

o!6o^|  3585 
0.61786  5i5, 
o.63i,o  9622 
0.6453,  5224 

0.58935  5543 
o.6o35,  4480 
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TRAITÉ 


DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES 


Quoique  le  nom  d'Euler  soit  attaché  à  presque  tontes  les  théories  impor- 
tantes (lu  Calcul  intégral,  cependant  j'ai  cru  qu'il  me  serait  permis  de 
donner  plus  spécialement  le  nom  (^Intégrales  Eulériennes  ^  k  deux  sortes 
de  transcendantes  dont  les  propriétés  ont  fait  le  sujet  de  plusieurs  beaux 
Mémoires  d'Euler ,  et  forment  la  théorie  la  plus  complète  que  l'on  connaisse 
jusqu'à  présent  sur  les  intégrales  définies. 


'h 


limites  ^=0,  a:=:i.  Nous  la  représenterons,  comme  Eider,  par  Je  ca- 
ractère abrégé  (  "  )  • 

1^  seconde  est  l'intégrale y^^r  uog  -j     ,  prise  de  même  entre  les  limites 

x  =  o,   j?=:i  ,  que  nous  représenterons  par  Ta^  et  dans  laquelle  Euler 

suppose  que  a  est  égal'  à  une  fraction  rationnelle  quelconque  -. 

Kous  considérerons  ces  deux  sortes  d'intégrales,  d'abord  sous  le  même 
point  de  vue  qù'Euler  j  ensuite  sous  un  point  de  vue  plus  étendu,  afin  d'en 
perfectionner  la  théorie. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Propriétés  générales  des  Intégrales  Eulériennes  de  la  première 

espèce. 


'expression  f -J  par  laquelle  nous  désignons  l'intégrale  I  "j 


.  L 

prise  depuis  xz=zOy  jusqu'à  j:=  i,  est  en  général  une  fonction  des  deux 
exposans  /?  et  ^;  et  de  l'exposant  n^  qu'on  regarde  comme  des  nombres 
entiers.  Mais  nous  supposons  n  constant,  et  notre  but  est  de  comparer  entre 

elles  les  diverses  valeurs  de  T- j  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  /i, 

afin  de  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes  ^ue  cette 
expression  renferme. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  deux  exposans  p  et  q  peuvent  être 
échangés  entre  eux.  En  effet,  si  on  fait  jc"=  i  — ^%  on  aura 

"S =  — l 9 

et  la  transformée  enjr  devra  être  intégrée  depuis  ^=si  jusqu'à  ^=  o.  En 
changeant^son  signe,  elle  devra  être  intégrée  depuis  j'so  jusqu'ainsi  ; 
et  comme  alors  on  peut  mettre  or  à  la  place  de  jr ,  ou  aura 


ou  suivant  notre  notation  , 

(f)=0).  w 

ce  qui  est  la  propriété  énoncée.  • 

3.  Il  &ut  faire  voir  maintenant  que  si  dans  la  formule  r^V  Fiin  des  deux 

nombres  petq  est  plus  grand  que  /i,  la  formule  se  ramène  aisément  au 
cas  ail  p  et  q  sont  compris  l'un  et  l'autre  dans  les  limites  i  et  n.  Pour 
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cela  soit  Z=saî*  (  i  — ^"y,  on  aura  la  dlfiTérentlelle 

rfZ  =  ka^-'dx  (i  —  ^")'-"»_  (A+r»)j:r*"*-'— '^/^  (i  —  ar^y^S 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

Z=  hfx'^-'dx  (i  —or^y-'—  (it  +  m)  /x*"^--'^  (i  — a:"y-'. 

Donc  si  on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  a:  =  o ,  a;  =  i ,  et  qu'en 
même  temps  on  suppose  A>o,  et  /•>  o,  afin  que  Z  s'évanouisse  dans  les 
dgux  limites,  on  aura 

d'où  il  suit  qu'en  disant  >t  +  /i=^  et  r=s2^  il  viendra 

(f)=?if£-»;(^=)  O)- 

Au  moyen  de  cette  formule ,  toute  fonctionT  -  \  dans  laquelle  on  a/?>^, 

se  réduira  successivement  aux  fonctions  T^ — ^Y,    \^-^ — V  etc.,  jusqu'à 

un  terme  r£^^— j  ou  (— ^ ,  dans.  Ipquel  p'  sera  le  reste  de  la  division  de  p 

par  71. 
'Arrivé  à  ce  terme,  si  dé  son  côté  7  est  plus  grand  que  n^  la  fonction 

T  — J  qui  est  la  même  que  r^  J,  se  réduira  successivement  aux  fonctions 

{^    ,jj  r^~7^")>  c^-j  jusqu'à  un  terme  T^ J  ou  T^)  >  dans  lequel  (f 
sera  le  reste  de  la  division  de  q  par  n. 

De  là  on  voit  qu'on  peut  toujours  supposer  Ja  fonction  T- J  réduite  à  une 

forme  où  /?  et  7  soient  compris  tous  deux  dans  la  suite  i ,  s ,  5.  •  •  •  /x. 

3.  Gela  posé ,  il  y  a  deux  cas  principaux  où  on  peut  trouver  immé- 
diatement la  valeur  de  ^-  j  ;  c'est  lorsque  n  est  égal  à  l'un  dçs  4eux  nombres 

p  ei  q^OM  lorsqu'il  est  égal  à  leur  sonune. 

Soit,  I*.  7=/ï,  on  aura  immédiatement  T^  jsssy2e^"ii»GBà— 4*C,  in- 
tégrale qui,  étapt  prise  depuis  ^=0  jusqu'à  ap=  i^  se  réduilLa  *|  d'où 
résulte* 

65.. 
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■ 

Soit ,  2*.,  p+q=iny  ou  p=a ,  (/=:n — a ,  on  aura  ^^  j=yx'''""Wlr(i— :c")"  "  j 
faisant  i — x"=a:*z",  on  aura  la  transformée  rationnelle 


(S)  »••  (^)  =/^- 


intégralequl  doit  être  prise  depuis z=o  jusqu'à  a  =  OD;  or,  par  les  formules 
connues  [EuL,  Cale*  intég.y  t.  1,  p.  262),  cette  iDtégraIe= .    Donc  si 

n  sin —     f  • 

n 


on  fait  -  =  ûi ,  on  aura 

\7»  —  aj         8in  am 

ExoepU  o«  deux  es  g«„»x.  toute,  1«  ,u.,>,Ués  d&ign^  par  (£) 

sont  des  transcendantes  plus  ou  moins  composées ,  selon  la  valeur  de  n  , 
et  ne  sont  point  susceptibles  d'une  évaluation  exacte.  Mais,  pour  cliaque 
valeur  de  /» ,  on  peut  exprimer  toutes  ces  transcendantes  au  moyen  d'un 
petit  nombre  d'entre  elles ,  et  c'est  l'objet  des  recherches  suivantes. 

4-  Observons  d'abord  qu'en  mettant  ;?-{*  n  à  la  place  de^,  l'équation  (b) 
donne 

(f)='-?^-(^> 

On  aurait  semblablement 

\     S!    y  p  +  n        \    q     J 

//?+2/>\  ^^  p  +  q  +  nn     /p  +  3n\ 
\      9     y  P  +  ^      *  N     S^      / 

etc. 
Donc,  en  général,  i  étant  un  nombre  entier  positif  à  volonté,  on  aura 

/P\_./>+g    P+q  +  n    p  +  q+M^        P+g+*^^  /P  +  *  +  ''»\  . 

mettant  /?  +  r  au  lieu  de  ;? ,  on  aura  semblablement 

\    q   /         P+''     *     P+r-tn     *    p+r+M    *  '  *    p+r+in    *  \  q       '^  J 

m 

Divisons  ces  deux  formules  l'une  par  Pautre,  et  faisons,  pour  abréger, 
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M'  !_  {P  +  9  +n)  (p  +  r+n) 
iP  +  n)(j)+q+r+n) 
j^r/  _.  ip  +  q  +  M)  {p  +  r+2n) 

etc. , 


nous  aurons» 


(^^^)  p+r+i  +  i.y>\ 


Supposons  r  positif  et  </i;  alors  il  est  clair  que  la  quantité  y^ —  — j 

sera  plus  petite  que  f^  J  et  plus  grande  que  r^      »-ha.yi^   ^^^  ^j 

on  considère  diverses  formules  (-j  qui  ne  diffèrent  que  par  l'exposant/?; 

comme  ces  formules   désignent  chacune  l'intégrale ,  prise  depuis  xzsso 

jusqu'à  xz=i  i  j  d'une  différentielle  — =—  dont  le    dénominateur    est    le 

même  pour  toutes ,  il  est  évident  que  l'intégrale  sera  d'autant  plus  petite 
qnep  sera  plus  grand. 
Mais  la  formule  (b)  donne 

^P  +  i+  i  '  n\_^p'\'  g  +  i+  i  .n     /p  +  »  +  â.  n\ 
\  y  /  p+T+î.n        \         q  / 

Donc  on  a  d'une  part  le  rapport 


V — r~) 


fP+r+i+t.n\ 


I> 


et  de  l'autre,  ce  même  rapport  <  ^     ^7"  *     ''^  Si  l'on  veut  donc  que  ce 

rapport  soit  compris  entre  les  limites  i  et   1  +  t  )  il  faudra  prendre.  •  • 
î-*- 1  >  y       ^  et  alors  on  aura 

kf  étant  plus  grand  que  k. 
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On    sait    par   cette    équation   coii^bieQ    ou    approche    du   rapport    de 

rcj  à  (j — '\  en  prolongeant  le  produit  M**M'M". . . .   jusqu'à  un  terme 

M^'^;  et  il  est  clair  qu'en  continuant  Ce  produit  k  Tinfinî,  on  aura  la  vraie 
valeur  de  ce  rapport,  laquelFe  sera 


I 


(-) 

-^^  =  M'M'M"M"',  etc. 

Maintenant  si  daû&  cette,  ëqiiation  on  échange  entre,  elles  les  lettres  q 
et  r,  les  quantités  M%  M',  M'',  etc.,  resteront  les  mêmes,  de  sorte  qu'on 
aura  encore 

(-) 

-^^=:M*1V1'M"M'",  etc. 

I 

Drac  par  la  comparaisQa  de  ce$  équations,  on  obtient  la  formule  générale 

(f)-(^)=0)-(*T-O W-. 

Cette  formule  dont  la  découverte  appartient  à  Euler,  est/  une  sorte 
d'équation  aux  différences  finies,  qui  renferme  presque   toute  la  théorie 

des  transcendantes  r~\  Et  d'abord,  nous  allons  en  déduire   l'expression 

générale  des  quantités  T-J. 

5.  Les  formules  (c)  et  (d)  donnent  les  valeurs  exactes  de  la  fonction 
(-\  toutes  les  fois  que  l'un  des  deux  nombres  p  et  ^  ou  leur  somme  est 
égale  à  n.  Supposons  maintenant  qu'onu  connaisse  de  plus  toutes  les  valeurs 
de  f- Y  lorsque  ;?  + y =n—  1 ,  et  désignons  en  général  par  A^  la  fonction 
/^n  — a—  i\    ^^  sorte  qu'on  ait    '     * 

(-?-)=^-- .■■,........(0. 

. .  .    .     ^ 

et  parce  que  (^)f=  (jyi  on  atira  aussi  t^'^Ij^^ '^^  >  X^tÙ^^^*^  ^^^'  ^ 


donc  en  général  , 
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D'où  Ton  voit  que  le  nombre  des  auxiliaires  A,,  A»,    As,  etc.,  se  réduit 
toujours  à    "*^    ou  — ^-,  selop  que  n  est  pair  ou  impair. 

Par  exemple,  si  /i  =  7,  il  y  aura  trois  auxiliaires  A^=  (-\  A^=(-jt 

AsmTjJ,  puisqu'on  aurait  A4=r^jJ=  A,,   et  A6=rgJ  =  A|. 

Si  /i=x8,  il  n'y  aura  encore  que  trois  auxiliaires  A^  A»,  A3;  car  on 
auroit,  en  vertu  de  l'équation  (g),  A^sss.As,  A6,  =  A»vAe=  A|. 

Cela  posé,  au  moyen  des  équations  (c),  (d),  (e)  et  des  auxiliaires  don- 
nées par  l'équation  (f),  nous   pourrons  trouver  l'expression  générale. de 

(-J  dan^  deux  cas  généraux  :  1®.  lorsque /'-H  7  est<C/ï?a^.  lorsque  pH-^ 
est  >  n.  Voici  comment  on  y  parvient. 
6.   L'équation   (e)  donne   immédiatement  r-— )  •  ( )• 

( ^ — )  .  Ç^^-j;  substituait  dans  cellej-ci  les  valeurs  oonnues  par  les 

équations  (d)  et  (g) ,  ou  aura 

x^^^^S        ^.,ina^  

\  I     .      A  SlUiÊ,  ^    ^ 

Ainsi  on   connaît    toute    fonction  T^j  dans  laquelle  l'un  des  deux  nom«^ 

bres  p  elq  est  ^al  k  l'unibé;  'si,  pour  pliis  de  simplicité,  on  met  a  à  la 
place  de  /x—  a  —  1 ,  on  aura  pour  le  même  objet  la  formi^lfs 

l     -    J  ï=  .^      i.1     "  ....^^* ••• (1  ]. 

\   I  /  8in  i»  ^  ' 


••r«« 


Jji  même  équation  (e).dopne  (^^-\(j^j==J^"~^     ')  .  (2=~i), 
et  substituant  les  valeurs  connues,  il  en  résulte 


V       a       JT^    A.  .    . 


^,     rin/o+iV 


•■  't..:     .    -    :;',..!' 


Ainsi  on  a  la  valeiir  dé  toutfe^  fonction 'r^\îtans  laquelle  p  -)-  y  ==/»  —  !!. 
De  l'équation  (e)  *6n  déduit  qncbre  iihmédiateàiëht  ' 

•;,— 'g^3v      /y>  — 3\  _;  /7>  — g— 3\     >»'li g i> a<    '     ' 

\     g     y  -\  H  y  T- V  'j^    /A'  \ ' --^^ ,  ^' 

•     -  »-"     -        1   .   î      -    -  —    »  -  .r  •        .   .       


ce  qui  donne 


372  INTÉGRALES  EULÊRIENNÉS, 

(n  —  a  —  3\ A^A^t  Aa^i      «in  (a  -f  i)  i>  sin  (g  +  2)  o> 
a         /*"        Ai  A»  *  8ia«»8in2«» 

Ainsi  on  connaît  la  valeur  de  toute  fonction  T-J ,  dans  laquelle  ^+y=/»  —  3. 
En  général,  l'équation  (e)  donne 

(n — a — k\    fn  —  h\         (n  —  a  —  h\    fn — a — it+ i\ 
— a— ;  •  K~T-) = K — t — )  '  \ — '^ — )  ' 

et  en  mettant  les  valeurs  tirées  de  l'équation  (h) ,  il  en  résulte 

(»  — a— ifr\ i  A^^,>,i  gin  (g 4"  i^  —  i)i>     /»— «  —  it  +  i\ 
a       )  A*_,  sin  {k  —  r  )i         *  \  ô  /  ' 

Donc  on  aura ,  en  général , 

(/»  — a  —  h\ AtfAa4-i..  .Aa^.i     sin  (g  4"  I  j  fl>  8in(g+a)â» . . .  sin  {a-^k — 1  )#        ^v 
a         /""     AiAa...Ajk_i     *  8iii«»8ia2«». . .  sin  (^— i)if  -  *  *  *\  )' 

Cest  la  valeur  de  toute  fonction  T-J,  dans  laquelle /i+7  est  moindre  que  n. 

7.  Pour  avoir  l'expression  générale  de  T-J  lorsque  p  +  7  ^t  plus  grand 
que  /i|  observons  que  l'équation  (e)  donne  aussi 

/n — g+i^\     //i  +  h\ /n^a^k\      /n^a  +  k+  i\ 

Or  par  l'équation  (b)  on  a 

(4^)  =  FT-.-(0' 

par  l'équation  (i)  on  a 

\i/  8in#  ' 

et  par  l'équation  (h)  on  a 


k^xAn  (g  — ib— 1)#^ 


8m# 


substituant  toutes  ces  valeurs^  il  viendra 


xn— g+i&+i\ k         A>8ip(i&+0#  /»— f-M\         n\ 

\  a  J~k+i  •  Aa.^xtmÇa—k^i)m  '  V         à        J  *  V^ 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  (^^^^       \ 
Or  l'équation  (e)  donne  .       . 


i  •  •• 
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substituant  les  valeurs  connues,  il  viendra 

(n — a+'N 1         â>  sîn  0 ^     v 

a         /*~"Afl_i  *  sinoâ»  sin  (a—  i)â» ' ^     ^' 

De  là  et  de  Péquution  (1)  on  déduit  successivement 

(;>  —  g  -f»  2\          I           A,                             msÏTUtsmaif 
a        J  "^  2  *  Aa— iAtf_ft  '  sin  eut  sin  (a  —  i)  •  sin  (a  —  2)  •  ' 
(yt  —  g  +3\ I  A|Aft  m  sin  m  sin 2â»  sin 3â» 

a        J        3  *  Atf«iA«^ftAtf_s  *  sin  a«  sin  (a  —  i)  i»  sin  (a  —  a)  i»  sin  (a  —  3)  iv* 

et  en  général,  -  .  . 

(?*  —a  +  ^\  I  A|Aa. .  .Ajt^i  •  sin  «  sin  2â». .  .sin  hm  ^   v 

a        /         k  ^  Atf„iAtf^ft. .  .Atf,^  *  sinoA^sin  (a—  i)#. . .  sin(a— it)«**  *  *A  ^* 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  la  fonction  (-j  Ibri^que  p^q  surpasse  n; 
ainsi  en  la  réunissant  à  la  fprmule  (k),  on  a  généralement  l'expression  4e 

toute  fonction  r^Y  en'  «apposant  seulement  connues  les  fonctions  semblables 

'  ..'.'»'  I.'- 

pour  lesquelles  ^-^^  =  /x— i,  et  on  a  déjà  remarqué  que  le  nombre  de 

ces  auxiliaires  est  ou  ^        ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

8.  L4  formule  (n)  pourrait  être  regardée  comme  une  suite  de  la  formule 
(k);  et  on  n'aurait  ainsi  qu'une  seule  et  même  formule  pour  toutes  les  valeurs 
de^  et  9;  mais  alors  on  aurait  besoin  de  nouvelles  auxiliaires  A«,  Â.„  A^^^etc, 

et  il  faudrait  en  fixer  les  valeurs  ainsi  Ao=-: «  ou  plutôt  i  étant  infini- 

sin  o#'         * 

ment  petit,  Aj=-: — t-sst,  A_,=a— A,,  A_g=— A.,  etc.  C'est  pour 

éviter  l'embarras  de  ces  substitutions,  surtout  dans  le  cas  de  A«,  que  nolis 
avons  donné  les  deux  formules  séparément. 

Il  est  assez  étonnant  que  l'expression  générale  des  fonctions  Um  ait  écbappé 

à  Euler;  on  voit  cependant  qu'il  s'était  occupé  spécialement  de  cette  recher* 
che ,  par  le  passage  du  tome  V  des  Nova  Acta  PetropoL ,  pag.  i  a5 ,  où  il  dit  : 
Neque  tamen  hinc  adhuc  elucet  quânam  lege  omnes  determinationes  progre^ 
diantUTp  (fuandoquidem  valores  certarum  formularum  continua  magis  éva- 
dant complicati. 
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Formule  pour  la  comparaison  et  la  réduction  des  Transcen- 
dantes r^V  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  n. 

9.  J^ous  allons  maintenant  démontrer  diverses  formules ,  qui  serviront  a 
comparer  entre  elles  et  à  réduire  à  la  forme  la  plus  simple  les  transcendantes 

r^V  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  n.  Ces  formules  devront  être  con- 
sidérées comme  autant  de  théorèmes  fort  remarquables  sur  les  int^ales  défi- 
nies dont  nous  nous  occupons. 

De  Inéquation  (e)  on  déduit  les  deux  suivantes  : 

(;74:zî)-G^)  =  (;^)-C-=?3î)> 

multipliant  ces  deux  équations  entre  elles,  et  mettant  dans  le  produit  les 
valeurs  connues  par  les  formules  (c)  et  (d),  on  aura 

\q/      S/i'^q/       (»— 7>— 9)8m/>i»8Ul^#  ^^^^ 

d'où  il  suilr  que  la  valeur  de  f^^I  y  ^^  déduit  immédiatement  de  celle  de 
,  qui  est  eîi^ielque  sorte  son  complément.  On  a  en  particulier, 

(-),ni^)^a^^^ï£^  (q). 


0 


^  ■  >  •  •  •  •  < 


Ainsi  eoajdaissaiit  les  valeurs  de  f^,  lorsque  a  est  plus  petitque  ;  n^  on  en 

déduit  les  valeurs  de  T- j  lorsque  a  est  plus  grand  que  î  ?i.  • 

10.  Pour  examiner  plus  particulièrement  les  fonctions  de  la  forme  (jjy^^ 
prenons  la  valeur  primitive  de  ces  fonctions ,  laquelle  est 
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x'-'dx 


©=/: 


£1  Ion  fait 

la  transformée  sera 


<a)'~^^      J  1/(1— 2»y 


Quant  aux  limites  de  cette  nouvelle  intégrale ,  il  faut  observer  que  les  valeurs 
a:"  =  o ,  af=zij  a:"  =  I  donnent  respectivement  2=0, z=  i,ji=:o. 
D'où  l'on  voit  qu'il  faut  prendi*e  deux  fois  l'intégrale  en  Zy  depuis  2=0  jusqu'à 
£  =  j .  Et  comme  alors  rien  n'empêche  de  mettre  a:  à  la  place  de  Zy  on  aura 

cette  intégrale  est  ainsi  réduite  à  la  forme  la  plus  simple  dont  elle  soit  sus* 
ceptible ,  puisque  le  radical  n'est  plus  que  du  second  degré. 
1 1  •  Si  dans  cette  formule  on  met  n  —  akVa  place  de  a ,  on  aura 


de  là  et  de  l'équation  (q)  résulte  cette  formule  remarquable  qui  donne  le 
produit  de  deux  intégrales  : 

/'  j^""'dr         /»  af^^^dx  w     accotoir  .  % 

.  •      • 

la.  Puisque  les  fonctions T-J  sont  les  plus  simples  entre  les  fonctionii^^j 

non  comprises  dans  les  formules  (c)  et  (1) ,  il  semblerait  convenable  de  les 
substituer  aux  auxiliaires  désignées  par  A«,  pour  exprimer  par  leur  moyen 

toutes  les  fonctions  (  - \ 

Dans  cette  vue,  désignons  en  général  la  fonction  ^^^  par  M«;  comme  on  peut 
supposer  ii  <  ^  /»,  on  aura  par  la  formule  (k),  .' 

M        '^•A^^.i,  .,A«-4tfc,i     sin (a+ 1)  # sin (g  +  a)  i> . . . .  sin  (»— a— ^ i) # 

valeur  qui ,  au  moyen  des  équations  .A..|.^  =  A&^  sip  (/»  •—  Ar)  û»  s=  sin  Atûi, 
se  réduit  à  cette  forme   ..        ,        '  ^  '  •  v       .     y 

66.. 
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d'où  l'on  tire  successivement 

1  =  A»-: —  , 

MAaÂs     sîn  3êt  sin  4^ 
A,         tin  if  sin  2if 

M^____  A3A4A5     sin  4^  sin  5*»  sin  6* 
Al  Aa         sm  m  sm  a«»  sin  oi» 
•    etc. 

Ces  équations,  qu'on  peut  mettre  aussi  sous  la  forme 

A.  j.        sîn  âÊ 


Sin  2# 
AaAs        Mft  sin*  a# 


A,Ai  *""  M,  *  sin  3*»  sin  4«  \  (u) , 

A4A5  M3  sîn*  3# 

A.Aft  ""Mft  '  sin  5#  sin  6« 

etc. 

serviront  à  déterminer  les  auxiliaires  A^,  A»,  A9,  etc.,  au  moyen  d'un  égal 
nombre  de  quantités  M.,  M^,  Mj,  etc.,  prises  dans  l'ordre  convenable.  On 

pourra  donc  exprimer  par  ces  dernières  quantités  toutes  les  foutions  f- j 

qui  répondent  à  une  même  valeur  de  n. 

Mais  il  faut  observer  que  ces  substitutions  ne  peuvent  s'effectuer  que  pour 
des  valeurs  particulières,  de  n^'el  qu'ainsi  par  l'emploi  des  auxiliaires  M^, 
on  ne  peut  parvenir  à  des  formules  aussi  générales  que  le  sont  les  formules 
(k)  et  (n). 

iS.  Considérons  maintenant  la  formule 


si  on  fidt  or' = >;  -I-  ^  \/  (i-^z') f  on  aura  la  transformée 

V    a    J  —  ^     J^/(,  +  <e)  ^^^' 

dans  laquelle  il  Siiudra  prendre  l'intégrale  depuis  2  ss  o  jusqu'à  2:^  oo  ,  et 
qui  d'ailleurs  suppose  a^^n.  Mais  en  vertu  des  équations  (d)  et  (p),  on  a 


a  sm  aam 


\B/ *  VI— a/       Vi— a/*\S/        a  sin  a«  ' 


CHAPITRE  IL  577 

donc  ^-J  =  2  cos ^aù9.  \^~^jj  ou ,  en  substituant  la  valeur  donnée  par  Fé- 
quation  (v), 

Cette  formule  n'a  lieu  que  lorsque  a  est  ^  î  /x;  si  a  est  ^  |  /i,  on  com- 
mencera par  prendre  la  valeur  de  \r-~^  >  laquelle  sera 

et  on  en  déduira  celle  de  (tJ^u  moyen  de  Péquation  (q).  On  aura  ainsi,  a 
étant  >\n. 


aa  —  71  *  sin  a# 


i4*  Si  l'on  compare  mamtenant  les  équations  (r),  (x)  et  (y),  on  en  tirera 
les  formules 

la  première  ayant  lieu  lorsque  a  est  <C  î  ii>  et  la  seconde  lorsque  a  est 
>ïn. 

Lorsque  n  est  impair,  si  on  &it  dans  la  première  équation  ^  x  s=  i  -— J^  et 
j5=j^* — I,  les  formules  intégrales  comprises  dans  les  deux  membres  se  rédui- 
ront l'une  et  l'autre  à  la  forme 

0  -y'Y-'dy 


/ 


n,n — I    .    ,    7».»— 1./»  — 2    ,  \* 

on  voit  donc  que  la  partie  de  cette  dernière  intégrale,  prise  depuis  j^sso 
jusqu'à  j^=i,  et  la  partie  prise  depuis  j^=  i  jusqu'à^ssoo  ,  sont  entre 

elles  ::  cos —  :  I. 

n 

i5.  G>nsidérons  de  nouveau  la  formule 


(1)=/: 


si  l'on  rait 
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*•■ 


on  obtient  d'abord 

Soit  p=: 2a  et  y  =  /ï  — 4ï,  on  aura 

( )  =  3'/«  •  — J 

et  en  achevant  les  substitutions,  il  viendra 

cela  posé,  il  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  a  est  <C  i^  ou  >>;/i. 
Soit,  i^.  a  ^?/i,  on  aura  par  les  formules  du  n^  1 3 , 

V*  —  a/        as\n2am*\     a     )  *  a sin 2a«  V  V^O +«")  ' 

donc 

V/(i+s-)  V  \  ÎTCH^V  ~  âlhT^*  ^^  ^• 

j|pit,  a^  a>^;/»,  on  aura  par  Pëquation  (b), 

(ag   ^  ^__^  aa  —  I».    /aa  —  »\  ^ 

mais  en  faisant  a  =:  /x  -—  c,  on  a  * 

(ag  —  y>\  ^^^  ^n  — ac\ 

et  par  l'équation  (v) ,  on  a 


n—  ac 


Donc  au  lien  de  l'équation  (a') ,  on  aura 

Au  reste,  cette  dernière  équation  se  vérifie  immédiatement  au  moyen  de  la 
fonction  P=2«— t»  |/(i  •j-s»)— .g*^  qui  s'évanouit  dans  les  deux  limites, 
lorsque  2=0  et  lorsque  2  =  00  ;  car  si  on  prend  la  différentielle  de  cette 
fonction ,  et  qu'ensuite  on  l'intègre ,  on  trouvera  ' 
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formule  qui  ne  diffère  pas  de  la  précédente,  parce  qu'en  mettant  -  au  lieu 

Je  z,  rintégrale p  ^^|  ^  ^,y  se  change  en ^^'^^'^^  ^t^,  les  limites  étant 

toujours  z=:  G,  z  =  00. 

16.  Considérons  en6n,  dans  la  supposition  de  n  pair,  la  formule 

î/(i— AT»)»— ' 
si  on  fait  x"'*  =  1  +  «■ ,  on  aura  par  la  substitution , 

(^*)=/hF^,  .  M 

et  l'intégrale  du  second  membre  devra  être  prise  entre  les  limites  2  =  0, 

Z=S   00. 

Maintenant,  parla  combinaison  des  équations  (x)  et  (c')|  on  obtient 


mm 

a'"""  cos  acù 


Q~)' 


et  par  conséquent  aussi , 

De  ces  deux-ci  on  conclura 

d'où  Ton  voit  que  n  étant  pair,  il  suffit  d'avoir  le»  valeur»  def -J  pour  tou^ 
les  cas  où  â  ne  surpasse  pas  ^/t,  et  qu'ainai  le  nombre,  des  auniliaîre^  néce9^ 
saires  pour  déterminer  toutes  les  fonction^  T- J  qui  répondent  à  une  même 

valeur  de  /i,  se  réduit  à  7  ou  —r--^  selon  que  n  est  de  la  forme  4^ou4^  +  a. 

17.  A  l'aide  de  Véquation  (d^),  on  trouvera  des  relation»  entre  les  auxi* 
Ipires  A, ,  A«,  A3,  etc.,  qui  rédui]x>nt4eur  nombre  comme  il  vient  d'être  dit. 
Pour  cela  reprenons  la  formule  (t) ,    / 

/a\  ^^  A«Aa^i.. .. .  Aft«_i  =»  gin  (g  *f^ t)  msin  (a.+ 2)  » . . .  gin  %am  ^ 


AiAft A4.1  gin^sinSiÉ. .  .sinoir 

elle  donne,  en  faisant  ii=s  ant , 

iy>— g\    '  Am,^ .  Aw_g^  I . .  «  AaiB— aa_i     gip(wi— a+i)»gin(yi>'^a4"a)<i'>  ■  .»in(awip— aa)#^ . 

A„  ^  ,  *  gin«gin2«. .  .gin (/i»—a)«  ' 


wi^-Hï/  Al  A«  •  •  • 
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substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (d') ,  et  ËEÛsant  les  réductions  dans 
l'hypothèse  fl<î/w,  on  aura  généralement 


A^Atf^i  •  •'•A^A^i 


A»i— lA^u.».  •  •  Am^a 


_    —  ^     8m{m — I V  8in(;n — 7)m. .  .sÎD(i»«—a+i)<r        ^  ,v 

8ina«siD(a4-i>.  •.sin(2a — i)m  ^    ^' 

De  là  résultent,  en  faisant  successivement  a  =  i  ,  2,  3,  etc. ,  des  équations 
particulières  qui  peuvent  être  mises  sous  cette  forme 


A.. 

-1 

= 

A,.  2' 

"  sin  eo 

A.. 

->» 

= 

A.A3 

,a      "sin 

• 

3œ 

A.. 

-S 

s= 

A4A5 
A.   ' 

2  ^-sin 

5a> 

A.. 

-4 

= 

AeA, 
A,   ' 

,2       "SUI 

70» 

(n- 


etc. 

Elles  devront  être  continuées  jusqu'à  ce  que  le  nombre  en  soit  — 7—  ou 
/»— 2 

18. Par  exemple,  lorsque  n=^  ï2j  i\j  a  cinq  auxiliaires  Az=(^)y  A»=(|), 
A9=(f),  A4=(^) ,  As  =  (f),  entre  lesquelles  on  a  ces  deux  équations 

a 

As  =  Aj  •  2^  sin  o), 

A4  =     *   ^  .  2^  sin  3û>. 

De  sorte  que  le  nombre  d'auxiliaires  nécessaires  se  réduit  à  trois,  pour 
lesquelles  on  peut  prendre  A|,  A^,  Aj.  " 

Si  on  préférait  de  prendre  pour  auxiliaires  trois  des  quantités  M« ,  il 
faudrait  avoir  recours  aui  équations  (u) ,  lesquelles  donnent 


A.  =  M.  . 


sin 


sin  2#  ' 

AftAs  M«  *       sîn*,ao  ^ 

AiAi  Ml  *   8m3«8m4^  ' 

A4A5  ^^^  Ms  sin*  3» 

AftAft  "^  M«  *   sinSévsin&v' 

Au  moyen  de  ces  équations  et  des  précédentes ,  observant  d'ailleurs  qu'on 

a  01  =  —  •  on  trouve 
12  ' 
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A,  =s  a  sin  «  .  M , , 

A.  =:a^8iD».M.y/(^^^^), 

A,  raisin®  ..M,  \/(y[~^, 
A^  =  a^  sin  ûi  •  M  «  . , 

*  •        CX)S  2« 

7 

•  A5  =s  3^  sin^â»  •  M,. 

Ainsi,  par  les  trois  seules  données  M, ,  M, ,  Ms,  on  peut. déterminer  exac- 
tement toutes  les  transcendanteà  (  -  )  qçd  répondent  à  ^la  valeur  /i=  12  ; 

mais  nous  ferions  voir  ci-après  que  ce&Jr^is  données  peuvent  se. réduire  à 
deux  y  ce  qui  rend  encore  plus  simple  la  solution  de  ce  problème.  • 


y*l*^>IWiti>/¥>n^0i^M'J>^tM*f»Mkt>MtgC^Myi^n^^  ^N^fANtNkÂhfé 


i  w 
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Des  cas  ou  les  Intégrales  (^j  peuvent  être  exprimées  par  les 

fonctions  elliptiques . 

(L^ES  cas  sont  ceux  où  l'exposant  n  est  égal  à  l'un  des  nombres  S,  4?  ^i 

•  ■        • 

8  et  1 2  :  nous  allons  les  examiner  sùccessiven^nt. 

Premier  cas.  /is=:5. 

-  ■—  ...   I 

■ 

19.  La  seule*  transcendante  à  déterminer  est 

Or  en  faisaDt  Xzssi — /*jCot*îÇ,  rs=s^Z,  <?•=  ^-M— ■',  où  c^sm75% 

«"  ^fy/(fl^  r  \f^[_i-^ArSf)  =  ?*'(*''  'P)+  ^°"'*-  ^^ intégrale 
doit  être  prise  depuis  tangj^ssr,  jusqu'à-^s?^;  mais  par  les  formules 

connues  (fonct.  elh  art.^  a4)^n  trooye  que  la  yalMr't9ng7^=îrs=:)/3, 
T.  II.  .  67 
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répond  à  la  fonction  F^  =  $  F'5  delà  rësuke  /     ..  j^-  3  =  -.|F'£?;donc 
l'intégrale  cherchée 

(i)=2^  .  3"^F»(sm75-)te:4^  .  r.^JP"(sin  i5*)j 
car  on  sait  que  F*(sin  ^S*)  =  v^3  F'(sân  i5*). 

Second  oas  /ïs=:4*  # 

oo.  Il  suffît  encore  dans  ce  cas  de  déterminer  la  transcendante 

(t)  =*  ^V  i/(i  1  *i)  "/i/o  +  «0* 

/   ^f  ^  %  '  ^  y.  =  T  F(c ,  (p)  ;  cette  intégrale  doit  être  prise  dSpuis  ^  =  o 
jusqu'à  ^  =  TT'^  donc  on  aura 

(i)=F'c  =  F'(sin45*). 

21.  On  sait  d'après  le  n^  16  que  toutes  les  intégrales  représentées  par 
f^  âéMÉt  4dfeèt«ttitté<9s  iM  meijfdii  delà  sèutetmiiBcnàante 


or  piGir  ha  Mibsftittilion  ^ïr=  i  4-J8*,  la  première  forme  conduit  au  résultat 
fijssa^  .  5"*F*(sin  i5'),   *  par  la  substitution  4=^* — 'j^®  seconde 

forme  conduirait  au  résultat  f  - J  =  2^  .  5   *    F*  (sin  76®) ,  qui  s'accorde 
avec  le  précédent,  puisqu'on  a  F»  ($1^75^)  sa:  |/5.P(siïi  r5"), 

QaatrtBme  ^M  wssatSk 

r 

.  aa..  La  déterminâtioa  de  toutei  ^es  iotégrales  T^ J  exige  dans  ce  ca»  qu'on 
conùaisae  les  deux  tr&nscendante^  , 

= y  w^^)"^  ""/"^jJ  Vô^^y 


\ 
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Mettant  dans  la  seconde  x*  à  la  place  de  x,  ce  qui  ne  change  pas  les  Kmi- 
tes,  on  aura  (0=^'''/|^(i -^)  =  vF'  (sin  ^5% 

Ainsi  toul  se  réduit  à  trouver  l'int^ale  (-A  y  ce  qui  se  fera  au  moyen  de 

T7r~jry\y  prise  depuis  j5=o  jusqu'à  z  =  oo  . 
On  peut  supposer  d'abord  qu'elle  soit  prise  depuis  z=:=:  o  jusqu'à  z  =  i  ; 
ensuite  pour  la  trouver  depuis  je  =  i  jusqu'à  «  =  «o  ,  il  &udra  mettre  -  à  la 

\/i    -4-  ^  ^  pftndre  encore  depuis 
2  =  0  jusqu'à  z  =  I .  Donc  l'intégrale  dont  il  s's^git  est  la  même  cfoe  l'itité- 
Valey^^^l  j^^  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à z=u 

Soit  I — z*==yz,  on  aura 2  =  ^9   -rH*^^  =  *~^3   V^0+^*)== 

a»  v/[(y*-f-a)* — 2];  donc 

T=:  r ^ 

Cette  intégrale  devant  être  prise  depuis  ^=70  jusqu!à  y  =  00  ,  nous  fe- 
rons m*=2-f-V^2,  9=:i?itang^,  i*s=ai/2— -a,  ce  qui  donnera  l'inté- 
grale indéfinie  T = Lj*———~^  =  i  F(^ ,  ç>) ,  et  l'intégrale  complète 

T*  =  —  F*i:  donc  enfin  la  valeur  de  la  transcendante  cherchée  sera  (- )  s?: 

2  "  *  F*A,  parce  que  d'ailleurs  m  =s=  ^  pos  rj. 

Nous  remarquerons  que  le  module  b^=i  |/(3  \/2  — -  â)  est  le  oompiémeiit 
du  module  c=  v^2 —  13  or  par  la  propriété  de  c^s  modoleg  4éilKy^trée 
art.  85  des  fonct.  ell.^  on  a.F'&=  v^^F'c,  donc  on  aura  ^us  jûmpli^eiit 

Q  =  3^  F'c  ==:  a^  F'  (tang  j) . 

.  Cinquième  coB  as;?  1:2. 
aS.  Il  suffit  dans  ce  cas  de  connaître  les  trois  transcendantes 

Vi;    "*  j  t/(i  -*'•) — ^  *^  ij  i/(i +»") 

07. . 
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La  seconde  et  la  troisième  se  ramènent  immédiatement  aux  formules  déjà 
intégrées.  En  effet,  si  dans  la  seconde  on  met  x"^  à  la  place  de  x^  on  aura 

G)  =  -"!/V(ï^:?j=  -'  3-'P(sln  .50)  ; 

et  si  dans  la  troisième  on  met  x"^  au  lieu  de  x,  on  aura 

il  ne  reste  donc  pli^  qu'à  troaver  la  première  T- Y  Considérons,  pour  cet 

.^    ,    ,,^  prise  depuis  jz=o  jusqu'à  z=x>  ,  on 

trouve,  comme  ci-dessus,  qu'elle  est  égale  à  l'intégrale   /     ..        ,^4   prise 
depuis  ;5=  o  jusqu'à  zz=zi. 
Soit  i+j5*=pz*,  on   aura  la  transformée  Z  ==/,.?  ^    ,  , — -r  qu'il 

faut  prendre  depuis  p^2  jusqu'à  /7=:oo  .  Soit  encore  /*♦=:  la,  et  /?*  +  /»* 
ss^t;,  on  aura 

;k^— 7;?*4-  ia=;?*(u* —  an*+  7) 

2)7*  =  v/C^ + 2/ï)  +  i/(t^  —  3») 


i/(u  +  a;»)  t/(«— 2/1)' 

et  en6n , 

2;  _  i  r <^  I,  jL  r ±. -^ 

Nouvelle  formule  dont  les  deux  parties  doivent  être  intégrées  depuis 
in=sv/(2/i*4-7)=24-V^3 ,  jusqu'à  u  =  OD.  Soit  2+v/3=A  et  e^-^-27K=^^•, 
la  première  pafltie  deviendra 


V/(*' — 2;»  +  A) .  i/(x*—  2/1 — A)  *' 


\ 


c    -^  ^a  2/>+A       ^      -  A — 21»  1/2 —  1/3     ,      ^  £.  / 

Soit  encore  x*  =  — r—-  et  c*  = .oa  /?  =  - — ; — 75- ,  la  transformée 

sera     7777;^  /  ^t   ^^%  -  %   x  >  et  sa   valeur  dans  les  limites  requises  sera 

2i/(2A) 

Si  l'on  fait  semblablement  &=  ^  i  >>tt    ^  valeur  qui  sera  le  complé- 

^   ■ . 

ment  du  module  c>  l'autre  intégrale'  Sera-   ^\^.y  F'^- 
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Donc  l'intégrale  cherchée  Z'  =  -777:7%  (F'c  4-  F'^).  Mais  on  a   trouvé 

(Fonct.ell.,n»  i56),  que  F'5=3F'<?=^—  F'   (sin  45");  d'aUleurs 

4/27 

V/(aA)  =  1/  (4  +  a  v/3)  =  a»  CCS  i5%  donc  Z»  =  -^  F'(sin  45»).  Donc, 

V  (27) 

enfin,  la  transcendante  cherchée 


(i)  =  a»  3"*  ces  i5°.F'(sin  45°). 


w 

24.  Maintenant,  si  on  fait  F'(sin  45®)  ==B,  F*(sin  i5*)  =  C,  on  pourra 
exprimer  les  trois  auxiliaires  M.,  M^,  M3,  de  l'art.  18,  comme  il  suit  : 

M,  =  2^  3"*  cos  cù  .  B, 

ce  quiTait  voir  que  les  trois  auxiliaires  se  réduisent  à  deux,  puisque  le  rap- 
port de  Ms  à  M,  est  connu.  Au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  de 
Part.  18,  on  trouvera  • 

A.  =  3^3"*B, 

A.  =  (5"Uina)»C, 

A3  =  (2.3"^sinû>)"  .^B, 

Aj^  =:  2^   3"**  sin  cû.Cj 

A5  =s  2^  3  ^  sin  ».B. 

•  ' 

Ainsi,  par  les  deux  ^ules  données  B  etC,  on  pourra  déterminer  toutes 

les  transcendantes  désignées  par  (-}>  dans  le  cas  de  /ses  12.  Ces  trans- 

cendantes,  en  excluant  celles  qui  sont  déterminables  par  arcs  de  cercle ,  sont 
au  nombre  de  60 ,  toutes  différentes  les  unes  des  autres  ^  car  on  compte  pour 

une  seule  les  deux  f- J  et  f- V  et  on  suppose  les  deux  nombres  p  et  q 

moindres  que  i2.  On  voit  de  plus  qu'elles  se  détermineront  rationnelle- 
ment en  fonctions  des  trois  quantités  B,  C,  tt  y  puisqu'elles  s'expriment  ra- 
tionnellement par  les  auxiliaires  A ^ ,  A^,  etc. 

Si  on  veut,  par  exemple,  avoir  la  valeur  de  la  transcendante  (|),  on 
cherchera  d'abord  par  l'équation  (/i)  ba  valeur  en  fonction  de  A  ^  laquelle  est 

.        Al  sin  «  sin  2« 


(I) 


*  '  AsA4   *  8in3irsin4«sin6#* 


5^9  INTÉGRALES  EULÉRIENNES, 

Faisant  ensuite  les  substitutions  et  les  réductions ,  il  viendra 

a)=â\/c-^--)- 


^»<%V»»»VV»»V»V\¥W»WV»)VVV»»%¥VVVW^M^A<%»V»M^^»<Wi<^W>^%%^<l>^M<<^^^X<^%^W%<^^<^^^^^»^^WW^VVW^^^<<M^<V<^ 


CHAPITRE  IV. 

Formules  pour  évaluer  par  approximation  les  Intégrales  (^\ 

^5.  A.TANT  réduit  au  nAindre  nombre  possible  les  traBSceodanies  (^\  il 

ne  ittte  plus  qu'à  faire  voir  comment  on  peut  trouver  par  approiimation , 
et  d'une  manière  facile  y  la  valeur  de  chacune  de  <:e5  quantités. 
Pour  cet  effet,  considérons  d'abord  la  formule 

\aj      ■*         J  i/(i  — «•)  » 
et  soit  v/(i  — a:')=  i  — J',  ou  a^^o,y—y*^  on  aura  pour  transformée , 

eétte  difiëtentielle  étant  développée  et  intégrée  depuis  j^  =  o  jusqu'à  ^k  i  , 
<xi  obtient 

.  — r*-4- 


%n        »  +  a  2/» .  4^»  2>»  +  a 


\fi)  "^     ^     I  ïttTiJnTBn        *  3»  +  flf  i 

formule  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent. 
26.  En  général,  si  on  veut  avoir  là  valeur  approchée  de  la  qnanUtë  \^ 


/^  rf  r    ^ — ^  îl  faut  partager  cette  intégrale  en  deux  parties,  Tune  dt^uis 

:c*  =  o  jusqu'à  j:*  =  7 ,  l'autre  depuis  ap*=?a7Îu^u'à  j:*=:  i. 

La  première  partie  étant  lomudàee  P,  on  trotive  par  les  développemens 
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ordinaires, 

\/)  a/>        y^+p  2n,^n  2/»-f-/>  .  / 

Pour  avoir  la  seconde  partie  que  nous  nommerons  Q,  il  J&iut  faire  jc"  = 

I  — ^^'j  alors  on  aura 

et  k  trattelbnnée  ^n^  devra  être  intiégrée  ilepcris  j^^'ss:  j  jusqo^à /"5P=  o.  Si 
on  change  son  signe,  elle  devra  être  intégrée  depuis j^'cso  jusqu'à  j^= -^  ; 
on  aura  donc 

^  \q  21»  'ï  +  î?  2/1.471  2/»+^    ' 

II  ne  s'agit  plus  que  de  réunir  ces  deujuparties,  et  on  obtient 

1+2     M-+ — -"^-T— ■T"     ^'    à — ^. r*+     ■  "^^     '/^'/^ — -^^  o  '  1'    "T^c. 

f    «^  \jr  27»       W+î'  27». 4^  2/J-|-g  27>.4/>*07»  OTt-f-^ 

Les  deux  séries  comprises  dans  cette  formule  sont  toujours  convergentes, 
pHÎsque  chaque  terme  ^t  moindre  que  la  moitié  àa  précédent  :  on  obvie 
aiw  à  l'inconvénient  que  présenterait  la  méthode  ordînaiFe,  ^i  on  voulait 

intégrer  tout  d'un  coup  la  valeur  de  f^J  depuis  x  =  o  jusqu'à  â:=  i^  ce 

qui  donnerait  la  suite  très  peu  convergente 

Au  reste ,  lorsqu'on  suppose  pissq7=^a^  la  formule  Qû!)  se  réduit  précisé- 
ment à  la  formule  (g')  trouvée  par  une  autre  voie. 
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lMMM^^tWWM^A»W»»MX^^W^M<»MMy  »^M^<VWV»<^M^^<^MMi^%WI>»WW»»»»WW»W%  VW»W»^W»»»»W»WX»^W¥¥W¥»WWW»W¥VW»»»»W»W»»V» 


CHAPITRE  V. 


De  V Intégrale  faf'dx  log  ^  (i  —  x^y  "" "  et  autres  semblables , 

prises  depuis  x  =  o  jusqua  x=i. 


^27.  On  pourrait,  sans  rien  diminuer  de  la  généralité  de  la  formule,  faire 
71=1 3  mais  pour  l'application  que^ious  voulons  en  faire,  nous  désigne- 
rons par  71,  un  entier  quelconque,  ce  qui  n'empêchera  pas  que  p  ne  soit 
im  nombre  à  volonté  entier  ou  fractionnaire  ,  et  que  l'intégrale  ne  soit  une 
fcmction  continue  de  p.  Soit  donc  l'intégrale  connue  faf^^dx(i — a:")*"~"=Z, 

si  on  la  différentie  par  rapport  à  p^  on  aura  — 3"  ou  Z'=yx^"""tir^-(i— a:")«~"j 
celle-ci  donnera  de  même  par  la  différentiation  ^-7  ou • 

Z'^  =:faf^dx  (jC-j  (i  —  jc")'"";  ainsi  de  suite,  ces  nouvelles  intégrales 

étant  prises  comme  l'intégrale  Z,  entre  les  limites  ^=0,  x=  i. 
Comme  on  a  généralement  par  la  formule  (i') 

Z=   1    .    /^-g        i      .    n^.^n^         i       .    n^.tin-^.3n^     _i_    1  etc 
p  '        n       p+h  n.2n  p+^n  '  n.2n.3n  ' p+dn^^       ** 

on  trouvera,  par  des  différentia tiens  successives , 

/>'^     I      •(/»+p)-^        n.2n        '^+py'^  ' 

Mais  ces  suites  ont  l'inconvénient  de  n'être  pas  suffisamment  conver- 
gentes. 

28.    Pour  avoir  ces  mêmes   valeurs  exprimées  en  suites  plus  conver- 


> 
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.  gentes ,  il  faudrait  partir  de  la  formule  {W)  y  et  la  différencier  par  rapport 
à  py  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire.  En  la  différenciant  une  fois,  on 
aura 

Z' =  £ll°-6H]i  +  2=f  .     '    ^.  2=£:^  .  _1_  +  etc.    } 

Lf  '      1^  /»— <7  I        j^  71— ^r.a/ï— y  I  I 

4-3    •  l  ^«  "♦"  -i;r  •  ÔH^  "''  ~  a«.4n       •  (2»+/))»  "*"  ^^^-    ] 
27»  *  n+y         a».4'».(2»+y)  \n— /»         an— />/  "■    - 

2/l.4/».0/».(0/I+y)  \/l — •/>  271 — p  Oh-j-p/     '  J 

Ces  suites  sont  convergentes,  puisque  chaque  terme  est  moindre  que  la 
moitié  du  précédent;  mais  leur  formé  est  compliquée,  et  elle  le  deviendrait 
davantage  dans  la  différentielle  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé, 
c'est  pourquoi  il  convient  de  recourir  à  d'autres  moyens,  si  on  veut  éva- 
.    luer  facilement  les  intégrales  dont  il  s'agit. 

2Q.  Par  la  formule  de  l'art.  4>  on  a  cette  expression  de  Z, 

P  p+n  /?-Pi^  '  ... 

où  les  facteurs  successif  dont  le  nombre  est  infini ,  s'approchent  conti-* 
nuellement  de  l'unité  qui  est  leur  limite.  Si  on  différencie,  par  rapport 
a  p^  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  viendra 

^  _  (_!: i>V  ^(.—' i_^^.y_IL_  _  _î_^  j.  etc 


Zdp 

Soit  O  ou  0(u)  une  fonction  deu,  telle  qu'on  ait 


:..' 


O  =  —  -—  — r—  H — T r — r~  H — r —  —  — ; — î —  +  etc. 

P         P  +  9         P  +  n         />+<?  +  »         p+^n        p+q  +  M 

dZ        21  "  ^ 

La  fonction  O  (u)  devenant  O  (i),  lorsque  u= 1,  on  aura  —  =^  ou  7rsp4(i), 

Or,  en  différenciant  par  rapport  à  u  la  valeur  de  V,  on  a 

,-  ,    /         bJ»-'   4- ,?+»-«    +.,?+*»—     +etc.       1 

d«  ^  dv  j  __  ,p4t-»«.  „^»t*»-»--  i,m+«i-«_  etc.      )  > 

OU  en  sommant  ces  suites  d<t>  s=  dvy—^ — -^^ — J;*  donc 

.  t.  .1      ■    f  .  »  ■.•.,!  ■   • 

1  ••■■Il  ly.  ..'..■•  !..  '«.' 

I 

=^/  ( — ; TTrY^' 

T.  IL  68 
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Cette  intégrale  doit  être  prise  de  manière    qn'elle  s'ëvanouisse  lorsque 
V  sso;  on  fera  ensuite  u  =i ,  el  on  aura  la  valeur  cherchée  de  4t(i). 
Mettant  x  k  la  place  de  v  et  faisant 

on  aura  Z's=sZT;  donc  si  on  prend,  depuis  a^=o  jusqu'à  x=  i,  les  trois 
intégrales 

la  première  sera  égale  au  produit  de  deux  autres ,  ce  qui  est  un  thëorème 
finrt  remarquable. 

3o.  Pour  étendre  encore  davantage  cette  théorie,  considérons  cçs  deux 
suites  d'intégrales  en  Z  et  T ,  prises  depuis  x  =s  o  jusqu'à  «e  ss  i . 


T'=  rfClr^ixiogi, 

evc*  y  etc* 

Il  résulte  d'abord  du  théorème  précédent  qu'on  a 

Z'srOT. 

Différenciant  cette  équation  par  rapport  à  ^,  et  observant  qu'on  a  ^  ^ 

«.Z',^  =  — Z",  ^=— r,  on  aura  Z"=Z'T+ZT',  ou 

Z"ssZ(T*+'r). 
^Ue-ci  étant  différenciée  de  nouveau  par  rapport  à  py  donne 

Z"'=  Z(T'  -H  3TT'+  T") , 

€t  ainsi  de  suite ,  la  loi  de  ces  expressions  étant  analogue  à  celle  des  diffé- 
rentielles successives  de  la  JEçirmule  iie/"^  • 
Si  l'on  veut  donc  avoir  les  traletm  des  cfnantités  21^  71' j  Vy  etc^  ou  sim  • 
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plement  leur  rapport  à  la  fonction  primitive  Z^  il  faudra  connaître  les  quan- 
tités T,  'F,  Vy  etc.,  en  pareil  nombre.  Mais^  comme  celles-rci  sont  ration- 
nelles, et  contiennent  des  puissances  moins  élevées  de  log-,  on  voit  qu'au 

moins  la  difficulté  est  diminuée. 

3 1 .  Si  Ton  intègre  la  différentielle  x''»+*"-'dr,  depuis  xso  jusqu'à  «=  i, 
on  aura 

/Sc"*+*"'dte  := =s  —  —  —  -f-  — s  —  — î  +  etc. 

•'  m+cL        m        m*        mr        m* 

Si  on  met  la  même  différentielle  sous  la  (orme  a^^^^dx  •  oc*  ^  ou 


«3 


jr*""'dar(i  -H^logxH log*a:  H 5  log' ;r  +  etc.) , 

son  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites ,  sera 


«• 


fxf^-^dx  +  afaf^'^^dx\o^x^ /r"'"*dirlog*a:-f-etc. 

L'identité  de  ces  deux  formules  exige  donc  qu'on  ait 


"Us"» 


et  en  général 


/x— ^lo83(i)  =  *  -^-^ 


I.2.V*  •  •  «fi 


/x—di»  log-(i)  =  i^.^.  (k') 

52.  A  l'aide  de  cette  formule  on  peut  exprimer  les  quantités  'F,  T'',  etc., 
par  des  séries  régulières,  composées  des  puissances  réciproques  des  nombres 
pris  à  des  intervalles  égaux  dans  la  suite  des  nombres  naturels. 

Ainsi  en  développant  d'abord  la  difiërentielle  qu'il  faut  int^er  pour 
avoir  T',  on  a 

r—  fdxloa  i  I       *"""    +  *^"''    "♦•  ^^"^'    +  ^^  \ 

X   —  y  w^  lug  ^^   _  ^(|H^-i_  jp|H-f*Hi-> jc^H-^»-»—  etc.  /  ^ 

et  effectuant  l'intégration  entre  les  limites  jc  s=  o ,  or  =  i ,  il  vient 

•        I  I  I 

68.. 
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Désignons  en  gênerai  par  (a,  /»)",  la  somme  de  la  suite 

laquelle  deviendra  (i ,  »)",  (2,  /»)",  (3,  /»)",  etc.,  selon  qu'on  fera  /ï=  1,2, 
5,  etc.,  /s  étant  constant  :  on  aura  suivant  cette  notation , 

^    iT'=(p,ny-.(p  +  ç,nyl 

>.  (m') 

^T«=  (p,  ny-  (p  +  ç,  ny\ 

etc. 

33.  Il  faut  observer  que  n  et  m  restant  les  mêmes,  on  n'aura  besoin  de 
considérer  les  valeurs  de  (a y  nf^  que  depuis  az=z\  jusqu'à  ai=zn\  car  il 
est  visible,  par  exemple,  que  (/»•+■  i ,  »)"  se  réduit  à  (1 ,  »)"—  1 ,  et  qu'en 
général  on  a 

Par  suite  de  cette  formule,  on  aurait  de  même 

et  en  général  on  réduira  toute  quantité  (a,  /i)",  où  a  est  plus  grand  que  /i, 
à  une  quantité  semblable  où  a  n'excédera  pas  /i. 
On  voit  encore  que  (/» ,  /i)"  représentant  la  suite 


1    .      I 


/.«  ^  (^  ^  (3/»)"  +  ®^^-  ' 
cette  quantité  est  la  même  chose  que 

Si  donc  on  désigne  par  S»  la  somme  des  puissances  de  degré  —  m,  des  nom- 
bres naturels,  en  sorte  qu'on  ait 

i  '  t  •  " 

on  aura  (n ,  n)*  =  —  S..  Enfin  il  est  visible  qu'on  aura  aussi  l'équation 

S.=  (!,«)-  + (a,  »)-....  +  (»,«)-,  (qO 

laquelle,  en  substituant  la  valeur  de  (i>,  »)*,  devient 
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('—;?)'^-=(''")"+^^'")" -*-(''")"+ +  («— I,»)-. 

54*  Considérons  particulièrement  le  cas  de  /^=2,^=:i/^=:i,  alors 
on  aura 

T'  =  (i,a)'  -  (2,2)»  =  (,  -  5)  S.  =  ^  S. , 

r'=  (.,2)»  -  (a,2)«  =  (i  -  ^)  S,  =  I  S,, 

1"'=  (1,2)*  -  (2,2)*  =  (i  -  ^,)  s,  =  l  S,, 
etc. 

On  sait  que  les  quantités  S.^  S4,  Se,  etc.,  sont  connues  en  fonctions  de  tt^ 
et  qu'on  a  Sa=^^*,  84=^0^?  S6=9^^*,etc.  A  l'égard  des  quantités 
S3,  S5,  etc.,  ce  sont  des  transcendantes  particulières  qui  ne  se  rattachent 
point  aux  autres  transcendantes  connues;  il  est  facile  néanmoins  d'en  trou- 
ver les  valeurs  avec  une  grande  approximation ,  par  les  belk^méthodes 
qu'Euler  a  données  pour  cet  objet  ^Calc.  diff.^  pag.  45 1  et  sui^^ 

Au  moyen  de  ces  diverses  quantités,  on  connaîtra  donc  les  intégrales  sui- 
vantes, déduites  des  équations  de  Fart.  3o. 

ç dx  »; 

J   \/{^—XX)     —    2' 


/, 

/, 
/, 


Arlog- 


1  =  -i<«a, 

I— **)  a     ** 


\  =  '-(  log*  a  +  ^V 

I — «*)  a\     "         '    la/ 


et  on  pourra  prolonger  indéfiniment  cette  suite  où  tout  est  connu,  excepté 
Ss ,  S5,  etc. ,  dont  on  connaît  au  moins  les  valeursr  très  approchées ,  jusqu'à 
$,5(Ca2c.  ^]^>pBg.  4^') 


3^  UiTEGRALES  ECLÉRIEKKES, 


CHAPITRE  VI. 

De  la  réduction  des  Transcendantes  désignées  par  (a^  n)"  dans 

le  chapitre  précédent. 

35.  ljcci:'œ^*3^<>^  maintenant  de  réduire  au  plus  petit  nombre  possible 
les  quantités  (i ,  »)*,  (a,  «}*,  (3,  «)",  etc^  qm  répondent  à  one  même  Ta- 
leur  de  n.  Pbur  cet  effiet ,  nous  supposerons  connue  la  fimnnle  suirante  dans 

laquelle  ^  \  (*), 

/ip=:;=^^)4r=^cot-ii.  (O 

Cette  fcnnule  étant  diflEÉrendee  swcenvcmml-par  rapport  à  m  y  donne  les 
résultats  soirans  : 


ô  y*=ï^^'!-'^i = =^a + 1 -- ) 


etc. 


^    r )  Soit  V  =  r^^  — C*^ ^ "  "  ""  ™  wiamat  cm  strie  et  «lésrMit  h>  Jig- 


ou 

I  :kx  3A  sa 

oc  pur  uae  lonnule  qai  «  troaî«  pa^^e  i^Z  de  T/m^^mL  m  Jbè.  »  k 
duità- eot  — ;  dkMC  Ys«€OtM« 


sin'  a«Ê 
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Mettant  au  lieu  des  premiers  membres  les  valeurs  qu'ils  obtienoent  par  le 
développement  en  série  et  l'application  de  la  formule  (k'),  on  aura 

(fl,w)»H-(/i  — a>/iy=:jj^r^cosii« 

etc. 

Ces  formules  serviront  à  établir  entre  les  diverses  quantités  (a,  n^"^  qui  ré- 
pondent à  une  même  valeur  de  n,  toutes  les  relations  qu'on  peut  obtenir 
par  d'autres  voies,  et  qui  sont  données  sous  diverses  formes  dans  les  ouvrages 
d'Euler.  C'est  ce  que  nous  allons  développer  dans  deux  exemples. 

36.  Soit  ;i  =  6  et  m  =  a ,  on  aura  l'équation  générale 

(a,»)-  +  (6-a,6)-=,-5^, 
d'où  l'on  déduit  successivement 

•.(.,6)-+(4,6)-=-5^1;/,  (uO 

(3,6)-H-(3,6)'=2?^ 

OU  en  substituant  la  valeur  a»  =s  ^ , 

(i,6)'  +  (5,6)'«^*, 

(3,6)'4-(4,6)'  =  ^, 

La  somme  de  ces  équations  est 

('  "  è)^-  =  ÎÏS  ^> 


d'où  l'on  déduit  S^qs  ^  7r%  ce  qui  est  un  résultat  connu  j  mais  la  démons- 
tration qu'on  en  donne  ici  n'en  est  pas  moins  remarquable. 

Outre  cette  valeur  de  S, ,  on  oonnsdt  (3^6)'==;^  ^,  (6,6)*=:  ^  8=77^  tr*: 
mais  les  quatre  autres  quantités  (i,6)%  (a|6)%  {4fi)%  (5>6)*  ne  peuvent  être 
déterminées  par  les  équations  précédentes. 
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Observons  cependant  que  puisqu'on  a 

(a,6)«=^  H-i-,  +  ^  +  ^  +  etc., 
il  en  résulte 

(2,6)-  =  ^  (,  +  ^.  +  L  +  -1,  +  elc.)=  i  (,,6)-  +  i(4,6)-  ; 

donc  les  quatre  quantités  dont  il  s^agit  peuvent  être  dé^minées  au  moyen 

de  l'une  d'entre  elles,  par  exemple,  au  moyen  de  (1,6)*,  de  la  manière 

suivante  :  *  * 

(i,6)«  =  Ç 

(4,6)-  =  Jg  *.  -  J  ç   )•  ("'^ 

(5,6)-  =  i  ^  -  C       ■ 

37.  Quant  à  la  valeur  absolue  de  ^,  elle  n'est  déterminable  exactement  par 
aucune  formule  connue;  mais  on  peut  en  trouver  une  valeur  aussi  ap- 
prochée qu'on  voudra  par  la  méthode  qu'Euler  a  donnée  {Cale,  diff, , 
pag.  45 1.) 

Pour  cela  ayant  fait 

on  trouve  en  général 

II  A't*         .        B'/i' 


Cl  II  I  £Ln  , 


A',  B',  C,  ly,  etc.  étant 4a  suite  des  nombres  Bemoulliens. 

Il  résulte  de  cette  formule  que  la  somme  de  la  suite  prolongée  à  Tin* 
fini  étant  désignée  par  (a,  /i)%  on.  a  (a,  /i)*=:G;  donc  réciproquement 
on  a 

(a,  nf  1=,   s   -\ . r —    -•  7—; r;  -f- 


5  +  /^  L.^.Ny  —  etc.  (a:') 


On  sait  que  la  suite  A^,  B',  C,  1/  est  divergente  à  compter  du  troisième 
terme ,  et  le  devient  plus  que  toute  pri^ession  géométrique  donnée  \  d'où 
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il  suit  que  la  suite  contenue  dans  la  formule  {pcf)  deviendra  nécessaire- 
ment divergente  après  un  certain  nombre  de  tenues.  Mais  ce  qui  est  (oçt 
remarquable,  c'est  que  cette  formule  n'en  est* pas  moins  propre  à  donner 
la  valeur  de  (a,  n)^  avec  tout  le  degré  d'approjiimation  qu'on  peut  désirer. 
Pour  cela  il  faut  donner  à  x  une  valeur  arbitraire  d'autant  plus  grande 
qu'on  voudra  obtenir  une  plus  grande. approximation  (la  valeur  ^=  ko 
suffit  pour  donner  18  ou  âo  décimales  exactes).  Au  moyen  de  cette  va- 
leur y  on  commencera  par  prendre  la  somme  effective  de  la  suite  > 

.^  +  ,-r-^.  H- 71^^. +       ' 


substituant  cette  valeur  de  s  ainsi  que  celle  de  x  dans  l'équation  {pc')^ 
on  aura  pour  la  valeur  de  (a,  nf  une  suite  d'abord  très  convergente  , 
mais  dont  la  convergence  diminuera  de  plus  en  plus,  jusqu'à  un  certain 
terme  où  elle  deviendra  divergente,  et  cette  divergence  augmenterait  de 
plus  en  plus  à  l'infini. 

Par  le  calcul  des  termes  successifs ,  on  obtiendra  des  résultats  alterna- 
tivement plus  grands  et  plus  petits  que  la  valeur  cherchée,  et  on  devra 
s'arrêter  aux  termes  où  cesse  la  convergence. 

Ces  termes  indiqueront  deux  limites  fort  rapprochées,  entre  lesquelles  se 
trouve  nécessairement  la  valeur  de  (a ,  »)*. 

Si  ces  deux  limites  ne  donnaient  pas  encore  une  approximation  suffi- 
sante ,  il  ne  resterait  d'autre  parti  à  prendre  que  de  recommencer  un  nou- 
veau calcul  en  donnant  à  x  une  valeur  plus  grande.  Mais ,  pour  l'ordinaire, 
une  valeur  médiocrement  grande  de  x  donnera  une  très  grande  approxi- 
mation. 

Nous  donnerons  ci-après  un  exemple  du  calcul  de  c$s  sortes  de  suites 
qu'on  peut  appeler  suites  demi-convergentes. 

38.  Soit  maintenant  /7i  =  3  et  n  =  6,  nous  aurons  l'écpiation  générale 


«'  C09  am 


{',Sf-(.6-a,6y:=--^^, 


(i'où  l'on  déduit  les  deux  suivan  tes  : 


'î  ., 


(1,6)»  ~  (5,6)»  ^'-^i  ^  4-'V3| 

I  ^ 

D'ailleurs  on  a   (6,6)^  =  ;;^  Sj ,  et 


(y') 


(i,6)»  +  (2,6)»  +  (3,6)'+(4,6)V+  (5^)»  =?î^  S» 
T.  11.  69 


A 
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G^^Uàtiond  sont  iûsufiisantés  pour  déterminer  toutes  les  inconnues; 
mais  tes  diviseurs  de  6  ^^qui  sont  3  et  5,  en  fournissent  de  nouvelles. 
On  a  en  effet , 

(^,6)'=  J  (^+Hf3  +  Î^-Htc.)=:g  [(1,6)3+ C4,6)^], 

C3,6)»  =  ^(i+^3+i+^  +etc.)  =  i^[(,, 6)3  + (3,6)»+ (5,6)3]  ; 

de  là  on  voit  que  les  cinq  quantités  (r,6)',  (3,6)^,  (3,6)3,  (4,6)3,  ^5  5)3  ^^ 
détermineront  en  supposant  connue  l'une  d'entre  elles.  Ainsi  en  faisant 
(1,6)3  =  ^,  on  aura  • 

(1,6)' =  0, 

(5,6)'  =  ^  (e  -  a«»V5), 

(5,6)»  =  Ç  -  4«*  V^5. 
La  somme  de  ces  quantités  doit  être  ^ale  k  ^  8$ ,  ainsi  on  aura 

£i|s,  =  ^e-  ^«»  1/5, 

où 

S,  =  iîËÇ-  4?îû,3  ^5. 
'  9»  ^  9" 

Réciproquement  on  peut  exprimer  toutes  les  quantités  (i,6)3,  (a,6)^  etc., 
au  moyen  de  S3  et  de  a»  =  g,  et  on  trouve 

(1,6)»  =  1^  s,  +  W  |/5 


(5,6)»  =  X  S, 


2II 

il  _ 


(4,ft)»  ==1  J«  s.  -  V  v/5 


(O 


I 


(^  «  ^  S»  -  a«»  /s 


59.   Oa  4l^|un«it  Mséiueiit  dés  ^uations  (  q"  )  les  autres   propriétés 
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conQu^s  des  c^aQtltés-(a,  n)*,  c'est-à-dire  des  suites  qui.  résultent  de  la 
décompoùtion  de  la  suite  générale 

S- =  i  +  ^  +  ^ +^-f-5ï '+ etc. , 

en  prenant  les  termes  de  trois  eh  trois,  dé  quatre  en  quatre,  ou  en  général 
de  n  en  n.  On  trouverait'»  par  exemple ,  que  la  suite 

'  —  S^i-^gï^^  +  ^^'^- 
est  sommable  lorsque  m  est  impair^ et  qu'elle  ne  Pest  pas  lorsque  m  e%t 
pair.  ;     :  . 

On  trouverait  au  contraire  que  la  suite  *  ^-  f  —  .      • 


.  .  i  .  .  •     ■■     '- 


1  -H  5«  +  gi  +  :^  +  etc.    • 

est  sommable  lorsque  m  est  pair,  et  qu'elle  né  Test  pas  lorsque  m  est  im- 
pair. Le  mot  sommable.  est  ici  eatendu  non  dans  un  sens  absolu ,  mais 
relativement^  aux  méthodes  connuèsvjusqi:^âh'pfésiént. 

Ces  choses  n'ayant  point  de  difficulté,  et  ayant  d^ailleur^  élé-déUlôtitl^ 
par  d'autres  voies,  nous  ne  nous  y  arrêterons  paa  davantage.  Nous  ferons 
voir  seulement  comment  on  peut  trouver ,  par  des-saftes  qui  soient  conver- 
gentes dans  toute  leur  étendue,  les  valeurs  des  ^quantités  Ç  et  Ss'^tu'séM 
restées  inconnues  d&us  les  art.  36  et  58*;  redierc^e\  [dos  difficile  qu'elle  ne 
paraît  au  premier  coup  d'œil^  parce  qu'en  suivant  les  méthode3:  ipiî  r00 
présentent  naturellement,  pa  iretotnbe  auc^a  mèmte  difficulté  qu'on  voulait 
résoudre. 

40.  Pour  obtenir  d'abord  la  valeur  de  S^,  j'cAsinrve  qu'cMi  petrt'^yftp- 
poser  .  .,N  ,,.  I 


(5,6)»  =  i/^iog-/ 1; 


'■•    .::rM'     '■  ■-        1      « 


I  <■■ 


»  •  « 


-.1 


■.V  _  '         «t 


(6,6? 


(S^ 


'^'^      ^  r^dy 


69. 


!•  • 
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car  les  seconds  membres  étant  intégrés  depuis  7*  =  o   jusqu'à  jrzsn^ 
au  moyen  de  la  formule  {k) ,  ces  équations  deviennent  identiques. 

Or,  d'après  les  équations  {j')y  on  a 

(1,6)»  -  (5,6)»=i/f^rfrlogV  =  4«'^5, 

(a,6)»  -  (4,6)»=  i  /^^  dr  Xo^jr  =  ^3. 

Ces  deux  équations  ajoutées  ensemble,  puis  soustraites  l'une  de  l'autre, 
donnent  les  deux  suivantes  :  ^ 

^Ji-y+y       '**  ^^^  3i/3  —       9     ' 
dé  sorte  qu'on  a  entre  ces  intégrales  le  rapport  très  simple 

mus  cette  formule  est  susceptible  d'être  généralisée  ainsi  : 

J*i—y+y'~   a"   J  i+y+y  ^  ^ 

En  eflfet,  soit 


on  aura 


mettant  dans  cette  dernière /*•  au  lieu  de  j^,  il  viendra 

et  par  conséquent  P  =  ^  ^"  Q. 

Par  la  combinaison  des  équations  (a'') ,  et  la  substitution  des  valeurs  don  - 
nées  par  les  équations  (z') ,  on  obtient 

Soustrayant  la  seconde  de  la  première,  on  ftura 


^ 


CHAPITRE  IV.  401 

1  Al±>)^1îÊ2:-4  s,+ iÊ  «  V5  ; 

aj       i-hy+y         9  9        ^ 

d'ailleurs  on  a  déjà  trouvé 

donc  en  éliminant  a»' ,  on  aura 

C'est  de  cette  formule  que  nous  allons  tirer  la  valeur  de  Ss- 
4i.  Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  faire 

La  première  partie 

donc  on  aura 

"c  —  r  i (1  — J^) ^ylog^y    ■ 

soit^  ss    j7  ->  et  la  transformée  sera 

formule  qui  doit  toujours  être  intégrée  depuis  z  s=  0  jusqu'à  2  =3  i. 

On  voit  maintenant  que  comme  a^  est  toujours  plus  petit  que  x ,  on 

pourra  réduire  r^fp  en  une  série  convei^ente,  de  sorte  que  l'intégrale  ne 

dépendra  plus  que  de  termes  de  la  forme  fz^'*'*dz  log'j^.  Mais^  pour  rendre 
la  série  encore  plus  convei^ente,  je  &is  s*  =s  i  —  u^,  et  j'ai 

int^rale  qui  doit  être  encore  prise  depuis  iis=o  jusqu'à  11=  i. 
Cette  intégrale  étant  prise  par  parties,  devient 

-5Ïog(i-^^.log'^+y^log7.1o^i~9;       . 


la  première  partie  s'évanouit  aux  deux  limites  de  Intégrale;  ainsi  on  a  sim- 
plement      •  « 
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Développant  log  Ti  —  7;)>  et  substituant  la  valeur  -^  =  -^  — rv^*^  ^""^ 

Soit  donc 

i/«-rfz  log  i  =  P', 

i/«*iz  logi  =  P", 
etc. , 
ces  intégrales  étant  prises  depuis  2=0  jusqu'à  z  =s  i ,  et  on  aura 

^S,=  P«4--.-j  +  3.^4-^.^  +  elc. 

42.  Pour  avoir  maintenant  les  quantités  P%  P',  F',  etc.,  J'observe  qu'on 
a  en  général 

/u^dz  log  -  =  1(^  ^fu^dz  H-/ —  .  fw^dz, 
y         y  j  y  j  y 

Dans  cette  formule ,  nous  supposerons  que  l'intégrale  fu^dz  est  prise  de 
manière   qu'elle  s'évanouisat    lorsque  2=1    ou    li  =  o ,   alors  la   partie 

log  -  fvf^dz  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  et  on  a  simple- 

ment 

OÙ  l'on  voit  que    les  logarithmes  ont  entièrement  disparu ,  et  qu'on  ne 
doit  plus  tenir  compte  que  de  la  relation  ii*=  i  — -  s*. 
On  a  d'ailleurs 

J  fli»  -f*  t  J  ■     2/»  4-  1  ' 

multipliant- de- part  et  d'autre  par—  et  int^rant,  on  aura 


4-1  J     ajn-f- 1 


2m 


Or,  zifo=  — ^ uiu,  e^par  conséquent 


«  1 . 


V    awi+i         J  21»  +  1  ■*■  (ai»  + 1)21»   •* 
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celle  intégrale  devant  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=  i ,  elle  se  réduit 
^  ""  izrïi — m  3  donc  on  aura 


^m 


p(«)  :::3  _1^L-  ,  pC«-0  «. 


lia  première  valeur  *  - 

donc  on  aura  successivement 

P»  =  log  2, 

P'  —  î  p»  __  _L. 

3  2.3' 

5  '^         4.5' 

7  6-7' 

etc. 

Au  moyen  de  cette  loi  très  simple,  on  calculera  aisément  tes  différens  termes 
de  la  suite  décroissante  F",  F',  F",  F'",  etc.  Ensuite  on  aura  Ss  par  la  formule 

S,=-(^P+i.-j  +  3.|:+.^.^  +  etc.); 

ce  qui  donne  une  approximation  très  rapide,  puisque  chaque  terme  est 
moindre  que  le  quart  du  précédent. 

En  calculant  cette  suite  jusquW  terme  F^'  inclusivement ,  on  trouve 
Sjss  1 .2020567.  Euler  a  trouvé  par  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  y 
et  en  poussant  l'approiimation  beaucoup  plus  loin, 

Ss  £==   I  .  20)05690$  1 5969428 1  - 

(Voyez  Cale,  diff.^  page  453.) 

43*  Pour  trouver  par  des  procédés  semblables  la  valeur  de  la  trans- 
cendante X,y  demeurée  inconnue  dans  les  équations  (u^),  jjpbservc^u'on  a 


(>.6)-=/7^''>8^  =  î. 
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de  là  je  tire 

(i,6)'  +  (a,6)--(4,6)«-(5,6)-=J7|^.  =  ï?:— ^*'; 


donc 


tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  cette  in  Ivraie. 

Si  on  fait  successivement  7  =  î  (i  —  «) ,^  =  J  (i  -|-  «),  et  qu'on  ajoute 
les  deux  transformées  prises  positivement,  on  aura 

nouvelle  int^ale  qui  doit  encore  être  prise  depuis  u=o  jusqu'à  u  =  i . 
La  première  partie  de  cette  intégrale 

/^^^!^=  V73  '°S  4.  arc  tang  ^, 

et  en  faisant  u  =s  i ,  elle  se  réduit  à 

alog  4     ^  a^rjogj 

ï/3     •  6  ^"      3v/3    • 
L'autre  partie 

étant  appelée  T ,  on  aura  par  le  développement  de  la  fraction, 
or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

et  puisque  la  quantité  (i  —  tt'*^*)  log  (i  —  «')  s'évanouit  au%deux  limites 
de  l'intégrale ,  on  a  simplement 

/-«-du  log  (1  -  «.)  =  _L_y'i=^ .  a  «d« 
Développant  la  quantité  sous  le  signe  et  intégrant  depuis  11=0  jusqu'à  11=  r^ 
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on  aura 

donc  enfin 

T  =  |.(i-loga) 

+  etc. , 

série  convergente ,  puisque  chaque  terme  est  moindre  que  le  tiers  du  précé- 
dent. T  étant  connu,  on  aura  Ç  par  la  valeur 

r—  ^    ,    Srloga    ,     5  rj. 
^~  i8^    181/3   ^  12  ^' 


W<M%»<MM^iVVV%^^VV»VW^^%<M^/%M^VWV»^^W<W^W»»V»%»W^%W»»»W»WW<W>M^>^^ 
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Des  Intégrales  Eulériennes  de  la  seconde  espèce. 

44-  vJONSiDÉRONs  maintenant  l'intégrale /x*"^â?  Hog-J  ,  que  nous  suppo- 
serons toujours  prise  entre  les  limites  or  =  o,  x  =  i.  On  a  d'abord,  en  in- 
tégrant par  parties,  - 

et  comme  la  partie  hors  du  signe  s'évanouit  aux  deux  limites,  pourvu  qu'on 
suppose  n^  0,  on  aura  alors 

/a:—  dx  (logij = ^faf^^dx  (logi)""'  j  («) 

et  en  général,  si  n  est  un  nombre  entier  positif, 

T.  n.  70 


4o6  INTÉGRALES  EUUÉRIENNES, 

Lorsque  /i  ne  sera  pas  an  nombre  entier,  Pînlégrale  fa^'^^dx  ^log  -^ 

sera  en  général  une  transcendante  dont  il  convient  d'examiner  les  pro- 
priétés. 

Et  d'abord,  au  moyen  de  la  formule  (tf),  on  pourra  toujours  rame- 
ner cette  transcendante  au  cas  où  Td^kosant  n  est  compris  entre  o  et 
—  1. 

De  plus ,  j'observe  que  sans  rien  diminuer  de  la  généralité  du  calcul , 

on  peut  faire  mz=xi  ;  car  la  formule  fa^^^dx\\o^  -  J  étant  proposée,  si 
Ton  fait  ar"=z,  cette  formule  deviendra  -ir^i/^  0^")  • 

45.  Cela  posé,  il  suffira  de  considérer  l'intégrale  y cte  Oog~)      ?    ^®°^ 

laquelle  nous  supposerons  que  a  est  positif  et  plus  petit  que  l'unité.  Cette 
quantité  étant  simplement  fonction  de  a,  nous  la  désignerons  par  V  {a)  et 
nous  ferons 

r(a)=:/j;r(iûgiy"'.  (» 

L'objet  des  recherches  suivantes  est  d'évaluer  la  fonction  V  (a) ,  lorsque  a 
est  une  fraction  rationnelle  donnée^  telle  que  \y\^  f?  etc.,  et  nous  nous 
proposons    particulièrement  de    comparer    entre  elles    les  fonctions   qui 

répondent  à  des  valeurs  de  a  de  même  dénomination  ,   telles  que  F  \r^ , 

r  (-) ,  etc.  Enfin  nous  chercherons  aussi  à  détenbîner  par  approximation 

la  transcendante  T{a)  pour  toute  valeur  de  a  rationnelle  ou  irrationnelle. 

46»  Ètt  prenant  lea  iotëgrales  depuis  xs=  o  jusqu'à  x^sz  i ,  et  suppo- 
sant 771  ^  I  )  on  a  cette  formule  de  réduction , 

d'où  il' suit  que  À  m  est  un  entier ,  on  atnra  exactement 

Désignons  par  ^  (it^  /n}  l'intégrale  Jx^'^^àxi^i^^^c^Y'^^^  prise  depuis 
xcsso  jusqu'à  .r  =  1 9  et  d^ans  l'hypothèse  que  m  est  un  entier  positif,  on 
aura  donc 
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Dans  cette  équation,  mettons  successivement  Am  et  (A+  ï)m  à  la  place 
de  /7i,  nous  aurons  » 

I  .2.3.  .  .  .  A771  + ?7t— X  A  M^f^       %.««     I     \ 

Divisant  la  seconde  par  la  première,  et  faisant  pour  abrê^r,  a+A/wff=tf', 
il  vient 

A/n.A77i  +  i  .A7W  +  2, .  .Am+;i^— I  """        **.(*,  A?w  + m)' 

mais  en  mettant  «'  à  la  place  xle  ol  dans  l'équation  primitive ,  on  a 

1 .2.3.  .  .  .171  — ■  t  ..JB6 


et  -f*  ^  •  "  +  26. , .  «  +  m^  ■»  .16  :  ■      ** 

et  multipliant  ces  deu'x  équations  entre  elles,  on  a  pour  produit 

fi  ^  (tf ,  Xm) .  ^  (ce  «f"  Awit,  77t) 


1.2.3...  ,711'-^  I 


A/lï.AJTl  +  !•  •  •  •^''^"t" ''^"*"I  ^(«9  Al» -(-m) 

Le  premier  membre,  en  vertu  ^de  Féquation  primitive^  peut  être  rcjpré- 
senté  par  fx^^'^^dx{i — x)"^';  et  parce  qu'on  peut  mettre  of  à  la  place 
de  or,  sans  changer  les limitea.de Tintégrale,  U  peut  ^tre  «aum  ffejvc^Qté 
par  nfx^^^^dx  (i  —  x")"^*;  donc  on  a 

Cette  équation  ainsi  exprimée  par  un  nombre  fini  de  termes,  acquiert  une 
plus  grande  généralité ,  et  ne  suppose  plus  que  m  est  un  nombre  entier. 

En  effet,  les  deux  membres  devant  se  réduire  à  une  même  fonction  de  m 
et  de  Xm,  ^^aquelle  est 

I  /»— I  I      ^^m— I  .m  — a  i 

AT»  I  Xm+^  i»^    .  ^+2  ' 

•  ■  ■ 

on  est  maître  de  donner  à  tti  et  A  desvaleurs  positives  <]uelconqueS|  et  à  plus 
forte  raison  aux  quantités  et,  ^,  ;i,  qui  disparaissent  dans  les  deocs: membres. 
47'  Soit  donc  eit='i  et  €  =  à  un  infiniment  petit,  on  tiura 

i-a<  =  5logl,  et*(et,m)==Ç--ya^(7i)"^, 

I  <  •    .  '  >    I  r 

70.      . 
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de  sorte  qu'on  aura  en  général 

4>(«,A)  =  5»-'.r(*). 

Au  moyen  de  cette  formule ,  l'équation  («T)  devient 
Soit  maintenant  mz=z^^  >jn:=s^,  on  aura  donc 


Le  premier  membre  u'est  autre  chose  que  la  transcendante  désignée  ci-des- 
sus parf-J;  ainsi  on  aura  cette  équation  remarquable 

D'où  l'on  voit  que  la  transcendante  f^j  serait  connue ,  si  on  connaissait, 

pour  la  même  valeur  de  n,  les  fonctions  de  la  forme  F  T-Y  a  étant  entier. 

48.  U  résulte  d'abord  de  cette  valeur  de  T-Y  qu'on  peut  échanger  entre 

eux  les  nombres p  et  ^,  et  qu'ainsi  on  a  r^j  =  T-J,  ce  qui  est  une  des  prin- 
cipales propriétés  de  ces  fonctions. 
De  plus,  on  tire  de  cette  formule 

Dans  le  second  membre,  il  ejt  visible  que  deux  des  nombres  p^  Çp  r^  peu- 
vent être  échangés  à  volonté ,  ce  qui  donne  le  théorème  fondamental  contenu 

dans  l'équation  (e) , 

(?)  •  (^) = (î)  •  e^o . 

dont  on  a  ainsi  une  nouvelle  démonstration  très  simple. 
49*  Faisons  voir  maintenant  comment  les  fonctions  F  se  déterminent  au 

moyen  des  fonctions  T^J  supposées  connues  pour  une  même  valeur  de  n. 

Observons  d'abord  qu'au  moyen  de  l'équation  (a)^  on  a  en  général 
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r(a+i)  =  arCo),  (Ç) 

ce  qui  permeltra  de  réduire  les  cas  où  a  est  plus  grand  que  l'unité  à  ceux  où 
il  est  plus  petit. 

Si  l'on  a  a  =  1 ,  alors  F  (a)  se  réduit  à  fdxz=:x^z  i  ;  ainsi  on  a 

r(i)  =  I.  (») 

Cela  posé^  faisons  q^i^n-^p  dans  l'équation  (c) ,  alors  la  valeur  du  pre- 
mier membre  est  connue,  et  on  a 

sin/>«  '>r(i)  ' 

ou  en  d'autres  termes , 

r(a)  r(i— a)  =  -:^^.  (fl) 

Lorsque  a  =  j  ^  on  a  (Fa)*  =:  tT  ;  donc 

r(i)==v/7r.  0) 

L'équation  (9),  très  remarquable  dans  cette  théorie,  fait  voir  qu'il  suffit 
de  connaître  la  valeur  de  F  {x)  depuis  x^=>\  jusqu'à  or  =  i ,  et  on  en  dé- 
duira les  autres  valeurs  de' cette  fonction  depuis  x^^\  jusqu'à  a:  =  o. 
Au  reste,  la  valeur  de  F  {x)  depuis  x  =  ^  jusqu'à  ar=  i ,  ne  varie  qu'entre 
les  limites  ^tT  et  i,  ou  1,77245  et  i ,  tandis  que  depuis  :vs=:^  jusqu'à 
ar  =  o,  elle  varie  depuis  1,77245  jusqu'à  l'infini;  et  en  particulier  lorsque 

a  est  infiniment  petit,  la  formule  (9)  donne  F(a)=  -. 

5o.  Si  dans  l'équation  (c)  on  fait  p^=iij  et  qu'on  prenne  successivement 
^  =  1 ,  2 ,  3  •  • .  <  jusqu'à  71  —  I ,  on  aura  cette  suite  d'équations  : 


/i\_   ^  \n)^\n) 


0= 
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Multipliant  les  a  —  i  premières  équations  entfe  elles ,  on  aura  le  produit 

G)  •  G)  •  (0  •  G) tir) = ^^ 

si  on  les  multiplie  toutes,  ou  qu^on  fasse  az=:n^Jie  produit  donnera 

'G)="v/G-G)-G)-© (;rè;)]. 

Soit  donc  pour  abréger 

T = \/G  •  (0  •  G)  G) (~T)]  ' 

et  on  aura 

^  G) = -•■«•• 

Connaissant  tT-),  on  en  déduira  rf-J  par  l'équation   déjà  trouvée    qui 
donne 

(9(7i^)----(;rT7) 


'   '  I 


(») 


Et  comme  les  quantités  T-j,  f-\  T^J,  etc.  sont  censées  connues  pour 
chaque  valeur  de  /i ,  il  ne  reste  plus  rien  à  désirer  pour  la  détermina- 
tion des  Fonctions  T  f-\ 

Ces  formules  font  voir  que  toute  fonction  tC-j  où  -  est  rationnel ,  peut 

se  déternûner  en  général  par  ta  quadrature  des  courbes  algébriques  ;  mais  ce 
moyen  de  solution  ne  s'applique  avec  succès  que  dans  le  petit  nombre  de 

cas  où  nous  avons  fait  voir  que  les  înt^rales  (j-j  relatives  à  un  même  nom- 
bre 7»,  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  elliptiques. 

5i.  Réciproquement,  si  on  connaissait  la  valeur  de  F  (x)  pour  toute  va- 
leur rationnelle  de  Xy  moindre  que  l'unité,  il  serait  facile  de  déterminer 

l'intégrale  T-Jj  car  on  a  en  général 

r(ïVm 

r^W  ■  >r  W;  (A) 
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et  s'il  arrive  que  P'^q  soit  >  /» ,  on  changera  y  d'après  l'é^lion  (Ç) ,  cette 
formule  en  celle-ci 

(p\ = w_w — ^  ^^,y^ 

Nous  remarquerons  que  ces  formules  sont  propres  à  donner  l'expression  géné- 
rale de  T-jau  moyen  des  quantités  de  la  même  espèce  T-),  \-\  fô),  etc. 

En  effet,  les  \aleurs  de  V  f-V  T^-j,  Tr^^^j  étant  tirées  de  la  formule 
(x),  on  en  déduira 

^^~     (t)G)(D (,-iî)     '  .• 

formule  qui  servira  t^nt  que  p^<i  sera  plus  petit  que  n.  ^ 

Si  on  a  ^'+  ^  >•  /z,  il  faudra  faire  usage  de  la  seconde  formiJe,  qui  don- 
nera j^  de  semblables  substitutions, 

Ces  formules  répondent  aux  équations  (k)  et  (n)  trouvées  ci*dessus^  et  on 
les  ferait  coïncider  entièrement  en  substituant,  au  lieu  de  chaque  quantité 

T- j  ,  sa  valeur 

/i\         A4  siii(a  +  i)  i» 
\aj  sm  jj  ' 

ainsi  tes  fonctions  F  offrent  un  nouveau  moyen  direct  et  très  simple  de  déter- 
miner l'expression  générale  des  quantités  T- \ 

5a.  Pour  revenir  aux  quantités  F  {a) ,  nous  avons  déjà  trouvé  Féquatiori 


F(a).F(i  —  a)  =  ^^, 

au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  de  la  fonction ,  depuis  a  =  o  jusqu'à  â=:^, 
sie  déduisent  des  valeurs  supposées  connues,  depuis  a  s=  \  jusqu'à  £Z  =  i  • 

Nous  allcms  prouver  uhérieqroment  qu'il  suffit  de  connaître  les  valeurs 
de  la  fonction  dans  la  moitié  de  cet  intervalle,  c'est-à-dire  seulement  depuis 
a  ss  I  jusqu'à  a  =?  i  ^  et  on  en  déduira  tontes  les  autres  valeurs. 
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En  efièt,  si  on  suppose  a  ^\n,  l'équation  (e)  donne  tout  à  la  fois 


©= 


Ul.  — o/ 


»r(^) 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (d') ,  puis  mettant  simplement  a  au 
lieu  de  -,  et  réduisant  les  fonctions  d'après  la  formule  (9),  on  aura 


*|i— âtf 


T(a)  =  —  cos  OTT.T  (2a).r  (^  —  «) , 

équation  qui  suppose  a  <C  ?• 

Cette  équation  combinée  avec  l'équation  (â) ,  donnera» 

r(i— a)  =  -pJ^cosa7irr(i  — 2«)r(i4-û);  ^ 

enfin  de  celle-ci  on  déduit,  en  mettant  a  —  ^  au  lieu  de  a, 

r  (a)  =  ^'Ilivi^r ,  iiçiizfl.  (.) 

^  ^  sin  aw       r  (a  —  aa)  ^  '' 

53.  Nous  supposerons  connues  les  valeurs  de  F  (a)  depuis  a  s=  ^  jusqu'à 
a=  I. 

Cela  posé,  i^.  Le  second  membre  de  l'équation  (v)  sera  connu  pour  toute 
valeur  de  a,  depuis  a  =s  •[;  jusqu'à  a  =:  |;  donc  on  connaîtra  F  (a)  dans  ce 
même  intervalle  depuis  a  =  ^  jusqu'à  a  =  |.  ' 

2*.,^  Au  moyen  de  ce  premier  ?as,  le  second  membre  sera  connu  si  a  —:2a 
est  compris  entre  ~  6t  f  ;  on  connaîtra  donc  F  (a)  toutes  les  fois  que  a  est 
compris  entre  -J^  et  ff. 

3*.  Au  moyen  des  deux  premiers  cas,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (v)  sera  connu  si  2  —  2a  est  compris  entre  ré"  ®^  rfî  donc  on  connaîtra 
F  (a)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  depuis  a  s^  f  =  37  jusqu'à 


a.  ^=  *  ' 


4^.  Le  second  membre  sera  encore  connu  si  a  —  2a  est  compris  entre 
f*  6t  TT?  ^^"^  r  (a)  sera  connu  depuis  a  =  JJ  =  -f?  jusqu'à  a  =  ||,  et  ainsi 
de  suite. 

Par  ces  diverses  opérations  les  valeurs  de  a  pour  lesquelles  F  (a)  devient 


CHAPITRE  VIL  4i5 

connu,  se  rapprochent  alternativement  de  la  limite  f,  qu'elles  n'attei- 
gnent cependant  qu'à  l'infini,  puisque  |  ne  peut  pas  s'exprimer  exactement 
en  fractions  dont  le  dénominateur  soit  une  puissance  de  2.  Mais  on  voit  que 
par  quatre  opérations  seulement,  l'intervaBe  où  T{a)  reste  à  déterminer,  ne 
s'étend  plus  que  depuis  a  =:f^  jusqu'à  a=:^.  Une  cinquième  opération  res- 
serrerait cet  intervalle  de  ^  ou  -^  à  7!^,  et  ainsi  de  suite. 

La  limite  commune  de  ces  suites  est  f  3  et  F  f  se  détermine  directement  en 
faisant  a  =  j  dans  la  formule  (v) ,  ce  qui  donne 

54*  Dans  les  cas  particuliers  où  l'on  chercherait  à  déterminer  une  valeur 
de  F  (a),  on  ne  doit  s'embarrasser  aucunement  de  la  distinction  des  cas  pré- 
cédens,  et  l'application  immédiate  de  la  formule  (y),  répétée  autant  de  fois 
qu'il  est  nécessaire ,  ou  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  d'incgnnue  à  déterminer, 
conduira  toujours  au  résultat  qu'on  cherche. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  F (0.675),  on  aura 
directement 

T-/     ^  ft'N        2-^-*^V/*-    r  (0.825) 
FC0.675;  =  3i^3éo3^/  •  r(o.65)- 

Dans  le  second  membre  F  (o.65)  est  inconnue;  pour  la  trouver,  il  faudra 
faire  une  seconde  appHcation  de  la  formule,  et  on  aura 

une  troisième  application  donnera 

„/        X       2— •*•»/»    r(o.8) 

enfin  une  quatrième 

F(0.O0)  = : V-  •  -^>     Q\i 

^         ^  8m72®        r(o.o)' 

d'oû-^u  remontant  on  conclura  la  valeur  de  F  (0.675)  exprimée  en  quantités 
connues.  Cette  détermination  est  un  peu  longue  dans  ce  cas,  parce  que  o  .675 
approche  beaucoup  de  la  limite  3.    • 
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CHAPITRE  VIII. 


Considérations  générales  sur  les  Intégrales  Eulériennes  de  la 

première  et  de  la  seconde  espèce. 


55.  JbiN  désignant  par  T-j  l'intégrale  /-;; ^ — ,    prise  depuis  a;=co 

^^^  •^    V'Ci— *")«-^ 

jusqu'à  ^  =  I ,  Euler  avait  pour  but  de  comparer  entre  elles  les  diverses  in- 
t^rales  de  cette  forme  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  /i,  et  il  suppo- 
sait d'ailleurs,  les  nombres /7|  q^  n  entiers;  mais  on  peut  considérer  les  choses 
d'une  manière  plus  générale. 

Soit  af^iij^  on  aura,  la  transEbcmée  - /^•""'  djry{i  — j)"""'  j    mettant 

dans  celleH^i  )[^  et  9  à  la  place  de  ^  et  - ,  elle  deviendra  -  j()^'"r*^  (i  — jrjf->^ 

nouvelle  intégrale  qui  devra  toujours  être  prise  entre  les  limites  j^  =  o , 

De  là  on  voit  que  l?iqtégrarey2c^^"A:(i  —  Jc)»""',  prise  entre  les  limites 
j:=o,  x:=:  1 ,  comprend  l'intégrale  d'Euler,  lorsque^  et  q  sont  supposés 
rationnels;  mais  elle  pourra  en  x:eprésent£r  une  infinité  d'autres. 

Nous  désignerons  cette  nouvelle  intégrale  par  le  symbole  [p,  q] ,  qui  ne 
laisse  rien  de  sous-entendu;  les  nombres  p  et  q  seront  à  volonté  rationnels 
ou  irrationnels;  mais  ils  devront  être  positifs  l'un- et  Ifautre,  parce  que  sans 
cette  condition  y  l'intégrale  aurait  une  valeur  infinie.  Au  moyea  de  ce  nou- 
veau symbole,  l'intégrale  Eulérienne  s'exprime  ainsi, 


\q/         nL'»'   '^J 


56.  11  est  essentiel  d'observer  que  l'intégrale  désignée  par  [p ,  q]  peut  être 
regardée  comme  une  fonction  continue  de  ^  et  ^ ,  ou  comme  la  troisième 
coordonnée  d'une  sur&ce  courbe  dont  p  et  q  seraient  les  deux  autres  coor- 
données. En  effet,  si  l'on  fait  croître  par  d^rés  insensibles  l'une  ou  l'autre 
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des  variables  peiq^  la  fonction  {^ ,  q]  diminuera  de  même  progressivement. 
Si^  par  exemple,  on  augmente  p  de  la  quantité  infiniment  petite  et,  la  puis- 
sance o:'^*  deviendra  or'*""*  Ti —rtlog-J,  et  l'intégrale  dont  il  s'agit  dimi- 
nuera de  la  quantité  infiniment  petite  afx^^^àxlog  -  (i  — ar)»-'. 

Sj.  Pour  découvrir  plus  facilement  les  propriétés  de  la  fonction  [/?,  y],  il 
est  utile  de  considérer  en  même  temps  les  intégralesEulériennes  de  la  seconde 

espèce.  En  donnant  à  ces  intégrales]  la  forme  /dx  (i-f       j  Euler  supposait 

que  les  nombres^  et  q  sont  entiers,  et  son  objet  était  de  comiparer  entrellas 
les  diverses  valeurs  de  l'intégrale  qui  répondent  à  une  même  valeur  de^; 
mais  nous  avons  déjà  observé  qu'on  peut  considérer  l'intégrale  dont  il  s'agit, 

comme  une  fonction  continue  de  la  variable  -,   qu'on  supposera   positive, 

mais  qui  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ou  irrationnel.  Ainsi 

nous  regarderons  l'intégrale  fdx  (l  -  j     ,  prise  depuis  J7=:o  jusqu'à  jc=  i, 

comme  une  fonction  continue  de  a,  que  nous  désignerons  par  Ta,  et  4ans 
laquelle  a  pourra  avoir  toutes  les  valeurs,  depuis  as ojusqu'à  a  =s  oo. 

58.  Si  l'on  fait  V= or  (l-)  ,  on  aura  ^==dlr  U- j — adx\l^-j 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  xz=zo  jusqu'à  ar=  j ,  et  observant  que 
y  s'évanouit  dans  ces  deux  limites ,  on  aura 

c'est  la  première  et  la  principale  propriété  dcf^  fonctions  F.  La  démonstration 
que  nous  venons  d'en  donner  suppose  a  positif,  sans  quoi  V  ne  s'évanotârait 
pas  lorsque  ;r  =  i .  :    ' 

On  peut  distinguer  dans  les  valeurs  successives  de  Fa,  plusieurs  périodes^ 
la  première  comprise  depuis  ii  =  o  jusqu'à  a=  i^  la  seconde  depuis  a=i 
jusqu'à  a= 2,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini.  Cela  posé,  il  résulte  de  l'équatioa 
précédente  que  si  l'on  connaît  la  fonction  F  dans  toute  l'étendue  d'une  de 
ces  périoçfes ,  on  pourra  déterminer  cette  fonction  dans  toute  autre  période. 

Par  exemple,  si  la  seconde  période  est  donnée,  on  trouvera  Fj  qui  appar- 
tient à  la  première  période,  et  F(|)  qui  appartient  à  la  qualiième'',  par  les 
valeurs  suivantes,  déduites  de  l'équation  (i), 

r^s='3r(t),   r(î)=|.|r(l). 

59.  La  fondtioir  Fa^ë8t  la  plus  simple  loirsqtie  a^s^  i  ;  alors  on  a  F(a)âs 

71.0 


4 1 6  INTÉGRALES  EULÉRIENNES , 

fdxzzzx  =  1 .  Donc  y  lorsque  a  est  un  nombre  entier ,  on  a  généralement 

ra=:i.3.5.4 (a— i);  (2) 

c'est-à-dire  que  la  fonction  Ta  est  égale  au  produit  de  tous  les  nombres  en- 
tiers moindres  que  a. 

Cette  notion,  fort  claire  lorsque  a  est  un  entier,  ne  présente  plus  aucun 
sens  lorsque  a  est  fractionnaire;  mais  l'analyse  y  supplée  en  donnant  pour 

valeur  de  la  fonction,  V\u\,é^vûe  fdx(l--\     ,  prise#depuis  x==:o  jusqu'à 

:c=i;  intégrale  qu'il  sera  toujours  possible  d'évaluer  avec  tel  degré  d'ap- 
proximation qu'on  voudra. 

60.  La  fonction  Ta  est  très  remarquable  par  l'utilité  dont  elle  est  dans  la 
théorie  des  intégrales  définies.  Nous  pensons  qu'il  est  nécessaire  de  lui  impo- 
ser un  nom  particulier,  et  nous  proposons  de  prendre  pour  ce  nom  celui  de 
la  lettre  grecque  F.  Nous  appellerons  donc  en  général  garmna  du  nombres, 
le  produit  de  tous  les  nombres  inférieurs  à  a ,  sa  voir ,  1  •  2 . 3  • .  • .   (a  «—  1  ). 

Lorsque  a  ne  sera  pas  un  nombre  entier ,  le  gamma  du  nombre  a  sera 
en  général  une  transcendante.  Mais  nous  verrons  que  ces  transcendantes 
ont  beaucoup  de  propriétés,  et  qu'elles  peuvent  être  évaluées  dans  tous  les 
cas  avec  presqu'autant  de  facilité  que  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 
Réciproquement  le  nombre  a  pourra  être  regardé  comme  la  racine  de  la 
fonction  Ta ,  et  nous  la  désignerons  de  cette  manière. 

61.  Revenons  maintenant  à  l'intégrale  définie  7^""'^^  (^ — ^)^""^  que 
nous  avons  représentée  par  [p^  q\.  Cette  intégrale  est  facile  à  déterminer 
lorsque  l'un  des  deux  nombres  p  et  q  est  entier.  Supposons  que  ce  soit  q , 
et  fisdsous  \jz=zxJf{i  — ^)^""',  nous  aurons  par  la  différentiation  , 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  a:=o  jusqu'à  j?=s  i,  et  observant 
que  dans  ces  deux  limites  U  est  nul,  puisqu'on  suppose  à  la  fois/^>'0  et 
y  >  1 ,  on  aura 

/a:'-«<te(i-;c)»-=:^X=Li_/^.^(i_ar)«-;  . 
on  aurait  de  la  même  manière 

et  ainsi  successivement,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  l'intégrale /Jc''""*^ 
qui,  dans  les  limites  données,  se  réduit  à  -.  Ebnc  a.  étant  un  nombre  en- 
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tier,  on  a  généralement 


/af-'dx(i — x)*-' 


^  —  I  •5'"""  2.  • . .  I 


Mais  dans  ]a  même  hypothèse  on  a,  par  l'équation  (i), 

r^  =  I  .a.S., .  •  .^  —  I, 

donc  la  valeur  de  l'intégrale  trouvée  peut  se  mettre  sous  cette  forn]^ 

On  aurait  trouvé  le  même  résultât  en  supposant  p  entier  et  q  un  nombre 
quelconque,  ce  qui  d'ailleurs  se  voit  immédiatement  en  mettant  1  — x  à 
la  place  de  x. 

62.  L'équation  précédente  ne  contenant  plus  de  facteurs  en  nombre 
indéfini ,  acquiert  une  plus  grande  généralité,  et  ne  suppose  plus  que  l'un 
des  deux  nombres  p  et  q  est  entier  3  car  d'ailleurs  chaque  membre  doit  se 
réduire  à  une  même  fonction  de  p  et  q^  laquelle  est 

p  !/>+!  I.a  i>  +  2  1.2.3  p+3' 

Nous  aurons  donc,  quels  que  soient*^  et  q^  l'équation 


[Py  91 


rpTç 


r  {p  +'qy 

qui  sert  à  expritner  généralement  la  fonction  [p,  q^  au  moyen  des  fono^ 
tions  r. 

63.  L'équation  (3)  simplifie  considérablement  la  théorie  des  fonctions 
[Pf  9]  puisqu'elle  fait  voir  que  ces  fonctions,  qui  dépendent  en  général  dé 
deux  variables,  peuvent  se  déterminer  par  la  fonction  F  qui  n'en  contient 
qu'une.  Cette  même  équation,  en  établissant  une  relation  entre  les  fonc- 
tions [p,  ^]  et  les  fonctions  F,  va  donner  les  moyens  de  découvrir  les 
propriétés  des  unes  et  des  autres^  Et  d'abord  on  voit  que  dans  la  fonction 
[p,  ^],  les  quantités^  p  et  y^euvent  étreréohangées  entre  elles,  puis- 
qu'il en  résulte  toujours  la  même  valeur  de  [^,  q].  On  a  donc  la  for- 
mule    .  .  -      .  :     ' 

[Py  9]  =  l9yPl  -   (4) 

On  a  ensuite,  d'après  l'équation  (5);,       *      -^  • 
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terminer  exactement ,  sans  employer  de  transcendantes  plus  composées  que 
les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

67.  Si  Ton  considère  les  fonctions  successives  T  -,r-,r-....r  , 

dans  lesquelles  n  est  un  nombre  entier ,  il  suffira  de  connaître  les  

premiei*s  termes  de  cette  suite  ,  si  n  est  impair ,  et  les i  premiers  seule- 
ment si  7»  est  pair.  Les  autres  se  détermineront  par  l'équation  (6) ,  à  laquelle 
on  joindra,  dans  le  second  cas ,  l'équation  F  ^  =  {/tt. 

A  l'égard  des  intégrales  T-Jqui,  dans  la  notation  d'Euler,  répondent  à  une 

même  valeur  de  n  y  elles  s'expriment  par  les  foncions  F ,  de  la  manière  sui- 
^     vante  : 

_  '  p  yn  _    \»/    y»/  /  N 

fp\ \»/     y»/ /ON 

la  première  devant  être  employée  si  l'on  a/?  +  9  <  /i ,  et  la  seconde  si  l'on 
a  /?  +^  >  n. 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  et  de  l'équation  (6) ,  toutes  les  intégrales 
r?J  dan3  lesquelles  les  nombres  p  et  ç  soat  pris  à  volonté  dans  la  série  i ,  a , 

3.  •  .n,  pourront  s'exprimer  par  les  premiers  termes  de  la  suite  TCAy  ^C  y  ' 

r  (-j ,  etc. ,  savoir ,  par  ^        termes  si  n  est  impair^  et  par  - — i  si  /i  est  pair. 

68.  Gomme  on  a  v~J  =  v  y>  ^^  pourra  toujours  supposer  que  p  n'est 

pas  >q;  alors  les  intégrales  T-J  qui  répondent  à  une  même  valeur  de /i,  pour* 
ront  être  disposées  dans  un  ordre  triangulaire,  comme  il  suit  ; 


i 
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(3)  '  (3)  '  (3)  ' 

©.©'©••••©• 

Le  nombre  de  toutes  ces  fonctions  est  donc  -  (1  4*  ^)-  U  faut  déduire  de  ce 
nombre,  i*.  les  n  fonctions  de  la  forme  T-J  ,  dont  la  valeur  exacte  est  -  ; 
2^.  les  fonctions  de  la  forme  — ^— ,  dont  la  valeur  est  — - —  ;  le  nombre  de 

n  — 1>  '  .    Dr  ' 

n  sin***- 


n 


celles-ci  est ou    "^    ,  selon  que  n  est  impayé  ou  pair.  U  restera  donc  , 

dans  la  série  des  intégrales  ^j ,  un  nombre  de  transcendantes  égal  à  {  (/i—  i  )^, 
si  n  est  impair ,  et  à  -  (/»  —  a)  si  /i  est  pair. 
Dans  le  premier  cas ,  un  nombre  7  (/» —  1)'  de  transcendantes  f^J  peuvent 

s'exprimer  parles  premiers  termes  de  la  suite  F  -,  T  -,  F  -,  etc.;  dans 

le  second ,  un  nombre  -  (/i  —  2)- de  transcendantes  /|à  peuvent  s'exprimer 

par  les  -  —  I  premiers  termes  de  la  même  suite. 

De  là  on  voit  qu'il  peut  être  établi  un  grand  nombre  de  comparaisons  entre 

les  transcendantes  f-J  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  /»,  et  qu'elles 

peuvent  toutes  être  exprimées  par  un  petit  nombre  d'entre  elles  ;  nombre 

qui  sera     "^     ou  -  —  i ,  selon  que  n  est  impair  ou  pair.  Mais  ce  nombre , 

dans  le  c^où  n  n'est  pas  premier,  pourra  être  réduit  ultérieurement  par  les 
autres  propriétés  de  la  fonction  F ,  que  nous  démontrerons  ci-après. 

69.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  nombres  p  et  q  sont  égaux 
dans  la  fonction  [/^ ,  7]  ;  alors  on  aura 

Soit  a:  =  7  (  I  +  7") f  la  transformée  sera  2^'^^/djr  (  i  —  7')''"*  ;  et  comme 
T.  U,  7a     . 
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cette  nouvelle  intégrale  doit  être  prise  depuis j^  ?=ç  — .  i  jusqu'à  /  =  +  i ,  il 
revient  au  même  de  la  prendre  depuis^  =  o  jusqu'à^  =  i ,  et  de  doubler  le 
résultat.  On  aura  ainsi 

Mettant  a;  à  la  place  de^*,  ce  qui  ne  change  pas  les  limites ,  il  viendra 
[a ,  a]  ==  2*""**/a:"*  ^  (i  —  a:)*~",  ou 

fori^ule  qui  s'accorde  avec  Véquatioct  (r)  du  çhap.  II. 
Mais,  d'après  l'équation  (5)  ci-dessus^  on  a 

r         -,         Tara  ri      t  T{ra 

donc  en  substituant,  ces  valeurs,  l'équation  précédente  donne 

Ta^+à)  ==  2'— Tir(aa)=p:i^— ^4.r(M)  :  (9) 

c'^  1^  troisième  propriété  gépérale  des  fonctions  T. 

'70.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  ce  ré- 
sultat par  une  autre  voie. 

Cgnsid^ton^  pour  cet  effet  la  fonction  ^|/(/l)  ^  d.oqt  la  valeur  est 

*^^  ^"^  I   .  3  .  '5 2n-^i  * 

si  l'oxi  mi^  I»  Ht  ^  à  k place  de  /i,  on  aura  . 

^^      '      ''  1.3.5 2/»+  r' 


de  U  rési|}ti^ 

1         .   _ 

4^(1»)  2» -4- a.  an  «4-1 

Donc  en  général  %(/(#»)  =s  A  «4%  -^  étant  une  coofilaja4ie  qu'il  faut  détevmiaer 
dans  un  cas  particulier.  Or  en  &isant  /i  =  i ,  on  a  4  C'^)  =  4  i  <^®  A  =  i  ; 
donc  n  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  on  aura 

27»-{-2.an-f»4*2^  "f*^*  •  •4'^  /■ 

■MM  'H'U'"       1^       IM  "Il      >  t      ■      3«!S      A    • 

I    .   3   .   5 2f»— 1  ^ 

Mais  en  vertu  de  l'équation  (i),  on  a 

(m+ ,)(m  +  a)(m+5)...(«%+«);;=i:^l^. 

FaiqyiBt  soccessivement  mcn/i  et  m  =3  —  |^  cette  formule  denB# 
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(».+  l)  (n  +  a)  („  +  5)..  .3»  =  ^^^^, 


I     3     5        an  —  i  r 


•  —  •—•••  "-^ 


i2±^ 


2      2      2  2  Fg 

Divisant  la  première  équation  par  la  seconde,  il  vient 

j/»  4*  2.2ya  +  4r  '  '4^  r|r(2yt  +.') 

^  .  3 2/»—  I  ^^  r(/»+  i)r(n  +  |)* 

Ld^que  /i  est  un  nombre  entier,  le  premier  membre  se  réduit  à  2*"  ;  ainsi 
dans  ce  même  cas  on  aura 


rir(2/>+i)     ^  ^,. 


r(n*f  i)r(/»4-i) 

Cette  équation  ayant  lieu  lorsque  n  esl  ua  nocnbre  entier  à  volonté  ;  «Ue 
aura  également  lieu  pour  toute  valeur  de  n,  puisque  Ta  est  une  fonction 
continue  de  n.  Si  Y  on  fait  ensuite  Ftsasa-^'^,  (m  retombera  cxaelemchit  tm 
l'équation  (g). 

71.  Si  l'on  combine  l'équation  (9)  avBc  là  première  deë  éqtr^oilrs  Ùk 
l'art  52, on  aUra  Téquatiott  (v)  de  Tërt  66,  dotit  tiedA  avons  niôhtré  l'ùîiagë 
pour  déterminer  la  fonction  Ta  dand  toute  l'éteudué  de  la  Irttdliévk,  pétitvu 
qu'on  connaisse  la  valeur  de  cette  fonction  depuis  a  t±s  $  jnsqu'à  àtini.  Oh 
pourrait  prendre  égtilement  pont  intervalle  <^nnti  celui  dé  éti^o  à  â:^f , 
ou  celui  dea=i=i  èaâs|,  coÉUtnedn  le  verra  d-^prèë^ 

72.  Pour  revenir  maintenant  àut  réductions  dôût  nous  avôtis  parlé  dàti% 
Tatticle  68,  M  faut  voir  quel  usage  ïious  pourrons  Mrô  dé  ré()tiàtioii  (g). 

Si  n  est  impair,  il  n'y  a  pas  lie^  d'appliquer  cette  éqtfatiôh,  parce  qii^l  en 
naîtrait  de  nouvelles  transcendantes  dans  lesquelles  les  quantités  a  auraient 
des  valeurs  fractionnaires  dont  le  dénominateur  serait  27»^  et  qui  ne  seraient 

12  3 

plus  comprises  dans  la  suite  des  trancendantes  T  -,  T-,  T-,  etc. 

Mais  si  n  est  pair,  l'application  de  l'équation  (9)  aux  valeurs  successives 
a  =  ~,  a  ==  - ,  etc. ,  permettra  de  réduire  le  nombre  des  transcendantes 


n'  n 


F-,  T-,  etc.,  à  -«2^  ou  4,  selon  que  n  sera  de  ki  forme  4<'-f- la  «u  4<'. 

75.  Toute  ta  théorie  des  intégrales  ïlulériennes ,  tant  de  l'espèce  f-J  que 

de  l'espèce  Ta ,  est  comprise  dans  le  petit  nombre  de  formules  que  nous  ve» 
nou  d'èxposér.  On  m  peM  dédnire,  ^aM  ël^e^()fioii ,  tMRM  )M  fbitoiA6s 
qa'Eiiler  a  données  4ân6  ses  différent  Mëttlblrea  Mf  «met  iht^rales ,  et  tMtés 

•  72.. 
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celles  que  nous  leur  avons  ajoutées,  d'après  Fëquation  (^f  )  qui  n'était  pas 
connue  de  cet'illustre  auteur. 

L'application  de  ces  formules  au  cas  de  nz=:i2  a  été  donnée  avec  détail 
dans  l'art.  i8.  On  y  a  fait  voir  que,  dans  la  méthode  d'Euler,  cinq  transcen- 
dantes A ,  A.,  A),  A^,  As*  sont  nécessaires  pour  déterminer  toutes  les  inté- 
grales T-j  ;  elles  suffisent  aussi  pour  déterminer  toutes  les  fonctions  Tti, 

r  72  •  •  .T\jj  ainsi  qu'il  résulte  des  formules  des  art.  5o  et  5i .  • 

Au  moyen  de  l'équation  (d^) ,  ces  cinq  transcendantes  ont  été  réduites  à 
trois  seulement ,  savoir,  A, ,  A.,  A9,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  général 

de  l'art,  précédent,  qui  donne ^  pour  le  nombre  de  transcendantes  néces- 
saire lorsque  n  est  un  multiple  de  4* 

Enfin ,  au  moyen  de  diverses  intégrations  dont  le  résultat  a  été  donné , 
art.  24>  ^^  ®^^  parvenu  à  déterminer  exactement  le  rapport  de  A,  à  A3,  ce  qui 
réduit  les  trois  transcendantes  aux  deux  seules  A, ,  A^.  On  peut  donc  réduire 
à  deux  seulement  les  fonctions  F  •^,  ?—;•••••  F  77,  de  manière  que  ces  deux 
fonctions  étant  connues ,  toutes  les  autres  peuvent  en  être  déduites. 

Cette  dernière  réduction ,  qu'on  n'avsdt  obtenue  que  par  des  intégrations 
très  compliquées,  méritait  une  attention  particulière;  elle  donnait  lieu  de 
croire  que  la  théorie  des  fonctions  F  devait  contenir  d'autres  formules  propres 
à  opérer  leur  réduction.  Ces  formules  ont  en  effet  été  découvertes  par  des 
recherches  ultérieures,  dont  nous  donnerons  le  résultat  aprèâ  nous  être  oc- 
cupés des  développemens  en  série  qui  servent  à  calculer  les  valeurs  appro*- 
chëes  des  fonctions  Fa.  * 
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Formules  pour  calculer  la  valeur  aussi  approchée  quon 

voudra  de  la  fonction  Z  =  log  tx.  ' 

74.  Oi  on  appelle  P  la  somme  log  i  -f.log  :i  -|-  log  5,  •  .  +  log  x,  Euler 
a  fait  voir  dans  son  calcul  différentiel ,  page  éjjàS  ^  que  cette  somme  peut 
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s'exprimer  par  la  suite.: 

P=:a:^+iA^±)-^+;^-3:|p-  +  3^-etc., 

A',  B',  Gj  etc.  y  étant  les  nombres  BemouUiens.  Soit  donc  e  le  nombre 
dont  le  logarithme  est  i ,  et  R  un  nombre  tel  qu'on  ait 

on  aura  l'équation 

i.j?r3.,a..^=r*y  (awo?)' R.  •  (lo) 

Le  premier  membre  est  la  valeur  de  r(i  -4"^)  lorsque  x  est  un  nombre 
entier  ;  mais  comme  le  second  membre  est  une  fonction  continue  dé  x^ 
on  aura  en  général  quelque  soit  x,  J 

r(i+«)=0y(a*aî)*R,  (il) 

telle  est  la  formule  par  laquelle  on  pourra  dans  tous  les  cas  déterminer  la 

valeur  approchée  de  r(i  +Jc),  et  par  conséquent,  celle  de  Tx^z  -r(i-f<c), 
pourvu  que  x  soit  >  i. 

76.  La  quantité  R  peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  -  ;  car  on  a 

R  s=s  I  +  log  R+  7  1<^'  R  H — 15  log*  R  +  etc. ;  substituant  donc  la  valeur 

de  log  R ,  ainsi  que  celles  c^  coef&ciens  A',  B',  C,  etc.  y  qui  sont  A  =  | , 
B'  =  yô,  C=^,  iy  =  |^^  etc.,  on  aul'a 

R  -.  ,  4.  JL  j î '39  571 

Dans  cette  suite,  si  on  appelle  M  la  partie  qui  contient  les  puissances  paires 
de  ^,  et  IX  celle  qui  contient  les  puissances  impaires,  on  aura  M*— ^*=si, 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre  indifféremment  R  =  M  -|-!N ,  ou  R  =     * 

En  effet,  comme  toutes  les  puissances  de  x  sont  impaires  dans  log  R,  le 
changement  du  signe  de  x  donnera  log(M+N)  =  — -log  (M— N),  ou 
log(M'  — iN»)=:o;  doncM*— N*=i. 

76.  11  est  à  remarquer  qqe  la.  suite  --—  -7-  5-73  +  v  >^  — etc, ,  ^méqe 

en  supposant  x  assez  grand,  n'est  con vergratp. que  dans  un  certain  nombre 
des  premiers  termes;  car  on  sait  que  les  nombres  BemouUiens  dont  les 
expressions  sont  fart  irrégulières  ^  croissent  continuellement  passé  le  tral-* 
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siètne  terme,  de  manière  que  si  T^"^  et  T"-^'>  sont  deux  termes  oonsécutiFs 
des  rangs  n  ^  ^^'^y  1^  rapport  ry  a  potit  lâtûte  -;.  La  ^uite  qm  ex- 
prime log  R  sera  donc  convergente  pendant  un  assez  grand  nombre  des  pre- 
miers termes,  si  x  est  de  plusieurs  unités;  (nais  elle  finira  par  être  diver- 
gente,  et  donnerait  une  valeur  cle  log  11  d^autaht  plus  fautive  qu^on  la 
continuerait  plus  loin au-d£^  du  tc^lneoù  elfe  ce^e  d'être  convergente. 
De  là  on  voit  que  pour  une  valeur  donnée  de  a:,  il  y  a  un  terme  qu'on 

ne  doit  pas  passer  HIns  le  oa^l  de  la  suite  .— -  -^  jrin  +  ^^^'  9   ^^  terme 

auquel  il  faudra  s'arrêter  est  celui  qui  serait  suivi  d'un  terme  plus  grand; 
alors  l'approximation  ne  pe\it  aller  plus  loin  ,  mais  elle  sera  tout  aussi  éten* 
due  qu'on  voudra ,  en  prenant  x  suffisamment  grand. 

U  en  serait  de  même  de  la  série  R  ç=  i  H 1-  -7 rr   —  etc.  ;   mais 

celle-ci  n'est  pas  d'un  usage  aussi  facile  que  la  série  ■ f-  0— 7-5  +  etc., 

dont  la  loi  est  manifeste  et  ne  dépend  que  des  nombres  Bernoulliens. 

77.  On  peut  fixer  a  priori  le  nombre  des  termes  après  lequel  celte  dernière 
suite  cesse  d'être  convergente;  car  en  considérant  lès  deux  termes  con^ 
sécutifs 

2/>.2/i— i.x"-'  ^  ^n  +'2.^/1  +  I  .*»■■»•'  ' 

^t  les  supposant  ^aujc,  on  afura  # 

TC"-*"0 2;t+2.2;t  +  i      ^  ^ 

T^»)  2n.2/>— i      ^  î 

■ 

mais  plus   n  est  grand,  plus  le  premier   membre  approche  de  la  limite 

^^     X  «^      'C-^^'  P^^*  ^{ff'S  P^g-  4^9)  5  ^^^  ^^  aura,  ^  très  peu  près, 

n^±^icx*  Ainsi,  «n.|fai3ant^=:5,  on  a  /2  3=i5  ou  16,  c'est-à**dire  que  la 
série  cesse  d'être  convergente  vers  le  i5'*"*  terme;  si  on  faisait  J?  =  10  ,  la 
série  cesisieraik  d'être  oottvergente  Vers  le  Si****  t6)^me,  «t  Idnsi  de  suite. 

7Ô.  On  petit  en  même  temps  avoir  la  mesure  du  âegré  d'approximation 
que  l'on  peut  obtenir  avec  une  valeur  donnée  dé  x.  !En  effet,  si  on  appelle 
0  lé  n^"^  terme  de  4a  isuite  égaie  à  log  R. ,  on  aura 

27».2ll-«  !.«■    '  ' 

^'(M>mn;ie  <m  a,  'à'Iràs  peu  près^     • 


CHAHTREIX. 


427 


on  pourra  faire 


X« 


Cl 


,1  •«•Cl*  •  •  •  27t 

I         ■     ■     V  '  '  • 


1  .2.3.  •  .  .27»  — 2 


Cette  valeur,  aij mQJff\  ^&  }f^  iorPWuIe  (10) ,  devient 


(2^lf)* 


5r(2w*)"-'> 

et  en  mettant  rk  au  Um  ëe  1M?,  en  en  déduit  aisément 


log  n  =  —  2»—  ^.  Ipg.  (ttu). 


Soit,  par  exemple,  ^«93:5  et.  ncs-iô,  on  aura  log  £1=— -SS.gô.  A  ce 
logarithme  hype]l)ol^ue  répond  le  logarithme  vulgaire-^  i4*75,  de  sorte 

qu'on  a  A=:  lo""'**'';  ç'e^ytà-^ii*^^  qu'au  moyen  des  16  premiers  termes 

A'  S' 

3!t? 


de  la  suite 


l.HX 


etc.  y  on  aura  la  voleup  de  log  R  approchée  jus- 
qu'à i5  décimales  envtrou.  Si  ea  Aiisait  a:=  10,  on  pourrait  avoir  29  ou 
3o  décimales  exactes  et  ainsi  de  suite 

79.  Cette  théorie  ^64  iacik  |b  viérifier ,  puisque ,  toutes  les  fois  que  x  est 
un  entier,  la  vat^r  de  r(iH*^)  ^^  exactement  i»2.3...*;r.  Soit  par 
exemple  a:  ==  5 ,  i).  réyi^J^ç  jeu  forjpules  précédentes  que  la  série  égale  à 
log  R  cessera  d'ê(re  çpnvergente  après,  un  nombre  de  termes.?^  =  9  ou  10, 
et  que  le  nombFede  déoimales  exact ,  obtenues  par  ces  neuf  ou  dix  ternies  y 
sera  de  8  ou  9.  ^ 

Ë» effet,  k  vraie  valeur  de  log  R  se  déduit  d^Féquatioit  ôas  f-Y(6*)^> 

laquelle  donne 

li(^  R  s=  o  •  0^767  79256  86. 

Cette  même  valeur  déduit»  de  1^  suijte  jeg  R  a»  7^— 5-73  -f-  TTOi"^  ^^^*9 


x.2*~3.4*5"^5:S?"" 


■<■  .i^ 


•  -  :      t 


•Itf 


•»•    . 


4a8  INTÉGRALES  EULÉRIENNES, 

I**  terme +0.03777  77777  78 

a* — 0.00010  38806  58 

0.03767  4897 ï  ao 
5* +  3266055 

0.03767  8i63i  75 
4* —  2731  71 

0.03767  78010  oa 
5- +  437  65 

0.03767    79537    67 

6* —         108  a4 

0,03767  79339  45 
7' +  40   ai 

0.02767  79369  64 
8* —         20  59 

o. 02767  79249  o5 
9' +  iS  9^ 

0.02767  7936a  96 
10*1 —         1198 

0.03767  79350  98 

II* +         12  81 

0.02767  79263  7g. 

Oa  vmt  que,  oon£ïriiiément  à  la  formule,  la  série  cesse  d*étre  convei^ente 
passé  le  10*  terme,  et  que  la  valeur  de  log  R  qui  en  est  déduite,  doit  être 
comprise  eutre  0.02767  7926296  et  0.02767  79350  98;  ce  qui  donne 
par  UQ  milieu 

logR^  0.02767  79356  97, 

valeur  exacte ,  presque  jusqu'à  la  onzième  décimale.  Mais  ,  en  continuant  la 
suite  plus  loin ,  on  s'éloignerait  de  plus  en  plus  du  vrai  résultat. 

Cet  exemple  met  dans  tout  sou  jour  la  manière  de  tirer  tout  le  parti 
posûble,  pour  les  approximations,  des  suites  demi^onfvr^entes ,  c'eat~k- 
dire  des  suites  qui  sont  convergentes  dans  les  premiers  termes,  et  qui 
deviennent  ensuite  diveigentes. 

80.  Ghercbcms  nuùntenaut  une  formule  qui  dôme  le  développement  de 
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1(^  Tx  y  lorsqu'on  suppose  x  plus  petit  que  Punitë.  Soit  pour  cet  effet 


N  =  — ^  +  -J_  +  -J— +  etc., 

cette  dernière  suite  étant  prolongée  à  l'infini. 

Nous  regarderons  la  quantité  M  comme  une  fonction  continue  de  x^ 
puisque  sa  valeur  peut  se  développer  ainsi  {Cale,  diff.^  page  44^)  ' 

M±=log^  +  C  +  ^-A.  +  J.-.^  +  etc.;  (la) 

cette  formule  donnera  immédiatement  la.  valeur  approchée  de  M  lorsque 
X  sera  plus  grand  que  l'unité ,  mais  on  en  peut  déduire  aussi  cette  valeur 
lorsque  x  sera  plus  petit  que  l'unité.  Car  M(x)  et  M(â:*|- i)  désignant 
des  fonctions  semblables  de  a;  et  de  a:  +  i  ^  on  a  évidemment 

M(x)  =  M(*+i)-.^, 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  fera  dépendre  M  (x),  successive-: 
ment  de  M(jc:+i),  de  M  (a: +3),  etc.,  c'est-à-dire  en  général  d'une 
formule  M  (a:'),  où  la  variable  a/  surpassera  x  de  plusieurs  unités,  ce  qui 
permettra  de  déterminer  facilement  M(ar')  par  la  série  précédente. 

81.  Cela  posé,  si  x  devient  x^tà^td  étant  plus  petit  que  l'imité,  les 
fonctions  M  (a:)  et  N  (a:),  deviendront  M  (a: +«)  et  N(a:4-a);  or,  je  dis 
que  lasommeM(,r)+N(a:)  c=M(x  +  û>)+N(ar4-û)),  et  que  les  deux 
sommes  sont  égales  à  une  même  constante  G^ 

En  effet,  si  la  suite  qui  a  pour  somme  N(ar),  au  lieu  d'être  prolongée  à 

l'infini,  était  continuée  seulement  jusqu'au  terme —r^ — ,  m  étant  un  nom* 

bre  entier  très  grand ,  la  somme  M  (or)  +  N(j:)  et  la  somme  M  (a:H-«)  + 
N(a:+û>)  ne  pourraient  différer  entre  elles  que  d'une  quantité  moindre 

que  —7- — ^j- ,  puisque  cette  différence  est  celle  qui  a  lieu  lorsque  a»  =  i . 

Or,  m  étant  très  grand,  la  différence  ^     ^         est   censée  nulle;   à  plus 

forte  raison  le  sera*t-elle,  lorsque  la  suite  ^{pc)  sera  prolongée  à  l'infini. 
On  aura  donc 

mais  puisque  la  valeur  de  N  est 

T.  II.         '  73 
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etc. 


Si  on  développe  chacune  de  ces  fonctions  dans  l'hypothèse  que  x  est  phis 
petit  que  l'unité,  on  aura 

N=  I  H-i  +  i  +  i  +  etc, 

-  a:(iH-i;+i;+l+etc.) 

+  ^  0  +  i+r»+^  +  ^^'''  ) 

—  etc. 

La  première  partie  î  +1  +  ?  +  ^+  etc. ,  n'est  antre  chose  que  la 
Gtonstante  C.;  car  la  fonction  M(<r)  est  zéro  lorsque  ^ssso;  donc  on  aura 

M  =  S,a:  — S^r^  +  S^o:'  — Sfio:*  +  etc.^  (i5) 

Sa  représentant  en  général  la  somme  des  puissances  réciproques^  de  degré /», 
des  nombres  naturel. 

8a.  Mais,  d'après  l'équation  (i)  dont  le  premier  membre  =  xTx ,  on  a, 
en  supposant  x >ii , 

~^«logx--~— +  ^-g^  +  etc.,  (i4) 

et  dans  la  même  hypothèse  ou  a,  suivant  l'équation  (xa), 

M  =  logaf  +  C  +  i  — A  +__^  +  etc., 
donc 

i-^=_l-C  +  lM,  (.5) 

équation  qui  doit  avoir  lien  <piel  que  soit  or,  puisque  fil  peut  être  regardée 
comme  une  fonction  continue  de  x^ 

Substituant  donc  au  lieu  de  M  le  développement  de  cette  fonction  don- 
née par  l'équation  (3)  dans  l'hypothèse  de  a:  <C  i  ,  on  aura 

^^=-.î-C+S^-S^'+S,a:»-etc.,  (i6) 

ce  qui  donne  en  in  tarant 

logra:  =  — logo:  — CarH-iS.j:*—;^S5Jc»+^S4a:*  — etc.      (17) 

On  n'ajoute  pas  de  constante ,  parce  que  ^r^  ou  r(i+ar)  se  réduit  à 
l'unité,  lorsque  x:szo. 


• 
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Puisque  r(i4-^)  =^xTXy  on  déduira  de  la  formule  (17) 

logr(i  +  a:)  =  — Cjc+^S.o:*  — ^Ssa:'-hiS4a:*— etc.,       (i8) 
et  en  cliangeant  dans  celle-ci  le  signe  de  Xy  on  aura 

logr(i— a:)=Ca:  +  iS.a-+îSi^  +  iS4a:*  +  etc.  (19) 

83.  Observons  maintenant  qu'en  vertu  des  deux  équations  r(i-h3:)==â:rx, 
Tx  r(i  —  or)  =  -T-^— ,  on  a 


r(i+a:)  r(i  — a:)=-r:^=-. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  substituant  les  valeurs  don- 
nées par  les  équations  (18)  et  (19)»  on  aura 

C'est  la  formule  connue  qui ,  par  sa  différentielle,  sert  à  détenniner  les  valeurs 

S.=f7r",  84=^5^^,  S«=â^?r»,  etc. 

On  peut  làire  usage  de  cette  formule  pour  rendre  encore  plus  conver- 
gentes les  suites  contenues  dans  les  équati(»is  (18)  et  (19)}  en  les  mettant 
sous  cette  forme  : 

logr(i4-a;)=ilo6  ^jlî^  —  Car  —  i  S,x»  —  J  S,x»  —  etc. 

(21) 
logr(i— jc)=:ilog  ^.^ -H Ca:  +  I S,af»  +  i S,a?»  +  etc. 


sinirx 


Ainsi  on  a  des  séries  régulières  et  toujours  convergentes  pour  calculer  la 
valeur  d'une  fonction  quelconque  Ta\  elles  supposent  seulement  qu'on  connaît 
les  «râleurs  des  transcendantes  S^,  Sj,  S4,  etc.,  qui  représentent  les  sommes 
des  puissances  réciproques,  de  même  degré,  des  nombres  naturels.  Ces 
valeui^  sont  données  jusqu'à  la  seizième  puissance  et  avec  seize  décimales, 
dans  le  Calcul  différentiel  d^Euler ,  page  4^6  ;  mais  l'examen  que  nous  avons 
fait  de  cette  Table ,  nous  y  a  fait  découvrir  quelques  erreurs  assez  graves,  et 
nous  avons  été  obligé  de  la  calculer  de  nouveau  \  nous  avons  cru  devoir 
en  même  temps  la  prolonger  jusqu'à  la  55*  puissance ,  terme  passé  lequd 
chaque  fraction  qui  suit  l'unité  devient  la  moitié  de  la  précédente.  Ycûci 
cette  nouvelle  table  corrigée. 
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m. 


a 
3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

lO 

II 
la 
i3 

i4 
i5 

i6 

17 
18 


S.. 


.64493 
. 3oao5 
.o8a3a 
.0369a 

.01734 

.00834 

.00407 

.ooaoo 

.00099 

.00049 

.oooa4 

•oooia 

.00006 

.oooo3 

.00001 

.00000 

. 00000 


40668 

69031 

5a537 

77551 

30619 

92773 

73561 

83928 

45751 

41886 

6o865 

27133 

12481 

o5882 

5282a 

76371 

38172 


482264 
595943 
iii382 
433700 

844491 
819327 

979443 
a6o8a2 

278180 

041 194 

553o8o 

470785 

35o587 

363070 

594086 

976379 
932660 


n. 


^9 
20 

21 

22 

25 

24 

25 

26 

28 

^9 
5o 

5i 

52 

55 
54 
55 


S.. 


I . 00000 
I . 00000 
I • 00000 
I • 00000 
I • 00000 

I.OOOOO 

I • 00000 

I.OOOOO 

I . 00000 
I . 00000 
I • 00000 

I.OOOOO 

I . 00000 

I.OOOOO 

I . 00000 
I • 00000 
I • 00000 


19082 

09559 
04769 

02584 
01 192 
00596 
00298 

00149 

00074 
00057 

00018 
00009 

00004 
00002 
0000  i 
00000 
00000 


I27I66 

620559 

529868 

5o5o27 
199260 
081891 
o55o55 
015548 
507118 
255540 
626597 
5 15274 
656629 
5285 12 
i64i55 
582077 
291058 


x),  Tune 


(22) 


84>  Au  moyeD  de  cette  table  on  aura,  pour  calculer  log  F  (i 
ou  l'autre  des  formules  : 

/r(i+J:);=— Gr+7  S.a:» — |  S  jx«  +  ^  S^x*  —  etc. , 

/r(i-H:c)=l /(j5Ïïj)-Car— i  S^  —  i  SsJc»  -  etc. 

Lorsqu'il  s'agit  de  calculer  log  Ta  pour  une  valeur  donnée  de  a ,  on  peut 
toujours  réduire  la  question  au  cas  où  l'on  a  a  =  i  -{"  a:,  x  étant  <C  ^  >  ou 
même  <  \.  Les  suites  précédentes  seront  donc  convergentes^  et  auront  l'avan- 
tage de  l'être  dans  toute  leur  étendue;  de  sorte  que  le  degré  d'approximation 
auquel  on  peut  parvenir  par  ces  suites^  n'est  limité  que  par  celui  qui  a  lieu 
dans  les  valeurs  des  transcendantes  S.,  S3,  S4,  elc. 

La  seconde  formule  est  préférable  à  la  première,  comme  contenant  une 
suite  plus  convergente.  Cependant  lorsque :e  sera  très  petit,  il  vaudra  mieux 
faire  usage  de  la  première ,  parce  que  la  valeur  de  log  sin  ttx  ,  donnée  par  les 
tables,  pourrait  n'être  pas  suffisamment  exacte.  Or  le  moyen  de  suppléer 


^ 
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aux  tables  serait  de  calculer  log  sin  ^x  par  la  formule 

/  sin  'TTX  =  /  ^x)  —  ^^  —  \  S^  —  j  Ss^  —  et  c. , 

ce  qui  revient  à  faire  usage  de  la  première  des  formules  ci-dessus  ;  mais  lors- 
que X  est  assez  grand  pour  que  les  tables  douneut  sans  difficulté  la  valeur  de 
1(^  sin  'TTXy  il  y  aura  un  avantage  marqué  à  se  servir  de  la  seconde  formule. 

85.  On  pourra  simplifier  encore  assez  notablement  cette  formule,  en  lui 
donnant  la  forme  suivante  : 

^>      ^      '       '  ^     ^  amirx        •      "  1  — x  ,  _. 

^  -5  (25) 

+  0  — C)*— (S,— i)f — (S5--1)  J— etc. 

Enfin,  pour  convertir  ces  logarithmes  en  logarithmes  vulgaires,  il  faudra  mul- 
tiplier les  termes  algébriques  par  le  module  m;  soit  donc 

7n(i-C)  =  B,      J(S,-i)  =  B„      f(S5-.i)  =  B5,etc., 
et  la  formule  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  deviendra 

/r(i+ar)=       \l-?^ i/i±f 

+  Bjî  —  Bjo:^  —  Bs^r*  —  BjX^  —  etc. 

Cette  formule  pourra  servir  à  calculer  log  Ta  jusqu'à  i4  décimales,  si  l'on  a 
des  tables  telles  que  la  Trigonometria  Britannica^  qui  donnent  ce  nombre 

de  décimales  pour  /  sin  ttx;  quant  aux  logarithmes  de  x  et  de ,  il  sera 

toujours  facile  de  les  avoir  avec  ce  degré  d'exactitude ,  ou  un  plus  grand 
encore ,  par  la  table  connue  qui  donne  les  logarithmes  des  1 1  ou  i  aoo  pre- 
miers nombres  avec  20  décimales,  et  le  supplément  que  nous  y  avons  ajouté, 
Table  V  ci-dessus. 

Pour  obtenir  le  nombre  de  décimales  dont  il  s'agit,  il  sera  bon  de  calculer 
le  terine  B;r  par  la  simple  multiplication ,  afin  d'éviter  l'emploi  des  loga-* 
rithnies  à  14  décimales,  pour  lesquelles  on  n'a  point  de  tables  complètes ^ 
ou  auxquelles  on  ne  supplée  que  par  des  calculs  plus  longs  que  la  multiplica- 
tion. D'ailleurs,  si  l'on  applique  la  formule  à  la  construction  d^une  table,  la 
multiplication  dont  il  s'agit  peut  être  entièrement  évitée ,  puisque  chaque 
produit  B  (a:  4"  ^)  se  forme  du  produit  précédent  Bx,  auquel  on  ajoute  la 
constaDte  Bo». 

Quant  aux  autres  termes  Bao:*,  Bso;^,  etc.,  ils  se  calculeront  parles  tables 
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ordinaires  à  lo  décimales^  au  moyen  des  logarithmes  des  coefficiens  qu'on 
trouvera  ci-après ,  art.  89. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'on  peut  toujours  supposer  x  <C  ^  ou  même 
X  4<  >•  Dc^8  le  cas  de  X  =  ^  y  le  terme  Bi^x*^  ne  vaut  pas  trois  unités  déci- 
males du  onzième  ordre  ;  dans  le  cas  de  x  =  ^ ,  il  n'en  vaut  pas  une  du  quin- 
zième. Au  surplus ,  quand  on  est  parvenu  aux  derniers  termes  de  la  formule , 
ces  termes  forment  avec  les  suivans  une  progression  à  très  peu  près  géomé- 
trique ;  de  sorte  qu'il  est  facile  de  tenir  compte  des  termes  qui  restent  k  cal- 
culer. 

86.  La  valeur  de  la  constante  C  a  été  calculée  par  Euler  (  Calcul  différen- 
tiel ,  page  1 44)  y  ^^  moyen  de  Isrsuite  harmonique  i  -i h  0  •  •  •  +  "">  dont 

la  somme  M  (;r)  est  donnée  par  la  formule 

M(^)=C  +  ir  +  i-^  +  |i-ê  +  etc.,  (a5) 

A^,  B',  Cy  etc. ,  étant  la  suite  des  nombres  Bernoulliens.  Appliquant  cette 
formule  au  cas  de  0:==  10,  on  a,  par  la  sommation  effective ^ 

M  =  2.92896  82539  68253  96825,  etc., 
et  par  la  sommation  approchée, 

01  =  04-2.551752589066721  1076;     • 
de  là  on  tire 

d  5=3  0.57721  56649  oi532  8606, 

valeur  qui  s'accorde,  dans  les  i5  premières  décimales,  avec  le  résultat  donné 
par  Euler. 

La  valeur  de  C  peut  se  calculer  aussi  par  l'équation  (28) ,  en  &isant  soit 
a:  =  I ,  soit  a:  =  |  ;  il  en  résulte  ces  deux  expressions  : 

I— C  =  W3+i(S3— i)  +i(S5— i)    +|(S,— 1)     +etc., 
i-C=   /|   +;(S,-i)i4-i(S5-i)à+MSr-i)5^+etc.; 

substituant  les  valeurs  des  quantités  S3,  Ss,  S,,  etc.,  données  par  la  table 
du  n*.  83 ,  on  trouve 

par  la  première  expression     C  =  0.57721  56649  oi532  85, 
et  par  la  deuxième     0  =  0.57721  56649  oi552  861, 

ce  qui  s'accorde  aussi  bien  qu'il  est  possible  avec  la  valeur  déjà  trouvée  ,  et  on 
voit  que  celle-ci  est  exacte  jusque  dans  la  dix-huitième  décimale.  Il  suit  de 
là  que  les  valeurs  des  transcendantes  S| ,  Si,  S^ ,  tstc. ,  contenues  dans  la  table 
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citée,  «ont  exactes ,  et  qa'on  peut  les  employer  ôtec  confi&tice  dnns  le  calcul 
des  quenlités  F. 

87.  Pour  faire  voir  y  par  un  exemple  y  l'usage  de  la  formule  (24)  y  proposons^ 
nous  de  déterminer  le  minimum  de  la  fonction  Ta.  TSou%  savons  que  ce  mini- 
mum a  lieu  à  peu  près  lorsque  azs  i  .4616;  nous  allons  donc  chercher  la 
valeur  de  log  F  (i  -f*;r),  en  faisant  xs^ 0.^616.  Ce  cas  est  l'un  des  moins 
favorables  pour  la  convergence  des  suites;  maïs  il  pourra  servir  de  type  pour 
les  calculs  semblables  où  l'approximation  s'obtiendra  avec  plus  de  facilité. 

i+x...  0.16482  85345  4448 

g.ySiio  5o5ia  iSga 


«3u  •  •  • 


0'497i4  98726  94i5 
9.66436  58ooi  4768 


•^Hm 


"TCX.  •  • 

sm^TTjr*  •  • 

Diflf.  •  • . 
a  •  •  • 

DiflF.. 


•  • 


'•  •  • 


o.i6i4i  56728  4^81 
9.99685  20907  2586 

0.16458  35831  1595 
0.43372  3483 I  2856 

9.73086  00989  8739 
9.86543  00494  9369 
Ba:.#.  0.08475  57163  7949 

A...  9.95018  57658  7318 

(i)...  0.00287  69621  58i8 

(2) 6  72196  4509 

(5) aSiSi  0721 

(4) 922  1098 

(5) 59  5556 

(6) «  nog 

(7) 8*5: 

Pour  les  termes  suivans  .^  • .  • .  •  •  89 

Somme*. •  0.00294  65912  6265 
A...  9.95018  57658  7^18 


rtfts^tai^ 


1*1^ 


Zr(iH-dr)=9,94723  91746  io55 


Diff. . . 

(i).. 

•(2).. 

(3).. 
B^*  « 

(4).. 

B„. . 

(5).. 
B,s.  • 

(6).. 


(7) 


•  • 


i*ii.M 


0.43572  5483 I  2856  a 
8.4661 3  67490  38 
8- 99279  74004  4s 
7.45895  41494  81 

7.50616  72144 
8. 521 32  90007 

5.83749  62i5i 

6r7i433  5i6i* 
7.64986  0601 


■«•^ 


4  «^36419  5762. 

5^98639  046 
6.97889  220 

^^96478  ^^ 
5.29028  44 

6.30692  38 
1.59720  8a 

4*61273  3 
5.63545  5 


MWito 


0.24818  8 

3.94724 
4.96399 

8.31  laS. 
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88.  Pour  avoir  le  point  précis  du  minimum  ,  il  faut  j  pour  la  valeur  don- 
née ;r=  0.4^16,  calculer  les  coefficiens  différentiels  ^ii  -^  9  -^r»^  étant 

mis  pour  /r(i  +^)- 

Il  conviendra ,  pour  cet  objet,  de  revenir  à  la  première  des  équations  (aa). 
Cette  équation  y  l^érement  modifiée  et  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  , 

donnera,  en  faisant  toujours  B,  =:  —  (S,  —  i)»  les  formules  suivantes  : 

Z = — /  (1  +  ar)  +  Bar  +  B^  —  Bja:' +  B^x*  —  B5X»  4- etc. , 
^=  — j-^-HB-HaB.x— 3B,ar'+4B4X»  —  SBjX* + etc. , 

^=     (7^.+  aB. — 6B,a:  +  i aB^  -  aoB,x»  +  etc. , 

etc. 
Au  moyeu  de  ces  formules  ^  on  trouve ,  pour  le  cas  dont  il  s'agit , 

2"  =:  —  o.ooooi  35093  33  , 

-^  ==  0.42026   7079  , 

^  =  —  o. 58460  I. 

Désignant  ces  trois  coefEciens  différentiels  par —y, g",  —  A^  respectivement, 
on  aura 

/r(iH.^  +  a)  =  Z— ./ci  +  i^Ci*  — ^    a'. 

Au  point  du  minimum^  la  différentielle  de  cette  quantité  prise  par  rapport 
à  (û  doit  être  nulle,  ce  qui  donne  pour  déterminer  eo  l'équation /* —  gcê 
-|-  ^  hoà^  =  o.  Et  comme  y  est  très  petit  par  rapport  a  g"  et  A  ,  on  en  tire 

m  =  -  r  î  -|-  ^\  et  le  minimum  cherché  =  Z  —  ^  gm^  •+•  j  hm^. 

Substituant  les  valeurs  trouvées  de^  g^  hy  on  aura  £# = o  •  oooo5  2 145 1  i o5 , 
et  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  Z  =  —  o.  00000  00002  171 3.  On  peut 
donc  fixer  fomme  il  suit  le  minimum  de  la  fonction  Va , 

a  =  I .46165  2i45i   io5 
log  Ta  =  9.94725  91745  9540. 
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89.  Pour  faciliter  l'usage  des  formules  précédentes ,  on  joint  ici  une  table 
des  valeurs  des  coeiliciens  B.  et  de  leurs  logarithmes ,  calculés  jusqu'au  quin- 
zième terme ,  ce  qui  est  plus  que  suffisant  pour  les  applications  où  l'on  n'a  pas 
besoin  de  plus  de  1 2  décimales  exactes  dans  la  valeur  de  log  F  (i  +  Jc). 


TU 
I 

B«. 

log  B.. 

0.1 836 I  29037  6840 

9.26390  51988  6i55 

2 

0.14004  56532  118 

9. 14626  96335  7783 

5 

0.02925  07326  917 

8.46615  67490  579 

4 

0.00893  8x3x5  34 

7.95124  67415 

5 

o.oo32o  75040  58 

7,50616  72144 

6 

0. 00x25  53526  86 

7.09875  8857a 

7 

o.ooo5x  80064  4^ 

6.71455  5i6o8 

8 

0.00022  13466  62 

6.34507  29774 

9 

0.00009  69x48  80 

5.98659  04655 

10 

0.00004  3x938  49 

5.65542  19056 

II 

o.oooox  95x12  17 

5.29028  45554 

la 

o. 00000  89061  69 

4.94969  09488 

i5 

0.00000  4^99^  '7 

4.61275  27627 

14 

0.00000  X8999  80 

4.27874  91451 

i5 

0.00000  o8856  20 

5.94734  74888 

w»>v>ir>iv>¥>¥tf»vv»vwvv>ftivwvv>  vyvvvviryYV¥v>r>iY>f>rif>ivrn(vrnYvwrn^ 
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Recherches  ultérieures  sur  les  propriétés  des  Fonctions  T. 


90.  ViONSiDÉRONS  la  fonctiou  (p(x)  exprimée  par  la  suite  infinie 
T.  IL  74 
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dau  laquelle  nous  supposoDs  x<C  i  ;  si  on  développe  cette  quantité  suivant 
les  puissances  de  Xy  et  qu'on  désigne,  comme  ci-dessus,  par  S^  la  somme 
des  puissances  réciproques  du  degré  /»,  des  nombres  naturels,  on  aura 

(p(ar)  =  S.ar  —  Ssar*  •+■  S4JC»  —  Sjo:^  +  etc. 

Mais  par  Téquation  (18),  on  a 

logr(i+j:)  =  — Ca:  +  iS.a:»  — |S3a:»  +  ^S4X*  — etc.; 

difierenciant  celle-ci  et  comparant  le  résultat  à  la  valeur  de  (p{pc)j  on  en  tire 

^x)«C  +  lÎ2S^i±ii;  (a6) 

d'où  l'on  voit  que  la  suite  désignée  par  ^(jx)  peut  être  sommée  immédiate- 
ment, au  moyen  du  coefficient  diflférentiel  de  la  fonction  log  r(i  +^), 
puisque  d'ailleurs  G  est  une  constante  connue  (art«  86). 

Observons  que  la  fonction  (p{x)  peut  être  mise  sons  la  forme 

(-rT;)+G-d^)+G-3i^)+;G-rb)+""'  • 

alors  on  voit  qu'elle  est  la  diflference  de  deux  suites  qui  ont  l'une  et  l'autre 
une  somme  infinie,  mais  qui  étant  ainsi  retranchées  terme  à  terme,  l'une  de 
l'autre,  laissent  pour  reste  une  quantité  finie.  Gette  quantité  est  d^aiUeurs  la 
même  qui  a  été  désignée  par  G*— N,  (art.  81),  et  elle  représente  par  con- 
séquent aussi  la  somme  de  la  suite  harmonique 

91  •  Puisqu'on  a  généralement 

on  trouvera,  par  des  diflerentiations  successives,  les  sommes  de  difiërentes 
séries,  savoir  : 

'        I        '        1        '      ,1 I__  4_  etc   —  —     -        tllilà-') 


(I  +  *)+"^(ïlT)î"^(3+«)ï"^(4+  xy  ■*"  "*'•  ""         a.3    •        5ïï"^~ 
1,1,1,1         ,      .  I        d*/r{i+*) 


y 


etc. 
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Et  en  gënéral,  si  l'on  désigne  par  4«(i  4~^)  ^^  somme  delà  suite  infinie 


on  aura 


(I  +*)•  +  (a +*)•  +  (3+*)-  "*"  (4+*)" "^  ^^^' ' 

4.(1 +x)=  <r'^"   .^^^^fe^> 

^^      '       -^        1.2. 3... 71 — I  ax"         ' 


de  sorte  que  les  sommes  de  toutes  ces  suites  se  déterminent  par  les  coefii- 
ciens  difierentiels  successifs  de  la  fonction  lT{i  +  ^)9  îl  faut  seulement  ex* 
cepter  le  premier  terme  nI/,(i  +^),  d'où  Ton  a  déduit  tous  les:  autres,  et  qui 

ne  se  détermine  par  •— — ^ '  >  qu'en  a)outant  la  constante  iiufinie. .  • 

i+7  +  T+?  +  etc. 
93.  Représentons  par  (a,  n)"  la  somme  de  la  suite  infinie 

^  "*"  (a  +  »)"  "*"  (a +  27»)»  ^  (^'3^  ^  ^^^-^ 
si  l'on  fait  a^i  nx,  cette  suite  devient 

^\lr  "^  (i  +X)'»  "^  (2  +  J)«  **"  ^^*^V* 

Ainsi  en  faisant  a:=  -,  l'expression  générale  de  la  transcendante  (a,  /»)* 
sera 

\     y      /  ^m     T»V     /  1.2.3...OT—  1        7*"  OX"* 

On  peut  encore  remarquer  qu'en  faisant 

(p,(x)  =   14-1+1  +  ^,..-1--.^ 
on  aura  en  général  ^,(jc)  +•  •4/a(i  +  x)  =  const.  =  S«;  donc 

C'est  simplifier  la  théorie  de  ces  diverses  transcendantes ,  que  dt  faite  vcdr 
qu'elles  dépendent  d'une  même  fonction  2r(i  +^)  ^t  de  ses  coelficiens  dif- 
férentiels successifs. 

93.  Considérons  maintenant  d'une  manière  particulière  l'équation 

ddlv{\  +x) I  1         y_        1         ,     . 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

74. . 


44o  INTÉGRALES  EULÉRIENNES, 

ddlrx_i  I I j î_.4.etc  d^i) 

Cette  formule  est  le  principe  d'où  nous  allons  déduire  de  nouveaux  théo- 
rèmes,  qui  serviront  à  perfectionner  et  même  à  compléter  entièrement  la 
théorie  des  fonctions  F. 

Soit  pour  abréger,  f{x)  la  fonction ^ui  forme  le  second  membre  de  l'é- 
quation (27);  si  Ton  met  20:  à  la  place  de  x,  on  aura 

dans  la  suite  renfermée  en  parenthèses^  les  termes  de  rang  impair  ont  pour 
somme  y(x),  et  les  termes  de  rang  pair  ont  pour  somme  /^(ï +  •»:).  Ainsi 
on  a  • 

or  l'équation  (.2)  donne  f{x)  =  ^î,  /{i  +  ^)  :=  ^^^  «  +  *>  ,/(2a:)= 
— T^T"^;  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

ddlr  (tut)  ^  ddlTx    ,    ddlT  (j  +  a?)  ^  • 

da^  dx^    ^  da^         ' 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  a 

flg/r  (2x) dlTx  ^^  dlr(l  +  x)   ^^ 

~ibr'  —  "AT  *•      di      f"^- 

Multipliant  encore  par  dx  et  intégrant,  il  vient 

log  r(2a:)  =  log  Tx  +  log  r(i  +  a:)  +  ox  +  ^, 

ou,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

TxY  (^  +  a:)  =  Aen^  T  (jix). 
Il  reste  à  déterminer  les  deux  constantes  A,  a,  introduites  par  l'intégra- 

tion.  Pour  cela.,  soit  x  infiniment  petit,  on  aura  Fjcrs-  et  r(2ap)== — ;donc 

Asarî.  fioit  ensuite  a:  =  -5-,  on  aura  Ae~*^^=:Tjy  donce»*s=aj  donc 
l'équation  générale  est 

TxT  (i  -h  ar)  =  r  {2x) .  a»  -^  Ff  (28) 

Nous  retombons  ainsi  sur  l'équation  (g)  déjà  démontrée  de  deux  autres 
manières  ;  mais  la  même  méthode  va  nous  faire  découvrir  de  nouvelles 
propriétés. 

94.  En  appelant  toujours  f{x)  le  second  membre  de  l'équation  (27) ,  si 
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l'on  met  3x  à  la  place  de  a;,  on  aura 

La  suite  contenue  dans  le  second  membre  se  décompose  en  trois  autres , 


savoir  , 


donc  on  a 

/(3a:)  =  i[/(ar)+/a+x)+/(|+^)]. 

Remettant  au  lieu  de  y^(^)  sa   valeur      .  ,   ,  et  semUablement  pour  les 
autres  termes,  il  vient 

ddlr  (3x) ûW/r^       dtf /r  Q  +  x)   .    ddlr(l  +  x) 

dx^  dx*    ^        dx^         "*"         dx^ 

Intégrant  cette  équation  deux  fois  consécutives,  on  obtient  pour  résultat 

TxT  (f  +x)  r(f  +x)  =  T{5x).A€r^. 

Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et  «,  soit,  i^.  x  infiniment  petit  ^ 

on  aura  A  =  5r  y  rf  =-: — r-  =  2ît  v/3j  soit,  a*.  a:  =  y,  on  aura^.v 

Aé"^^  =  rjrf  =  ^A,  et  par  conséquent  e*=:  5^.  Donc  on  a  l'équatioa 

r^r  i\  H-  x)  r(|  +  x)  =  a^r .  S'-^'  T{Zx)  :  (29) 

c'est  la  quatrième  propriété  géné^aIe  des  fonctions  F. 

95.  Si  l'on  considère  semblablement  la  fonction y*(5ar) ,  et  qu'on  décom- 
pose la  suite  qu'elle  représente  en  cinq  autres,  provenant  des  termes  comptés 

•    de   cinq  en  cinq,  à  commencer  par  le  1*%  le  2%  le  3%  le  4*  et  le  5%  on 

'    obtiendra  l'équation 

/C5a:)  =  ^[/x+/(  14- *)+/(! +*)+/(!  +x)  ^/ff +«)], 

ce  qui  donne  l'équation  différentielle 

ddlr(^ ddlrx  j_  ddlr(^+x)    ,   ddlr{i  +  x) 

ds^  ûfjf*    "^        ds^         ^        dx^ 

.    ddlrg+x)   .   ddlr(i+x) 
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dont  l'intëgrale  est 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  ât,  on  fera  successivement  x  infiniment 
petit  et  X  =1,  ce  qui  donnera 

Ar^=rir|  r  I  rf  =  i  A; 

donc  e*  =  5*  :  ensuite  on  a  par  l'équation  (3) , 

r  -  r  ^  =  -A—     r*-  r  -  =    ^ 

5îr* 

ce  qui  donne  A  =     ■        — s=  Içi^^S.  Donc  enfin  la  fonction  F  satisfait 

gm  g  sm  -^ 

encore  à  Téquation. 

ra:r(f+x)  r(|  +ji:)  r(f +0:)  r(f +^)  =;r(5^).(27r)*.5^"^*  :    (5o) 

c^est  la  cinquième  propriété  générale  des  fonctions  F. 

g6. 11  est  facile  de  voir  qu'on  peut  généraliser  ces  résultats  et  les  com- 
prendre dans  une  même  formule.  En  effist  ^  n  étant  un  entier  quelconque  , 
la  valeur  à^tfinx)  pourra  se  décomposer  ainsi , 

/M=;i[>H-/(i+x)+/Q+x)..  ..+/(iz:i  +  x)]5 

il  en  rcsulte  l'équation  di£Pérentielle 

MIT  in.)  _  délr.    .    '^^(^n-^  ")  .    '^^<^-+-) 

dont  intégrale  finie  est 

FxF  (^  +  ^)r  0  +  ^)-  •  • .  r(^-  +ar)  =  r(/w)  .  Ae-- 

Pour  déterminer  les  deux   constantes  A  et  et ,   faisons  successivement  x 
infiniment  petit  et  x  =  - ,  nous  aurons  ces  deux  équations 

VI  ML  »•  -n.  » 


Ae~^=:r-  r-  r- rîi=i  =  -; 

n       n      n  n  n^ 


\ 
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la  dernière  donne  immédiatement  e*  ip?  /i".  Pour  avoir  la  valeur  de  A  ^  U 
faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Soit,  1*.  72=2/71,  les  fonctions  T-,  T- F ,  T  -^ —    aur($&t 

un  terme  moyen  r^=:  v/^9  «^  ks  termes  également  éloignés  des  extréflpies 
étant  complémeQ3  l'un  de  l'autre ,  leur  produit  sera  donnée  p«ir  l'équation  (3); 
et  on  aura  pour  le  produit  total  de  ces  fonctions , 

8U;i  *-    $|Q  —    6ID  —  SIQ «•  SID  -  SIQ  —    8111  — .  .  .  .8111 •  ît 

7»ni».  I»  n  n  n  i| 

Mais  en  faisant  z  infiniment  petit  dans  la  formule  qui  termine  Part.  a4^, 
Âpirod,  in  An.  înf.y  on  trouve 

sm-sin — sin  ~ sin -»■' — f^^cs»   *    i/»; 

ce  qui  donne ,  dans  le  premier  cas, 

ri  r-r- rîi^=^  »  (a7r)^ii"% 

n  7»  71  71  ^  ^  ' 


et  par  conséquent 


n  — I 


Soit,  3°.  n^a>n+  i,  il  n'y  aura  poiat  de  terme  moyen  dans  la  suite 

r  -,  r  -  •  r  - r  ^       ;  mais  les  termes  Clément  éloignés  des  extrêmes 

7»'      n'      a  II  "  ° 

étant  toujours  complémens  l'un  de  l'autre ,  le  produit  de  toutes  ces  fonctions 
sera 


«•       .     2X  mw  .    ir    .    air  .    mw 

sin  -     sin  —  8in  —  sin  -  sin  — sin 

7t  7»  n  n         n  n 

D'une  autre  part ,  la  formule  dtée  d'Euler  donne ,  lorsque  n  est  iaaipairy 

sm  -  Sin  —  sin  — <r« .  • .  sm  —  =  a  *    n^\ 

n  n'  n  ^ 

donc  on  a  encore  dans  ce  cas, 

rirîr? v "i^zt  ^  {^^^f^ 

n       n       n  n  ^      ^ 


et  par  conséquçn  t, 

A  =  (air)  »     n*. 


n^i      , 
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Donc,  quel  que  soît  le  nombre  eutier  n^  on  aura  généralement  la  formule 


n  — I 


97.  Cette  formule  très  remarquable  comprend  comme  cas  particuliers,  les 
formules  (28),  (29)  et  (3o);  elle  eu  donnera  tant  d'autres  qu'on  voudra,  en 
prenant  pour  n  des  valeurs  en  nombres  entiers  au-dessus  de  5. 

Il  est  bon  néanmoins  d'observer  que  les  formules  qui  résultent  de  l'équa- 
tion (3i),  en  prenant  pour  n  un  nombre  composé,  ne  sont  que  des  consé- 
quences de  celles  qui  ont  lieu  en  ne  prenant  pour  n  que  des  nombres  pre- 
miers, et  qu'ainsi  il  suffit  de  considérer  ces  dernières,  en  donnant  à  n  les  va- 
leurs successive^  2 ,  3,5,  7 ,  11,  etc.  On  obtiendra  encore  de  cette  manière 
une  iufinité  d'équations  auxquelles  les  fonctions  T  doivent  satisfaire,  et  qi# 
donnent  les  moyens  de  multiplier  à  l'infini  les  comparaisons  et  les  réductions 
dont  ce  genre  de  transcendantes  est  susceptible. 

98.  Nous  observerons  encore  que  dans  les  usages  de  la  formule  (3i)  et  de 

toutes  celles  qui  en  dérivent,  on  peut  se  borner  à  faire  x  <C-  ;  car  si  l'on  met 

-  +  a:  à  la  place  de  jr,  la  formule  qui  naît  de  cette  substitution  ne  diffère 

pas  de  la  formule  (3 1  )  ;  de  sorte  qu'on  n'obtiendra  entre  les  fonctions 
r   que  les  mêmes   relations  qui   peuvent    être    obtenues    en    supposant 

99.  Nous  pouvons  même  aller  plus  loin ,  et  démontrer  qu'il  suffira  de 
faire  x  <  — ,  parce  que  l'équation  qui  viendrait  en  supposant  j:=  —  +û>, 
ne   différera    pas   essentiellement    de    celle   que    donne    la    supposition 

a/» 
En  effet ,  si  Ton  fiiît  successivement  ces  deux  substitutions  dans  l'équa- 
tion (3i),  on  aura 

multipliant  ces  deux  équations  entre  elles,  et  observant  que  chaque  fonc- 
tion F  dans  une  équation,  trouve  son  complément  dans  l'autre,  on  aura 
pour  le  produit  total  cette  équatiou  , 
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laquelle  en  faisant  ^  +  a9r=  s ,  peut  être  mise  sous  cette  forme , 

sin /ia=2»-*  slnz  sin  (^  +  a)  sin  (^H-z).  • .  •sin(^i=^ 

c'est  réquation  déjà  citée  de  Tart.  340,  Introd.  in  An.  inf. 

De  là  on  vçit  que  les  deux  équations  obtenues  en  feisant  a:  =s—  -|-  « , 

^  =  ~  —  « ,  ne  donnent  qu'Hun  seul  et  même  résultat ,  et  qu'ainsi  dans  Tap- 

plication  de  l'équation  (5i) ,  il  suffira  de  faire  ;r  <  — . 
On  peut  remarquer  encore  qu'en  faisant  a»  =  o,  on  a  la  formule 


rf  r-iri. r2ini=(a*)^ri, 


laquelle  se  déduirait  aisément  de  la  formule  générale 


rir^r^ rii=i=(27r)-=i^»--. 


100.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  rassembler  ici  sous  un  même  point  de  vue, 
toutes  les  équations  qui  contiennent  les  propriétés  p;énérales  des  fonctions  F. 
Voici  ces  formules ,  accompagnées  des  lettres  qui  serviront  dans  la  suite  à 
les  désigner. 

(A)     rjc=  1.3.3. .  ..(or—  i), 

(C)    rjcr(i  — jc)  = 


SlîlfFX 

I      1 


(D)  TxT  (i  +  x)  =  r  (ax) . (ott)»  a*"**, 

(E)  ra:rQ+aî)r(|4-a:)  =  r(5ar).(39r)'  3^"^^, 

(F)  rxr(i+x)r(|  +  ar)r(H-ic)r(|  +  J?)=r(5a:).(a7r)-5'-^, 


f=£    S-w 


(N)    TxT  (^+ar)rQ+a:).-.r(i^+x)=r(/ia?).(a9r)"^n 

Ces  équations  oflfrent  une  infinité  de  manières  de  comparer  entre  elles  lés 
fonctions  T ,  et  d'opérer  toutes  les  réductions  que  leur  nature  comporte.  On 
T.  IL  75 
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peut  démoiitrer ,  par  exemple,  qu'il  suffit  de  connaître  la  fonction  F  dans 
une  peitite  partie  de  la  première  période,  pour  pouvoir  déterminer  cette  fonc- 
tion dans  tout  le  reste  de  la  période.  On  peut  aussi  considérer  parmi  les  fonc- 
tions Tx,  c^llfa^  qui  «e  rapportent  aux  diverses  valeurs  rationnelles  de  x  qui 
ont  un  même  dénominateur^  et  se  proposer  de  réduire  toutes  ces  transcen- 
dantes a«  moindre  nombpe  possible.  De  U  naissent  différens  problèmes  cu- 
rieux qui  jetteront  un  nouveau  jour  sur  la  nature  des  fonctions  T ,  et  sur 
lesquels  jious  allons  donner  quelques  recherches. 
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Ou  l'on  proui^e  que  les  fonctions  T  peui^ent  être  déterminées  dans 
toute  V étendue  d'une  période ^  poun^u  quelles  soient  connues 
dans  une  petite  partie  de  cette  période. 


roi .  i^  ous  nous  proposerons  d'abord  de  faire  voir  qu'au  moyen  de  l'équa- 
tion (D) ,  il  suffit  de  con  naître  la  fonction  Tx  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =3  J  ; 
pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le  reste  de  la  première 
période ,  depuis  x  =  ^  jusqu'à  x  =  i . 

Ck>mme  il  s'agit  ici  non  d'effectuer  la  solution,  xsm^  d'en  dcmot^trer  la 
possibilité,  nous  ferons  usage  de  quelques  signes  propres  à  abréger  les  calculs. 
Pour  cet  effet ,  désignons  log  Tx  par  (x) ,  les  équations  (C)  et  (D)  pourront 


s'écrire  ainsi, 


ÎTX 


{x)  ^{\^x)^  {%x)  s^i  /  (:2^)H-  (î  ^  a^)  l^. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  des  quantités  connues  lorsque  x 
est  donné,  nous  les  représenterons  par  la  lettre  d^  initiale  du  mol  donnée , 
qui  désignera  légalement  toute  quantité  composée  de  i^mes  connus.  Nos  deux 
équations  peuvent  donc  se  représenter  par  la  notation  suivante, 

<l>)  (ar)+<i-«)-(2*)ç=rf. 
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Cela  posé ,  si  dans  Féquation  (D)  on!  fait  x  zss  ^ -^f  a ,  on  avae» 

Mais  par  l'équation  (C)on  a  (|+a)=: — Q  —  a)  +  d{^  et  par  l'équation  (D), 
(î  +  aa)  =  (4a)  —  (aa)  +  d;  donc 

Tant  qu'on  aura  a  <  7t>  cette  é^quation  déterminera  Fa" fonction  (x)  ou  {\+^) 
par  d'autres  fonctions  où  x  est  moindre.  Ainsi  en  donûant  S  a  tontes  les  va- 
leurs depuis  a  =  0  jusqu'à  a  =  -j^,  on  connattra  I!a  fonction  (x)  depuîsap  =  :J 
jusqu'à  a:  =  j. 

I02.  Par  exemple,  soit  a:=^,  ou  a  =  ^,  on  aura 

(fj = (Â)  +  G)  -  (â^.)  +  ^^z 

ainsi  la  valeur  de  (^)  est  composée  de  quantités  connues. 
Soit  encore  or  =  f?  ou  a  =  ^,  on  aura 

Dans  le  second  membre ,  la  fonction  (^)  n'est  pas  donnée  immédiatement^ 
puisque  (•^)  est  >  ^;  mais  on  aura  sa  valeur  par  la  même  formule,  en  faisant 
a  s=  ^5  —  ^  =  ^  j  ce  qui  donne 

d'où  l'on  voit  que  (^)  deviendra  entièrement  connu. 

io3.  Lorsqu'on  fait  or  =:^  ou  ci=:  ^ ,  la  fornmle  précédente  ne  détermine 
pas  la  fonction  (j)  ^  mais  alors  les  équations  (C)  et  (D)  donnent  inimédii^ 
tement 

a)  +  (î)  =  '^,      (k)-h(^)-{ï)  =  d; 

d'où  l'on  tire  la  valeur  cherchée" 

Connaissant  la  fonction  {x^  depuis  x=so  jusqu'à  orss^ ,  il  reste  à  1»  déter* 
miner  depuis  xzzi^  jusqu'à  op  =  |.  Or ,  par  la  combinaison  des  équations  (G) 
et  (D) ,  on  a  la  formule 

(i  — a)  =  («)  —  (!!«) +  d. 

Si  Ton  donne  à  cl  toutes  les  valeurs  depuis  az^o  jusqu'à  a^  |,  le  second 
membre  sera  connu;  ainsi  onaura  la"  valeur  de  la  fonction  (x)  ou  (î  — *  a), 
depuis  x==  I  jusqu'à  xssl. 

75.  • 
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On  peut  donc  déterminer  la  fonction  Tx  pour  toute  valeur  de  la  racine  x, 
pourvu  qu'on  connaisse  cette  fonction  depuis  xzzzo  jusqu'à  or  =  ^. 

Ce  problème  revient  à  celui  que  nous  avons  résolu  dans  l'art.  53  ;  mais  la 
méthode  précédente  fait  voir  plus  clairement  la  possibilité  de  la  solution. 

io4«  11  ne  serait  pas  difficile  d'ailleurs  d'obtenir  les  solutions  effectives,  en 
réalisant  les  quantités  désignées  par  d;  on  trouverait  alors  les  trois  équations 

(1 +«)  =  (!-«)  — (3a)  +  (4a)  +  a  +  2a)/2  +  /sin  a— <e)^, 

:2(^)  =  (^)  +  i/^— |/3~/sin|7r, 
(I  —  flt)  =  (cl)  —  (2a)  +  ï  /"^  —  (i  —  3flt)  I2  —  / cos  aTT. 

La  première  servira  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x  =  ^  jusqu'à  x:=^  ; 
la  seconde  déterminera  la  fonction  |  ;  et  la  troisième  servira  à  déterminer  la 
fonction  (x) ,  depuis  a:  =  jj  usqu'à  a:  =  $.  Enfin ,  d'après  ces  données ,  l'équa- 
tion (C)  servira  à  déterminer  la  fonction  (a:),  depuis ar=  l  jusqu'à  :c  =  i . 

io5.  Puisque  l'emploi  des  équations  (C)  et  (D)  donne  les  moyens  de  ré- 
duire à  ^  la  partie  de  la  première  période  où  la  fonction  Tx  doit  être  connue, 
afin  de  déterminer  cette  fonction  dans  la  période  entière,  on  peut  conjecturer 
de  là  que  si  à  ces  équations  on  joint  l'équation  (£) ,  il  sera  possible  de  ré- 
duire ultérieurement  à  |(i  —  J)  ou  | ,  la  partie  de  la  période  qui  sert  à  dé- 
terminer tout  le  reste.  C'est  ce  que  nous  allons  vérifier  par  une  analyse  sem- 
blable à  la  précédente. 

Supposons  que  la  fonction  (x)  est  conntie  depuis  x:=zù  jusqu'à  xssu^] 
d'après  l'équation  (E)  on  aura 

a+«)+a+«)-^fi+«)-aH-3«)=d 

Mais  Téquation  (D)  donne  (î +  «)  =  (a«)  — (*)  +  «?,  (i+3a)=s 
(6«)  —  (5a)  +  d,  et  l'équation  (C)  donne  (|  +  a)  =  — .  (i  _  *)  +  </ j  on  a 
donc  la  formule 

Tant  que  Sa  sera  plus  petit  que  j  +  «t,  ou  tant  qu'on  prendra  a<y5> 
cette  équation  donnera  la  valeur  de  (x)  ou  fH-«)  par  des  fonctions  dont  la 
racine  est  moindre.  Ainsi  on  connaîtra  la  valeur  de  la  fonction  (x)  depuis 
jc=  j  jusqu'à  jc  =  j.  ' 

La  formule  précédente  ne  détermine  pas  la  valeur  de  la  fonction  (j)  ;  mais 
par  une  autre  formule  que  nous  donnerons  ci-après  (art.  1 16),  on  a 

106.  Il  reste  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x=j  jusqu'à  x=s^. 


k 
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Pour  cela,  soit  fle:^^+2,  l'équation  précédente  deviendra 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  il  faut  supposer  connue  la  fonction  (j+is) 
depuis  JS  =  o  jusqu'à  z=:û#,  û)  étant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Alors  donnant  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  z^^  o  jusqu'à  z  =  ^^^  on  con- 
.  naîtra  la  fonction  (x)  ou  (7  +  6z) ,  depuis  JC = j  jusqu'à  a?  =  j. 

On  peut  aussi  ne  faire  usage  de  la  formule  précédente  que  depuis  z  s=  o 
jusqu'à  2=:^,  ce  qui  fera  connaître  la  fonction  (or)  depuis  <x=^  jusqu'à  x=j. 
On  déterminera  ensuite  cette  fonction  depuis  x:=ij,  jusqu'à  ^=?,  par  la 
formule 

Cette  solution  est  fort  simple,  puisqu'elle  est  fondée  sur  uùe  seule  formule 
mise  sous  deux  formes  différentes;  mais  elle  suppose  qu'outre  la  partie  de  la 
période  connue  depuis  a:=o  jusqu'à  a:  =  f,  on  connaît  encore  la  partie 
comprise  depuis  x=:  j  jusqu'à  xz=:\-jr^f  ^  étant  une  quantité  qui,  à  la 
vérité 9  peut  être  aussi  petite  qu^on  voudra,  mais  qui  ne  peut  être  tout-à-lkit 
anéantie.  Yoici  un  autre  moyen  de  résoudre  le  même  problème,  en  suppo- 
sant connues  deux  parties  de  la  période  non  contiguës,  mais  telles  que  leur 
somme  se  réduit  précisément  à  |. 

107.  Supposons  la  fonction  (x)  connue  dans  deux  parties  de  la  première 
période,  savoir,  depuis  ap  =  o  jusqu'à  a:  =  -^,  et  depuis  a:=-j^  jusqu'à 
x=-^:  ces  deux  parties  réunies  font  une  somme  égale  à  ^;  et -pour  déter- 
miner la  fonction  (x)  dans  tout  le  reste  de  la  période ,  il  faudra  exécuter  les 
opérations  suivantes: 

I  •.  Par  les  formules  (E)  et  (C) ,  on  a 

le  second  membre  est  connu  depuis  «  =  o  jusqu'à  «=  ^ ,  ainsi  on  connaî- 
tra la  fonction  (x)  depuis  xzsso  jusqu'à  «r  =  |. 
3?.  D'après  les  équations  (C)  et  (D),^  on  a 

le  second  membre  est  connu  depuis  «  =  o  jusqu'à  fliss^J  donc  on  eonnaitra 
la  fonction  {x)  depuis  ar=?  o  jusqu'à  a;=^., 

y.  Mettante—  i  à  la'  pfâce  de  cl  <ïans 'Péquâtîon  précédente ^  on -en  tire 


(i=^')=(^)-.(^)+''= 
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le  second  membre  de  celle-ci  est  connu  depuis  âc  =  o  jusq.tt'».  et  =  ^  ;  donc  on 
connaîtra  la  fonction  (jc).depuis  xz=^ys  jusqu'à  ar  =  ^. 

Par  ces  trois  premières  opérations,  la  fonction  (x)  devient  connue  depuis 
x^±o  jusqu'à  xt=>Y6^  et  depuis  j:=s^  jusqu'à  a:  =  -;%.  II!  faut  mainte- 
nant rempKr  la  l'àcune  que  laissent  ces  deux  espaces,  depuis  x=:'f^  jus- 
qu'à ar=:3J^,ou  depuis  x  =  j  —  ifô  jusqu'à  a:=:f  4-7^0 • 

4®.  D'après  l'équation  (D) ,  on  a 

les  tepjnes  (-fo^  2) ,  (j  -f-  2z)  peuvent  être  remplacés  par  leurs  complëmens 
—  (-j%— z)>  — (f— 2z)j  ensuite  par  l'équation  (D),  le  terme  (|  —  2z)p€Ut 
être  remplacé  par  Q  —  4^)  "^  (tô  —  22J.  On  aura  donc    • 

Dans  cette  équation,  le  second  membre  sera  toujours  connu ,  pourvu  que  z 
positif  ou  négatif  ne  surpasse  pas  ^. 

Cela  posé,  donnons  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  z  =  ^t^  jusquà 
^=^T8o9  ^^  fonction  (j— '4^)  est  connue  dans  cet  intervalle;  ainsi  on  con- 
naîtra la  fonction  (x)  représentée  par  (j+2),  depuis  a:  =  jH-7^  jus- 
qu'à X  =s  j+if^.  Donc  l'intervalle  où  la  fonction  (x)  reste  inconnue  ne 
s'étend  plus  que  depuis  a:  =  j  — ■  7-^  jusqu'à  x  =  |  H- 


7fto* 


Donnons- maintenant  à  z  des  valeurs  négatives,  depuis  z  :=:-—- .^-^  jus- 
qu'à 2=:  —  ^xô9  ^  fonction  (|— -4^)  sera  connue  dans  cet  intervalle,  ainâ 
on  connaîtra  la  fonction  (j+ «)  depuis  z  =—  ^~  jusqu'à  a  =  —  j^  ;  de 
sorte  que  l'intervalle  où  la  fonction  (x)  reste  inconnue  se  trouve  de  iiou- 
veau  resserré  entre  j:= f  — •  —^  et  a:  =s  j  -f-  7^0* 

On  continuera  de  procéder  de  la  mâme  manière,-  en  attribuant  à  z  des 
valeurs  alternativement  positives  et  négatives.  Si  Tintervalle  inconnu  s'é- 
tend d'abord  depnis  a:=  |  —  û>  jusqu'à  a:  =  j  H-  4û>,  une  première  opéra- 
tion resserrera  cet  intervalle  entre  les  limites  x=j  —  û>,  x=  j  +  -^a>  ; 
une  seconde  opération  le  resserrera  encore  entre  les  limites  iT  =  j  —  -^  a>^ 
et  x=:~ -{-^ûi,  et  ainside  suite.  D'où  l'on  voit  que  l'intervalle  inconnu 
finira  par  s'anéantir  dans  la  limite  or  =:  |  ;  et  en  ce  point  on  aura  ,  toujours 
d'après^la  mèmeforoiiile, 

S"".  La  valeur  de  la  fonction  (x)  étant  connue  depuis  or  =  o   jusqu'à 
xzsi  r^ ,  pour  la  trdâvër  depuis  a:  =3  ^  j  usqa^  ^csssî,  on  fera  usage  de  la 
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formule 

(i  —  ar)  =  (ar)  —  (2  or)  +  ^' 

i4>8.  On  voit  àoBC  qu'il  est  possible  de  détermiii^r  la  TAltffor  de  ta  fonc- 
tion TpOf  dsojs  toiite  l'étendue,  de  la  premiéte  péidode ,  et  d^là^ui:  toute 
valeur  de  x,  pourvu  qu'on  connaisse  cette  fonclîon  dans  une  partie  assez 
petite  de  cette  période.  ^  '  ' 

La  partie  qu'il  faut  connaître  est  ï,  ijuand  on  ne  faitiiségè  quc.de  l'éîpiah 
tion  (C);  elle  se  rëduit  à  ^^  lorsqu'on  fait  usage  des  deux  équations  (C) 
et  {D) ,  et  elle  «e  réduit  de  ntoï veau  «  j ,  lorsqtf on  fait  usage  des  t]^ois'é(|aa- 
tions  (C),  (D)<,  (£).  Elle.se  réduiraritultéripurecDcnt  en  faisant  «sage  de 
l'équation  (F)  et  des  suivantes  ;  mais  la  proportijDn  de  oelte  ^édAlCèk>a  et 
la^distribution  des  parties  qui  conduisent  à  la  plus  grande  réduction ,  pour- 
raient faire  Vobjet  d'un  genre  de  recherches  analytiques  qu'il  ne  nous  pa- 
raît pas  nécessaire  de  continuer  plus  loin.  No«b  notoe^oMenterom  de  remar- 
quer que  les  fonctions  T  se  rapprochent,  par  ces  propriétés,  deë  fonctions 
circulaires,  logarithmiques  et  même  ftittptiqu^,  qu'il^sullit  de  connattre 
dans  un  intervalle  aussi  petit  qu'on  voudra ,  pour  pouvoir  les  déterminer 
dans  toute  leur  étendue. 
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Formules  pour  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  trans- 
cendantes contenues  dans  la  suiteT  -  >  F  §^  -T  -. . . .  .F  ^^~.  a 
étant  un  nombre  entier  donné. 


\' 


109.  1^  »  est  un  nombre  premier^  on  ne  poun^a  faiie  usage  que  de;  f  équa- 
tion des  con^>)éfiièns  (C),  et  ks  transcendantes  dont  il  s'#git  ne  pourront 
être  réduites  à  un  nombre  moindre  que  iC^-^O*  M«is_si  /test  un  nombre 
composé,  chaque  facteur  premier  àen  donnera  lieu  à  l'appliçalion  de  celle 
des  équations  (D^^  (E^^  QE),  -^tc^  ^qiifc  ^  relattf C'è  oé  fiioteur,  et  il  en 
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résultera  des  réductions  d'autant  plus  multipliées,  que  n  aura  plus  de  &c-* 
teurs  simples. 

Si  n  est  divisible  par  2 ,  on  pourra  appliquer  l'équation  (D) ,  dans  laquelle 

on  fera  successivement  arss-,  a:=-,  a?  =  -,  etc.,    jusqu'à  jc  =  j  ce 
qui  donnera  autant  d'équaflions  de  condition  entre  les  fonctions  F-  ,  T  -, 


3 


1  TX  ^■■0   W 

F- F .  On  se  borne  à  chercher  des  relations  entre  ces  fonc- 

n  2n 

lions  ^  parce  que  les  suivantes ,  jusqu'à  F  — —  >  se  déduisent  de  celles-ci 

par  l'équation  (C)^  excepté  F  7,  dont  la  valeur  est  connue. 

Si  n  est  divisible  par  5 ,  on  fera  l'application  de  l'équation  (E) ,  en  don- 
nant à  X  les  valeurs  successives*-,  -,  -••••jusqu'à  g  exclusivement ,  ce 

qui  donnera  de  nouvelles  équations  de  condition. 

On  fera  un  semblable  usage  de  l'équation  (E) ,  si  /»  est  divisible  par  5  ;  de 
l'équation  (F),  si  /»  est  divisible  par  7,  et  ainsi  de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  toutes  les  équations  de  condition  qui  servi- 
ront  à    réduire   au    moindre    nombre  possible   les    transcendantes  F  -  , 

F  - F  ^"^    ,  et  qui  feront  connaître  en  même  temps  celles  de  ces 

fonctions  qui  sont  nécessaires  pour  exprimer  toutes  les  autres. 

110.  Considérons  pour  premier  exemple  le  cas  de  nr=2i2,  et  déâgnons, 

pour  abréger ,  log    F  f—j  par  Zk  ;  la  question  est  de  réduire  au  moindre 

nombre  possible  les  transcendantes  Zi ,  Za,  Z5,  Z4,  Z5;  et  pour  cela  nous 
aurons  à  faire  l'application  des  équations  (D)  et  (E) ,  puisque  n  a  pour  fac- 
teurs premiers  a  et  3. 

Les  valeurs  à  substituer  dans  l'équation  (D)  se  réduisent  à  deux  seule- 
ment j  xz=s^,  xss-^y  parce  qu'on  doit  supposer  or  <  ^ ;  il  en  résulte  les 
deux  équations  de  condition   . 

•       Zi  +  Z7  —  Za  =  l/9r  +  f /a, 
Za  +  Z8  —  Z4  =  i  &r  +  J  /a.  i 

Au  lieu  de  Z7  et  Z8,  il  faut  introduire  les  complémens  Z5  et  Z4>  ce  qui 
se  fera  par  l'équation  (C),  qui  donne,  en  faisant  -7^  =  0», 

Z5  +  Z7  =  /-r^  =  /^  +  a/a  +  /  sin  I», 


Z4  +  Z8  =a /jj^  =  /9rH-    /2-^i«. 
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Cette  substitution  donnera 

Z5  =  Zi  —  Za  4-  ^  /-^  +  I  Z  :»  +  / sin  û> , 
Z4  =  iZa  +  ^ /tt  +  ^ /a  —  i /3. 

L'équation  (D)  ayant  fourni  deux  équatiops  de  condition,  on  voit  que 
les  cinq  transcendantes  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  trois,  qui  sont  Zi ,  Za , 
Z3  ;  et  cette  solution  est  dans  Te  fond  la  même  que  celle  de  l'art.    1 8  ,  où 

Ton  n'a  fait  usage  que  des  éqitations  qui,  pour  les  fonctions  ^j  ,  répon- 
dent aux  deux  équations  (C)  et  (D)  relatives  aux  fonctions  F.  Mais  l'appli- 
cation de  l'cquation  (E) ,  due  au  facteur  premier  3 ,  fournira  encore  une 
nouvelle  réduction. 

Puisqu'on  deit  prendre  x  <djOn  n'aura  k  substituer  dans  l'équation  (E) 
que  la  seule  valeur  â?  =  -p;-,  ce  qui  donnera  l'équation  de  condition 

Zi  H-  Z5  +  Zg  —  Z3  =  /(a^)  +  i/3; 

mais  par  l'équation  (C)  on  a  Z3  -f*  Zg  c=  /   .   ^  s=  fe* +i  /a  ;  donc 

Zi  +  Z5  —  aZ5  =  f/a  +  ^/5. 

Substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  Z5  exprimée  par  Zi  et  Za,  il  viendra 

Z3  =  ^  —  JZa  +  Ihr  +  f/a  —  \15  +  i/sîtiû»; 

i" 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  transcendantes  Zi ,  Za  suffisent  pour  déterminer 
toutes  les  autres:  c'est  le  dernier  terme  des  réductions  qui  peuvent  avoir 

i 

lieu  entre  les  diverses  transcendantes  désignées  par  F  — • 

m.  Nous  avions  déjà  atteint  ce  terme  dans  l'art.  a4;  mais  nous  n'y 
étions  parvenu  qu'à  l'aide  de  diverses  intégrations  fort  compliquées.  En 
vertu  de  ces  intégrations,  on  a  déterminé  le  rapport  des  deux  quantités  M,, 
M),  comme  il  suit.* 

M.  ±^i  a'?3ï 

--i   =   23  34  COS  Cû  =  — : . 

Ma  sin« 

Or,  par  la  formule  du  n®  47>  ^^  ^ 


M.  =  G) 


lar^ 


m     9 


donc 


/SN   —   ijJL-Lu. 

M,  _  /r^\    ri 
T  II.  76 
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égalant  les  deux  valeurs  àe^^  on  pourra  détenniner  F-^  par  le  moyen  des 

deux  transcendantes  T-^y  ^Tij  ^^  ^^  obtiendra  ainsi,  dans  la  notation  pré* 
cédente , 

Z5  =  Zi  —  iZa  +  ifcr  +  ^h  ~  J/3  +  ^/sînfl#, 

viUeur  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  qu'on  a  déduite  de  l'équation  (£)» 
Ainsi  le  résultat  qui  avait  été  trouvé  presque  fortuitement  par  des  inté* 
grations  très  difficiles,  est  donné  immédiatement  par  l'équation  (E).  En  gé- 
néral, il  paraît  que  les  seules  réductions  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  les 
fiDDCtions  r,  sont  celles  que  donnent  les  équations  (G),  (D),  (E)  et  les  sui- 
vantes, Iqrsque  l'application  peut  en  être  &ite,  à  raison  des  nombres  pre- 
miers qui  sont  diviseurs  de  n.  Ces  équations  ont  d'ailleurs  l'avantage  de 
conduire  aux  réductions  par  k  voie  la  plua  simple  et  la  plus  courte,  conune 
on  vient  d'en  voir  un  exemple;  elles  paraissent  donc  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  la  théorie  des  fonctions  F. 

112.  Dans  l'exemple  dont  nous  venons  4e  développer  la  solution,  le  C(4- 
cul  nous  a  conduits  à  prendre  Zi  et  Za  pour  les  termes  avec  lesquels  on  de- 
vait exprimer  tous  les  autres.  Mais  Z  i  et  Za  étant  relatifs  aux  fonctions  F-V  > 
F^,  il  peut  paraître  plus  simple  de  prendre  pour  termes  de  comparaison  les 
fonctions  Fj  et  F^.  Dans  celte  hypothèse,  il  faudra  exprimer  Zi ,  Zs  et  Z5 
par  le  moyen  de  Z3  et  Z4*  C'est  ce  qu'on  peut  faire  fiicilêment ,  au  moyen 
des  formules  précédentes,  et  voici  le  résultat  du  calcul  dans  lequel  nous 

comprenons  toutes  les  valeursnle  log  F  — ,  excepté  log  F^. 

ff-^  =  /ri  +  /ri  —  i/^^I/a+|/5-.i/sin^, 
la  4^^  a'o  a  ta' 

a-JÎ- =  aft- 1  —  1  for  —  i /a  +  iO, 
la  3         a  3       ^^  a     * 

tr-  =  ir  i  —  tri  +  -hr  +  h  —  l^+'/nn  —  , 
la  4  3     '     a         '  8  a         la' 

trJ-  =  tr  {  —  tri  +  - 1^  -h  h  -h  ii^  -h  -/sb-, 

la  3  4         *  '    8       ^^  a  la' 

/r-  =  ~  /ri  H-  fcr  +  fa  —  -15, 

^S  =  -^?  +  ^'^  +  5^-» 


CHAPITRE  XII. 


495 


1 13.  Onatroaré  dans  Fart.  30,  ^-j^  1^(8^145*)  à  B;  or  par  la  formule 
(ê)  du  n*  4?  y  ^^  transcendante  f  -  J  qui  suppose  /i=^49  ^^^  équivalente  à  j^. 

De  mâme^  au  mayea  de  la  transoendente  f^  dont  la  valeur  est  donnée 

dans  l'art,  ig  pour  le  cas  de  i»  =  5 ,  on  trouvera  T^  s=s  a^  3~  ^  C?r ;C  dési^ 
gnant  comme  dans  l'art.  ^4  ^^  fonction  F'  (sin  i5^). 

Mais  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  trouvé  Tes  logarithmes 
vulgaires  de  B  et  C ,  comme  il  suit  :  • 


V. 


log  C  css  o  .20361  53657  laSa. 

De  là  résultent  les  valeurs  des  transcendantes  log  T  —  et  logrfi  +75^» 

comme  on  les  voit  dans  le  Ableau  suivant,  qUi  pourra  être  fort  utile  dans 
diverses  recherches  d^analyse..  * 


'cg  r  <«+«>• 


m 

IM 

S 

!• 

-1. 
1  A 

5 

IM 

1  m 
7 
t  • 

8 

I  • 

t  o 

!• 

I  1 
1* 


1.06067 
0.74556 
0.55938 

0.4^796 
0.33788 
0.34857 
0.18433 

o.i3i65 
0.08838 
o.o536i 
0.03347 


63454 
78577 
10750 
37493 
13161 
49363 
48784 
64916 
37954 
30106 
73967 


i387 
533o 

4347 

1436 

8498 

4707 

0648 
840a 

8365 
048a 
1089 


9.98149 

9* 96741 
g. 9573a 

9.95084 
9.94766 

9-94754 
9.95024 

9*95556 

9.96334 

9.97343 

9.98568 


49995 
66073 

10837 

14945 

99744 
49406 

16723 

52326 

5o588 

07645 

88^58 


6635 
6966 
.1.551 
9460 
7338 
83o9 
73ii 
2834 
7455 

5719 
3149 


1 14*  On  a  trouvé  encore  (n*  32)  pour  le  cas  de  n  s=  8 ,  la  fonction  (-j  es 

3*F'rtang  gJ=3^D,  en  fiiisant  F'Ttang  gj=sD;  mais  la  fonction  f-j — ^^ ; 

donc  (r^)*  ss  8  •  37Dr^.  Nous  connaisaons  déjà  T;  t  et^iona  avQn3  ti;p.uvé  (^4) 

76. . 


9 


de  là  résulte 
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bg  D  c=  o.2i63i  59377  a8o7, 

logri  =  0.87702  23493  3974. 

Cette  valeur  fait  coonaitre  celle  de  Tf  par  l'équation  Tf  =  T^ .  —ggf  >  P^* 
ceUes  des  complémens  r|  et  Tf ,  par  les  équations  FJ  T^  s=  .  ^>r  |  Tf  ï= 
^.  Enfin  l'application  de  la  formule  T{\-{^a)=:aTâj  fera  connaître  les 

valeurs  de  r(i+î),  r(  i  + 1),  r(i  + 1) ,  r(i  +  g),  et  du  tout  on  formera,  le 
tableau  additionnel  q|ii  suit  : 


nn 


a. 


3 

8 
5 
ÏÏ 

7 


£ 


log  Ta. 


0.87702  22493  3974 
0.3748a  82679  7441 
0.15670  62587  9878 

0.03728  79627  7i3i 


logr(i4-a). 


9.97395  22623  4780. 
9.94885  95357  021 3 
9.95258  62761  ^286 
9.97929  6oï57  9362 


II 5.  Après  avoir  développé  fort  au  long  le  cas  de  /i==:i2,  et  celui  de 
7}=  8,  nous  prendrons  encore  pour  exemple  quelques  autres  valeurs  de  n; 
mais  ne  voulant  point  entrerdans  le  détail  des  solutions  effectives,  nous 
nous  contenteroDS  d'en  démontrer  la  possibilité ,  et  à  cet  effet  nous  ferons 
usage  des  mêmes  signes  d'abréviation  que  ci-dessus. 

Soit  d'abord  n  =  24  >  et  soit  désignée  par  Çx)  la  quantité  log  T  f^  :  on 

connaît  déjà,  par  le  cas  de  11^12,  les  réductions  qui  ont  lieu  entre  les 
termes  de  rang  pair  (2),  (4),  (6),  (8),  (10),  puisqu'en  général  l'expression 

(2k)  désigne  /T  (^j)j  qui  est  la  même  chose  que  IT  C — Y  Ainsi  en  appli- 
quant les  résultats  trouvés  dans  le  cas  de  /i=  12^  on  auraP entre  les  cinq 
transcendantes  dont  il  s'agit,  ces  trois  équations  : 

(6)  =    (a)  -4(4)  +  d, 

(8)  =K4)  +  <^ 

(io)=    (a)  -  (4)  +  d. 

Pour  obtenir  d'autres  réductions^  on  fera  d'abord  dans  Féquation  (D)  les 
substitutions  ;ar=  i^ ,  a;  sa  i^ ,  xs  ^ ,  ce  qui  donnera 


m 
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(3)  +  (i5>  T-;  (6>   ^dy 
(5)+;(i7>--<r^)=^-À.: 

Mettant  dans  ces  équations^  au  UeUfd^s  ternies  (iS);^  v^tS),  .(i7}>.  IduxSiCpin-f . 
plémens — (ii),  — (9),  — (7) / on ea  tirera      \  ,;A      v 

(11)  =  (!)-(.)    +rf-, 

(9)    =(5) -(6)    +^,  ^ 

(7)  =  (5) -^^  (10)  +  £/. 

Ces  équations  fbnt  voie  que  sur  les  sirtranscendatites  (1)9  (3),  (5),  (7) ,  (9), 
(i  i),  il  suffit  d'en  connaître  troîsw 

Mais  de  plus,  l'équation  (£^  fournira  de  noitvell'es  réductions,  en  y  sub- 
stituant les  valeurs  a?  =  ^,  a:  ==  ^ ,  tontes  deux  pîus  petites  que  |^;  cette 
substitution  donne  deux  équations  qui,  au  moyen  des  termes  complémen- 
taires, deviennent 

C0  +  (9)    -(7)-(5)  =  rf, 
(5)  +  (Vi)-(5)'~C9)=irf.,  : 

Celles-ci ,  en  vertu  des  relatioiis  déjà  trouvées,  se  réduisent  à  une  seule,  qui 
donne  -  - 

(5)  =  (i)  -  (a)  +  (6)  +  i. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  deux  transcendantes  (i)  et  (3)  de  numéro  impair  ,^ 
et  les  deux  (2),  (4)  de  numéro  pair,  suffisent  pour  déterminer  toutes  les  au- 
tres y  puisqu'on  a  les  valeurs  suivantes  :: 

(5)    =  (,)  — 4  (4)  4.  ef, 

•  (7)   =(0—  (a)4-i(4)-I-^ 

(9)   =(3)^-(a)H-i(4)-I-^, 

Ainsi,  dans  le  cas  dé  71=^249  ^  quatre  transcendantes  r2^,r^,  ^é^r 
r  Yi  sufiîsent  pour  déterminer  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans  la  même 
série  ,^  jusqu'à  E  ||. 

ix6.  Considérons  enfin  le  cas  de  13  =  60^  et  proposons-nous  de  trouver' 
combien  il  faut  de  termes  de  la  suite  F./o  >  T^.  • .  •  r||,  pour  déterminer 
tous  les  autres,  et  quels  sont  ces  termes. 

Désignant  toujcMirs  logT  g^  pac.(A):,  pn.  pourra  d'abord  considérer  les  ter- 
mes où  k  est  un  multiple  de.  5;,  et  appliquer  à  ces  termes  les  formules  trou^ 
vées  pour  le  cas  de  n s=  u>jQe  q}û  d^nuera.  .  ^  ^ 
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(i^as  (5)  — iCio)  +  d, 

(a^=s  (5)  — <io)^-d: 

Ainsi  les  tiéUK  lenaM  (5)  et  (  i  o)  mfltsént-^ttr  dëtemûoer  toum  les  transcen- 
dantes (k)  f  dans  lesquelles  A;  est  tth  multiple  de  5. 

Si  l'on  conndère  sëparédoent-les  termes  oà  k  est  pair  ',  on  aura ,  par  l'ap- 
plication des  équations  (D)  et  (G) ,  les  relations  suivantes  : 

(a8)=iCà)-C4)  +  rf, 
(a6)  =  (4)--(8)  + J, 

(a4)  =  (6)-(ia)H- J^ 

(aa)  =  (8)-.(i6)H.J. 

(i8)  =  (la)  -  (a4)  +  d, 

(i6)  =»  (i4)  —  (aa)  +  </. 

On  trouvera  ensuite ,  au  moyen  des  équations  (E)  et  (Ç) , 

(a).+  (aa)-(i8)-(Ç)  =  <t, 
(4)  +  (34)  -  (i6)  -  (la)  =  ./, 
(6)  4-  (à6)  -  04)  -  (t8)  ==  ^'^ 
(8)  +  (a8)  —  (la)  —  (a4)  =  d. 

Ces  quatre  équations, .combinées  avec  les  six  qui  précèdent,  offi^nt  deux 
coïncidences,  et  ne  déterminent  que  buit  quantités^  savoir  : 

(a8)  =  (a)  -  (4)  +  <i, 

(a6)  =  (a)  -  (6)  +  d, 

(a4)  =  (6)  -  (laH-  d, 

(ail)  i=:3(ia>^  (a)  H- tf,  • 

(t«)  =!<ia)-  (6)  -H  <«, 
(i6)  =  (4)4'(6)-â(ta>-+ 
<i4)  =  (a)  +  (6)-3(ia)  +  rf, 
(8)  =  (6)  +  (4)  -  (a)  H-  rfî 

d'où  l'on  voit  que  les  quatre  quantités  (a),  (4)9  (6),  (i3)caAsent  pour  dé- 
termiûer  tous  les  termes  (k)y  dans  lesquels  k  est  pair  el  HHÙ  ditinble  par  !5. 
Bn^n  l'application  des  équations  (F)  et  (C)  donne 

(a)  +  (i4)  +  (a6)  -  (aa)  -  (lo)  -  (lo)  =  d, 
(4)  -f-  (16)  H-  (a8)  -  (ao)  -  (8)  -  (ao)  Ht  d, 

et  ces  denx-9i  se  réduisent  A  one  seide»  savdr  : 

(la)  =  (a)  -  1  (td)  +  Jî 
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d'Qu  U  sMÎt  que  toua  les  termes  (Ar)  ou  k  est  (MÛr»  pourront  ^'ezprmer  au 

moyei»  des  quantités  (a),  {4)>^  f  ('^)» 

1 1 7.  Venons  maintenant  aux  quantités  où  k  est  ipipsûr.  On  aura,  par  l'ap- 
plication des  équations  (D)  et  (Ç) ,  ees  six  conditions.  : 

(a9)  =  (r)-(a)  +  rf, 


(^7)  = 

=  (5)- 

-(6)  +  ^, 

w  = 

=  (7)- 

-(14)-+'^, 

M  = 

=  (90- 

-(18)  +  ^, 

(19)  = 

=  .(")- 

-  (aa)  +  rf, 

(«7)  = 

=  (i5)  • 

-  (a6)  +  d. 

Ensuite  les  équations  (E)  et  (C)  en  fourniront  quatre,  savoir  : 

(i)  +  (ai)-(i9)-(3)  =  J, 

(5)4-(23)--(i7.)-r(9)=^<^, 

(7)  -^  (27)  -  (»5)  -  (ai)  =  ^, 

•  (9>+  M  —  (")  —  (27)  =  <^- 

Mais  ces  quatre  conditions  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

(II)  =  (,)  +  (9)  -  (a)  -  (3)  +  (6)  +  rf, 

(,3)  =  (3)  +  (^  -  (9)  H.  fl(a)  -  2(6)  -  (1^)  +  <A 

Enfin  l'équation  (F)  donnera  deux  conditions  qui,  en  vertu  des  relations 
déjà  trouvées^  se  rédiusent  à  une  seule ,  savoir  : 

(9)  =  (3)  +  (a)  -  (6)  -  i  (10)  rh  d. 
De  là  OA  voit  qu'avec  les  quatre  données  impaires  (i),  (3),  (5),  (7),  jcnotes 
auz  quatre  données  paires  (a),  (4),  (6),  (10) ,  on  ponrra  achever  de  détenais 
mer  toutes  les  transcendantes  désignées  par  (k).  On  aura  en  effet,  pour  las 
termes  impairs,  ces  expressions  : 

(9)  =  (3)  +  OÙ  -  (6)  -  i  («o)  +  d, 

(11)  =  (1)  -  i  (10)  -»-  d, 

(i3)  :=  (7)  H-  (a)  -  (6)  -  1  (.a)  +  rf, 

(i5)  =  (5)  -  i  (10)  +  d, 

(17)  =  (7)  -  i  (to)  +  d, 

(i9)  =  (.)-(2)  +  i(io)  +  rf, 

(ai)  »  (3)  -^  (a)  +  ':  (i«)  4-  rf, 

(a5)  s  (7)  ^  (a)  —  (6)  ~  (10)  4-  rf, 

(a5)  =  (S)  ^  (.0)  +  rf, 

<a7)=:(5)-(6)  +  ii, 

(2a)=:<i)-(a)  +  *t 
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Quant  aux  termes  où  A:  est  pair,  nofis  avoQ$  donnëci^eMus  leur  expression^ 
où  il  ne  reste  plus  à  substituer  que  la  valeur  (la)  =  (a)  — -5  (lo)  -|-  rf. 

118.  Remarquons  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires  pour  dé- 
terminer toutes  les  autres,  étant  nommé  N,  on  aura 

pour»  =12,    N  =  a  =  V-(i-rî)  0-5), 


pour  n  =  34)    N 


pour  B  =  60,    N  =  8  =  ^  (i  -i)  0  -i)Ti  -î).* 


a 

La 


(i-i)(i-^ 


% 


Dans  cette  formation  du  nombre  N,  le  facteur  7  est  dû  à  Féquation  (C) ,  le 
facteur  (i  — |)  à  l'équation  (D),  le  facteur  (i  —  ^k  l'équation  (E),  et  le  fac- 
teur (  I  —  j)  à  l'équa  tion  (F) . 

En  général,  si  â&,  ^,  y^  etc.,  sont  les  nombres  premiers  inégaux  qui  divi- 
sent N,  on  aura 

«  =  ?(-:)(■ -00  ^>«^-' 

• 

nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres  prftniers  à  /i  et  moindres 
quej/ï. 

Cette  loi  a  été  vérifiée  dans  plusieurs  autres  exemples,  et  il  y  a  lieu 
de  croire  ^'etle  est  vraie  ^n  général  ;  d'où  il  %iit  <|u'étaBt  donné  un 
nombre  quelconque  n,   on  peut  trouver  immédiatement  combien  il  faot 

de  termes  de  la  suite  T  -,  T  -,  T -• . . *  T  ^~    ,  pour  déterminer  tous  les 

autres. 

Ainsi  si  l'on  voulait  construire  avec  le  moins  de  données  possible ,  une 
table  des  fonctions  Ta  pour  toutes  les  valeurs  de  'â,  de  millième  en  millième, 
depuis  a  =o.ooi  jusqu'à  asi.ooo,  on  pourrait  le  fiiire  en  supposant 
connu  un  nombre  de  termes  de  cette  suite  =  Soo.^.f  =200.  Si  au  lieu 
de  donner  aux  valeurs  successives  de  /i,  le  dénominateur  commun  1000  ^ 
on  leur  donnait  le  dénominateur  .io5p,  qui  a  pour  &cteurs  premiers  2, 
5,5,  7 ,  le  nombre  des  termes  nécessaires  serait  ^^^  •  ^  «  ^  •  | .  f  =  120. 
Ainsi  il  ne  faudrait  que  i  ao  termes  pour  eu  déterminer  algébriquement 
io5o,  et  la  Table  ne  serait  guère  moin^  facile  à  interpoler  que  dans  l'autre 
cas. 

119.  On  sait  de  cette  manière  combien  il  faut  de  transcendantes  pour 
déterminer  toutes  les  autres;  mais  il  n'est  pasjiussi  fiudle  de  prévoir  quelles 
sont^  pour  chaque  valeur  de  n,  ces  transcendantes.  Dans  le  cas  de  71=60, 
on  aurait  pu  penser  que  ces  quantités^,  dont  la  nombre  est  fixé  à  huit,  pou- 
rraient être  les  huit  premiers  termes  de  la  suite  T  ^,  T  ^,  T^,  etc.; 
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mais  le  calcul  a  fait  voir  que  la  fonction  F  ^  doit  être  exclue  comme  étant 
déterminée  parles  précédentes,  aumoy  en  de  Féquation  (8)=:(6)+(4)— (a)-f-cf* 
Cette  circonstance  a  forcé  de  prendre  pour  huitième  terme  la  fonction  F  ^. 
Au  reste ,  le  problème  qu'on  a  résolu  par  les  huit  fonctions  mentionnées, 
pourrait  l'être  de  beaucoup  d'autres  manières,  c'èst-à-dire  qu'une  ou  plu* 
sieurs  de  ces  fonctions  pourraient  être  remplacées  par  d'autres  en  nombre 
égal;  ce  qui  ferait  toujours  huit  transcendantes  par  lesquelles  on  détermi- 
nerait toutes  les  autres. 

120.  INous  remarquerons  encore  que  les  équations  que  nous  avons  trou- 
vées pour  les  cas  den=i2,  7is=!i4,  /i=6o,  et  toutes  celles  qu'on  trou- 
verait de  même  pour  d'autres  valeurs  de  n ,  sont  autant  de  théorèmes  qui 
établissent  des  réductions  plus  ou  moins  remarquables  entre  les  fonc-* 
tions  F. 

Par  exemple,  l'équation  (12)  =  (2)  —  i  (lo)  +i?,  obtenue  dans  le  cas  de 
/2  =  60 ,  est  l'expression  abr^ée  de  ce  théorème 

ri==r^.(r|)-^p, 

P  étant  une  fonction  donnée  de  w  et  de  quantités  algébriques.  11  est 
même  facile  de  voir^  à  priori ,  de  quelle  manière  ^tt  doit  entrer  dans  cette 
fonction. 

En  eflfet ,  si  dans  les  équations  (C) ,  (D) ,  (E) ,  etc. ,  on  fiiit  Fa: = ^^^^  *(«), 
<^  étant  une  nouvelle  fonction,  on  trouvera  que  ^  disparait  entièrement 
de  ces  équations ,  de  sorte  que  la  quantité  tt**'  Tx  devra  être  indépen- 
dante de  ^uians  tous  les  résultats  qu^on  tirera  de  ces  équations. 

Dans  l'exemple  précédent  ona|  —  jH-J.|  =  ^j  donc 

Q  étant  une  fonction  purement  algébrique  qui  ne  doit  plus  contenir  tt. 
Pour  trouver  cette  fonction  algébrique,  il  faudrait  développer  tout  au 
long  les  équations  qui  ont  conduit  à  l'expression  abrégée  (12)  es  (2)—* 
|(io)-f-^,  comme  nous  l'avons  tait  dans  le  cas  de  /i  3=  12. 


.1 


T.  IL  77 
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Propriétés  générales  des  Coefficiens  différentiels  de  la  fonction 

log  Tx. 

lai.    Jj'APRfts  le  théorème  de  l'art.  29,  si  l'on  fait 


on  aura 


?  =  -VT,    ou    li^:î=-T. 

dp  '  'dp 

Mais  par  T^cpiàtiott  (5)  on  a  V  ^  r(^+  V  ^^  l<>g  V==aa>H-'r^— 'r(;H-y); 

Mettant  rwi  lieu  de/?  +y  9  on  aura  l'écfttalioB 
à  laquelle  on  peut  donner  «lUBsl  la  forme 


—g;  -=      f 


l'intégrale  du  wcond  membre  est  prise  à  l'^jrdinaire  -entre  les  limites  «r  ==  ct^ 

122.  Soit  pz:sBiO-€t  TTùz4i^  le  oocâiGÎent  diGRirettliel  ".  "^m7^^    4se    rë^ 
duira  -—  C  d'après  la  formule  (18);  ainsi  on  aura 


dlr 


^t^=-C+/(l^i*:  (35) 

.  c'est  l'expression  du  premier  coefficient  différentiel  de  la  fonction  l(^r(i"4~^)* 
Ce  coefficient  pourra  se  déterminer  exactement  lorsque  a  sera  un  nombre 
rationnel ,  puisque  sa  valeur  est  composée  de  la  constante  connue  — «  C  et 


> . 
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d'une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercle  et  des  I(^- 
rithmes. 

Soit  alors  a  =  —,  et  soit  x^y*^  on  aura 

J        i—x  J  1 — y^  m^  J   y   *    i^y^' 

Celte  dernière  intégrale  étant  désignée  par  B«,  on  aura 

J         i—x  m  ' 

par  conséquent  pour  toute  valeur  rationnelle  a=  —,  le  coefficient  diffé*- 

,  ^  dlr(\  J^a) 
tiel \^    '  aura  pour  expression 

ce  qui  donne  aussi 

.    dira r*        -n 

Quant  à  la  valeur  de  B„,  on  trouve  par  les  for^nules  connues  que  son 
expression  générale  est,  en  faisant  â>  =  -  : 

B,=-a  cot  moH — logn— —  cos^ma^^g  (asin  &)— — cos4i7Mlog(2siiua')-— etc., 

le  dernier  terme  devant  être  —  -  cos  (»  —  i)mm  log  Ta  sin    *^    cA  j  si  neaX 

impair,  et  <—  -  cos  mTf  log  2 ,  si  n  est  pair  ;  mais  il  fiiot  observer  que  cette 
valeur  suppose  m  ^n.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  séparer  de  la  diSS- 
rentielle  —  •  ^-^^  »  ^^  partie  entière  qu'elle  contient ,  et  Fint^rer  daos 
les  limites  j^  ==  o ,  ^  ==  i .  Le  reste  de  cette  différentielle  représenté  par 

•      ~^  y  aurait  pour  intégrale  la  quantité  B^. 

La  même  opération  peut  être  faite  d'une  autre  manière,  en  diminuant 
successivement  la  valeur  de  a  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  plus  petite  que 
l'unité.  On  a  pour  cet  effet  les  formules  T(i^a)9gzaTay  r(2*t-a)s= 
(i  ^à)aTay  etc.,  d'où  l'on  tire 

dlr{i  +  g). X       dira 

dir  (a  +  g)  I        I    '    I  dira, 

Ja         "~  i-|-aa         da  ^ 
etc. 
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laS.  SU  on  désigne  par  ^(a)  la  somme  de  la  suite  harmoniqae 

I  -f-  -  +  Ô+T*  •••+"■>  on  aura  par  l'art.  8a, 

K») = c  + 1 + i^  =  c  +  ila^±^. 

La  fonction  ^  (a)  sera  donc  aussi  exprimée  par  l'int^rale  définie 

Ka)=/<i^^.  (34) 

Cette  expression  se  vérifie  immédiatement  lorsque  a  est  un  nombre  entier. 
En  efiêt,  dans  ce  cas  on  aura  • 

d!r=s(i  -f-jc  +  x*. •..  +x*"*)dlr , 


I  — « 
et  l'intégrale  de  ce  polynôme,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=:  i ,  donne  la 

suite   I  +-  +  Ô +-  désignée  par  ^(à). 

Ce  résultat  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  a ,  en  vertu  de  la  continuité 
delà  fonction  ^(à),  aurait  suffi  pour  donner  l'expression  de  ^(a)  en  inté- 
grale définie,  et  de  là  celle  du  coefiîcient  différentiel  ^ '  ^^ ,  qu'on  au- 
rait trouvée  ainsi  sans  le  secours  du  théorème  de  Fart.  2g. 

ia4*  li  résulte  de  la  formule  précédente  que,  toutes  les  fois  que  le  nom- 
bre a  sera  rationnel ,  la  somme  ^  (a)  de  la  série  harmonique  pourra  être 
exprimée  par  le  moyen  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes,  ce  qui  est 
un  théorème  assez  remarquable. 

Pour  avoir  la  valeur  efiective  de  ^(d)  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  obser- 
vet*a  d'abord  que  par  la  nature  de  cette  fonction ,  on  a  "^ 

d'où  il  suit  que  la  détermination  de  la  fonction  f  (a)  se  réduira  too- 
jours  à  celle  d'une  pareille  fonction  dans  laquelle  a  sera  plus  petit  que 
l'unité. 

MB 

Soit  alors,   a  =  —  ,  m  étant  ^  n,  et  on  aura,  comme   â-dessus» 

<p(a)  =  i  — «B^. 

Les  cas  les  plus  simples  peuvent  être  calculés  directement  par  le  moyen 
de  l'intégrale  définie.  Ainsi  on  trouve 
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Lorsque  a  est  infiniment  petit  y  on  aura 


_  /^(i  — a*)cfe 


—  3./!l 

I 
a 

-Tt. 

X 

1— » 

Cette  valeur  se  déduirait  aussi  de  la  formule 

d^  ^  ^£log_r(r+ a) 

dont  le  second  membre  se  réduit  à  S.  ou  -g-  lorsque  a  =  o  (art.  i8). 

La  fonction  ^(a)  décroît  donc  continuelleûirat  depuis  â=  i  jusqu^à 
a  =  o  ;  elle  est  égale  à  i  dans  la  première  limite^  et  à  zéro  dans  la  se* 
conde. 

Nous  remarquerons  qu'Euler  a  donné  la  valeur  de  f  (7)  dans  son  Gilcul 
difi*érentiel ,  page  8149  mais  d'après  une  suite  iniSnie  qu'il  ne  somme  que 
dans  ce  cas  particulier. 

laS.Si  l'on  différencie  logariihmiquement  les  équat|pns  (C),  (D),  (E),  etc.^ 
on  aura  diverses  relations  entre  les  coefficiens  différentiels  de  même  ordre 
de  la  fonction  T{pc).  Et  d'abord  l'équation  (G)  donne 

dira      rf/r(i— .a)  .    "^  ,-^. 


Ainsi  le  coefficient  différentiel  --77-^ ^  peut  se  déduire  du  coefficient 

différentiel  -^ ,  que  nous  regardons  comme  son  complément* 

Cette  équation  fiût  connattre  Idf  différence  de  deux  coefficiens  qui  sont 
complémens  l'un  de  l'autre  y  et  elle  a  l'avantage  de  donner  cette  différence 
pour  toute  valeur  de  a  rationnelle  ou  irrationnelle. 

L'équation  (Sa)  donnerait  pour  la  même  ^Sërence^  cette  valeur 


da  rf(i— a)    ""^J   *•*       I— jr      ^ 

donc  on  a 
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formule  qui  a  lieu  pour  toute  valeur  de  a,  et  qlVil  est  aisé  de  v/érifier  lorsque 
a  est  rationnel.  Cette  formule  s'accorde  entièrement  avec  celle  dtl  n®  55. 

126.  DifTérenciftiH  de  même  Péquation  (B))  et  diangeml  o)  en  a  y  on 
aura  ^ 

Le  premier  membre  se  compose  de  deux  différences  qui  se  ctétermînent  par 
réquation  (Sa),  et  dont  les  valeurs  sont  , 

dl rg ^  il P (aa) _^  rds     x^-^jù^ 
da            d (aa)  ""j    k    *    \  —  *   ' 
flKr(i  +  g) dl  r  (aa) Çdx^     j«^  —  ^gï  ^^ 

Donc  en  faisant  les  substitutions ,  on  aura  la  formule 


/t 


2/2. 


De  l'éqûatiou  (Ë)  on  déduirait  sembldblemédt  la  formula 


/^ 


*   •  I  — * 


et  ainsi  des  autres. 
Ces  formules  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

et  l'on  peut  remarquer  qu'elles  aont  toutes  contenues  dans  la  formule 
générale 

/(t^-TTÏt)**^-  (5?) 

127.  Ce  résultat  est  facile  à  vériûer  lorsque  a  est  un  nombre  entier.  En 
e£fet,  appelons  F(a)  le  premier  membre  de  l'équation  précédente;  si«  la 
place  de  a  on  met  «-t- 1 ,  on  aura 
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Faisant  x=z  1  dans  les  parties  hors  du  signe  y  et  retranchant  une  int^gmle  de 
Fautre,  on  aura  F(a4^  j)^==JP^^^t£fc  par  cpps^  F(a)  =  F(i).  Mais 
lorsque  a  ==  i  ^  on  a 

faisant  ensuite  j:=  1 ,  on  aura  jF(i)  =  //ij  donc  F(a)  =  In.  La  formule  gé- 
nérale est  ^coo  démontrée  ioroque  â  estim  nombre  entier. 

128.  Supposons matntenaBt  «sbb ^  ^p  e\  ^«étant  des  nombres  entiers ,  si 
Ton  fait  x  =^^,  on  aura  ^ 


w^/C^-^î^). 


ialfigr^le  qw  devca  imj}««urs  étoe  prîae  depuisj^snso  ijusqu'à  yms:  1. 

Si  l'on  faisait^*  =  z,  la  vsjeiur  de  F(a)  pourrait  se  mettre  sous  la  forme 


^w=/(?^-0> 


c'est-à-dire  que  F  serait  la  difiiérence  de  d^ux  intégrales  de  oiême  forme  et 
prises  entne  les  mêaies  limites  3  d'où  il  semble  qu'on  xlevraît  i^ooclure  que  F 
est  nulle.  Mais  il  faut  oUserver  que  les  intégrales  dont  il  s'agit  sont  toutes 
4eiAx  wfifi&es^  At-que  leurxliflÊit^Dc^,  qui  peut  être  finie,  dépeiKi  de  la  r^atien 
qui  existe  entre  z  etf,  et  «ne  peut  âtee  trouvée  que  lomqu^n  aura  éccurté  fes 
infinis  de  part  et  d'autre. 

Pour  cela,  je  remarque  ^ûë TTet i^-étant (toujours  supposés  des  nombres 
entiers,  on  a,  par  les  règles  delà  décomposkion  des  fractions  rationnelles, 

N  étant  un  déDominatear  <\xn  ne  iféranouit  pas  lorsque  /  =  i.  Qn  aum 
donc  l'intégrale  indéfinie 

f'^=-K—r)+/0-% 

f(r)  étant  une  fonction  de  jr  exprimée  en  arcs  de  cercle  et  logarithmes,  la- 
quelle est  nulle  lorsque  ^  =7  p^.^t  pe  d^viept  ji^s  jnQnie  Içrs^uer:^  i.  Qjpi 
aura  sémlblablement 

/(z)  étantlamêmefoàctirâ^f^^jueX?')^'^^/'-!^  là  résulte  l'intégrale 
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indéfinie 

OU,  en  mettant  j^  à  la  place  de  s, 

F=<TEf)+Ar)-y(r)- 

Maintenant  si  l'on  fait  yssi^  comme  on  peut  préalablement  mettre       "^ 

sous  la  forme  1 4-j^  +J^*«  •  •+J^*"S  on  aura  la  valeur  cherchée 

F(a)=:&, 

de  sorte  que  la  formule  générale  est  démontrée^à  prioripour  toute  valeur  ra- 
tionnelle de  a. 

I  ag.  G)nsidéron8  encore  l'intégrale  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  â?  :=  i , 

si  on  la  met  sous  cette  forme  composée  de  trois  parties 


T=yi:=^;)<^+/(-- -)f: 


/(--î) 


la  première  partie  en  vertu  de  l'équation  (S3)« .  .=s — G  — -  Z'a^  la  seconde 
s=  log  m  ;  il  reste^ijlonc  à  trouver  la  troinème  partie 


«*  M  Y     ax  as 


^. 


et  on  aura  T  =  —  C  —  Z'a  -f-  log  m  +  V. 

Lorsque  n  est  très  grand,  on  a  Z'  (i  +ii)  s=  log  ;i ,  et  par  conséquent 

'-— -éir^sC  +  log^*  B^^  la  formule  (57)  donne  en  général 
donc 

I  • 

Mettant  j:"  au  lieu  de  x^  les  limites  de  l'intégrale  seront  les  mêmes ,  et 
on  aura 


yi^ 
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I 

Mais  n  étant  infiniment  grand,  on  a  ^'^  =  i  •—  -  log  -  ,  donc 


c'est  la  valeur  de  Pintëgrale  V ,  telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Euler  {Nova 
Acta  Petrop. ,  tome  IV). 

Si  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  T ,  on  aura 

=  log  m  —  Z'a. 


]5o.  Pour  revenir  à  la  fonction  ^-^-,  que  nous  pouvons  représentei'  7>ar 

7J{a)^  on  voit  que  les  équations  (G),  (D) ,  (£),  etc.,  ne  font  connaître  aucune 
propriété  particulière  de  cette  fonction ,  et  qu'elles  conduisent  seulement  à 
des  formules  relatives  aux  intégrales  définies.  Il  ne  reste  par  conséquent  à 
considérer  d'autre  propriété  de  cette  fonction,  que  celle  qui  est  contenue 
dans  l'équation  (3^),  et  qui  consiste  en  ce  que, ..toutes  les  fois  que  a  sera 
rationnel ,  la  fonction  Z\d)  pourra  toujours  s'exprimer  par  la  constante  — -  G 
jointe  à  une  quantité  qu'on  peut  toujours  évaluer  par  arcs  de  cercle  et  par 
logarithmes. 

Nous  avons  traité  fort  au  long  des  réductions  qui  peuvent  avoir  lieu  entre 
les  fonctions  log  Va  ou  Z(tf),  lorsqu'on  donne  k  la  racine  a  les  valeurs  suôces- 

sives  -,  -,  -  •  •  •  — ^-.  Un  semblable  problème  n'a  point  lieu  relativemept 

aux  fonctions  Z'(a),  puisqu'elles  sont  toutes  déterminables,  ainsi  qu'on  vient 

de  le  dire.  Passons  donc  aux  coefficiens  différentiels  du  second  ordre  — tt-  « 

cUr 

que  nous  désignerons  semblablement  par  Z''(a).  \    . 

i3i.  L'équation  (3a)  étant  différenciée  par  rapport  a  p^  donne,  en  met^- 
tantaau  lieu  de/?, 


X 

i—x    • 


Développant  la  difl(i^rcntielle  du  second  membre  en  série,  et  int^ant  les 
différens  termes  d'après  la  formule  de  l'art.  3i ,  on  aura 

r     T.  IL  78 
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Cette  formule  et  celle   qu'on  pourrait  en  déduire  par  la  différentiation  ^ 
sont  les  mêmes  tfÊ\  ont  léte  -èoiàmè^â  dans  l'art  iS;  et  OMmie  on  ne  con^^ 

naît  aucun  autre  moyen  d'oblenîr  Piniégrale  /  - — ZZ~  »  ^^  "®  résultera 
de  l'équation  (Sa)  aucune  propriété  des  fonctions  H'  (à). 
'i52.  L^ëqtlatïdn  (55)  étant  difiPéréncièé ,  donne 

« 

Z"(«)  H-  Z"h  --.a)at.-J^  ,  (58) 

d'où  Ton  voit  que  lafonction  Z\i  *— -tt)  se..4éterttiine  paf  la  fonction  l!'(a)y 
qui  en  est  le  complément. 

Lorsque  ^  =  J ,  la  formule  précédente  donne  Z"(  î  )  ^=  î  tt*.  Lorsque 
a=:  ly  on  a  Z"Çi)  =:  ^  T*;  ea  ^ffet,  is^  Ytifeur  gënéraU  de  Z'^«3()  étant 

cette  quantiJbé,  dans  le  ofis  dopt  ;il  B'Agît^  m  néduH  â  S^  du  w.  Citât  aussi 
w  qU^  déduimit  des  for molos 

«Z't**+^)  ^^  "^  C  H*    V  «*.    S,û^  +  S4«i*  —  etc. , 

en  faisant  â  =  o. 

Pour  avoir  d'autres  propriétés  de  la  fonction  Z"(a)^  on  prendra  la  d^é- 
rentielle  seconde  logarhhitûque  de  Inéquation  (D))  ce  qui  donnera 

Z»  +  Z"({  +  a)  ^^\ia)  =  «^  (59) 

de  même  la  différentielle  seconde  des  équations  (Ë)  et  (F)  donnerait 

VJ(^^Z\\  +«)  +  Z"(î+.i)  -9Z''(5a)  =  o, 

(4ô) 

-M  «but  le»  Mèmeb  équàtitos  ^ui  6bt  sef  vi  ii  démontrer  les  équations  (D)^ 
(E),  (F),  etc. 

Il  résulte  de  ces  équations^   qu'oA  peut  iaire  sur  les  fonctions  11^  les 
mêmes  réductions  qui  ont  lieu  pour  lel  fonctions  F ,  c'est-à-dire  que  si  l'on 

considère  les  fonctions  successives  Z"  T-j ,  Z"(^ V  •  • .  Z'^T^^^-j,  ces  fonc- 
tions se  détermineront  par  le  «Aoyeli  d'ua  certain  nombris  4'<eRt0e  dkft^'et 
ce  nombre  sera  en  général  le  même  que  celui  des  nombres  premiers  à  n 
et  plus  petits  que  \h.  Aînsi^thiflÉ'tezwtJteTI'tx:  nr,  den  des  transcendantes 


1  ^ 
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Z"(tV),  l"{fg)...^Z\^)^  suffiront  pdur  clëterminor  tomeiliç»  autres:  ces 
deux  transcendantes  se  trouveront  d'ailleurs  par  la  même  méthode  qui  a 
été  employée  à  l'^ard  doa  fonctions  Fi    .  ; . 

i53.  En  effet,  si  l'on  désigne ,  pour  abréger,  la  fonction  Z'  f— )  P®**  W  > 

l'équation  (38)  donnera ,  en^aisant  —  =  a» , 

1 2 

(,)  +  (,x) \=;^  »  4w*(aH-  1/5), 

(2)    +    (lO)   =5=  ^«j 

(5)  "h  (7)  =  d?F:  =  4»^>- V5), 


Ain 


on  aura  ensuite^  par  l'équation  (Sg)^  les  deux 

(0  ■+•  (7)  —  4C>)  »»  o , 

(a)  +  (8)  -  4(4) ,«=  o , 
et  par  l'équation  (4o),  cette  autre  oondition,   . 

(0  +  (5)  +  (9)  -  9(3)  f=  0-    ,  . 

« 

Ces  neuf  équations  permettront  de  détenoiow  AQMte^  1^  tmwœi^dwites 
dont  il  s'agit ,  par  le  moyen  de  deux  d'entre  elles.  P^  exemplç,;^  si  l'on 
prend  pour  données  11'{ti)  «*  ^A)?  ^®  nous  d®gHOns'"f!ar(l)  et  (n), 
les  autres  transeeadaiites  ae  détecmîoerQni  ainsi;     '•'  v/ 


(5)» 

»i(0-t  (a) -»"•*(« 

(4)  = 

=  i(»)  H-  T^*», 

(5)  = 

=  (0-4(a)-f.4**(a 

(6)  s 

«7»*, 

(?)  = 

3  4W-(i), 

-fl/»), 
•$),  ^ 


,  .  > 


^ 


(8)^ iC2)+i^^, 

(9)  =iW~i(04-**(^iV'5), 
(io)  =  — (a)+4^, 

11  96  «este i  potir  Ii|  détermibetion  absolue  de  ces  quantités,  qu'à  op9|0t^trç 
'^'(ch)  ^^  '^^  {-h)'  ^^^^  ^la  9  il  faudrait  pouvoir  sommet^  les  suitëd  kfaé  ces 

78.. 


'  I   ,1  ' 
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^"(tÙ  =  '^4  (v+  t^  +  ï^  +  3Î^  +  «»<'•)' 

On  pourrait  aussi  déterminer  ces  quantités  par  les  intégrales  définies 


^    .  Pdxl- 


Mais  la  difficulté  d'exprimer  ces  intégrales  aùtremeet  que  par  les  séries 
précédentes,  rend  ces  expressions  peu  utiles. 

Lorsqu'on  voudra  obtenir  ces  valeurs  par  approximation ,  on  y  parvien- 
dra aisément  par  la  formule  de  Part.  37. 

134.  O)nsidérons  maintenant  le  troinème  coefficient  •Z^''(a)  =  --^7-  ;  on 
aura  d'abord,  par  l'équation  (G), 

z>)-z''*(i— «)  =  -^î^^,  (40 

ce  qui  détermine  la  fonction  Z'^(i  —  a)  par  son  complément  Zi"(a). 
On  a  ensuite ,  par  les  équations  (D) ,  (E) ,  etc.  ^ 

Z'^(a)  +  Z'^(f+a)  -  8Z'^(aa)=o, 

Z»  +  r%i  +  a)  +  Z'''(i  +  a)-a7Z'''(5a)=o, 

et  ainâ  de  suite  ;  ce  qui  étaUit  le^  mêmes  réductions  entre  les  fonctions 
Z'''(a)  qu'on  a  obtenues  entre  les  fonctions  Z"(d). 

Le  cas  de  a=  I  donne,  par  les  formules  de  l'art.  i33,  Z'^(i)  =  —  aS^i 
si  dans  la  première  des  deux  équations  précédentes  on  fait  ass^,  on  aura 
Z'\j)  =  7Z''1[i)  =s—  i4Ss;  .enfin,  dans  le  cas  de  asz-^^  on  aura  le»  deux 
équations 

ce  qui  détermine  les  deux  transcendantes  Z'%i)  et  Z"Xl)y  par  le  moyen 
de  Z'^'Ci)  ou  de  S,. 

Toutes  ces  solutions  reviennent  à  celles  que*  nous  avcms  diéjà  données 
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ou  indiquées  dans  les  art.  36  à  4o  9  mais  on  voit  plus  clairement  dons 
cette  nouvelle  méthode  la  série  des  opérations ,  et  on  connaît  le  nombre 
de  transcendantes  nécessaires  à  chaque  solution,  nombre  qui  a  été  fixé  par 
la  règle  dp  l'art.  118. 


<^^^M^^M^M^W»^^M^<WM^MWIMWWMW^^W^MMM<»M<<M»W<MM<W»)»WI<»MWW<»»W^ 


CHAPITRE  XIV. 

■ 

Divers  exemples  d interpolation. 

1 55.  JiiULER ,  dans  le  chapitre  XY II  de  son  Calcul  difierentiel ,  a  résolu 
divers  problèmes  d'interpolation  par  des  suites  infinies  dont  il  ne  donne  la 
somme  que  pour  le  cas  de  n  =  ^.  Mous  allons  faire  voir  que  ces  interpola- 
tions peuvent  être  eflTectuées  d'une  manière  plus  simple  et  plus  générale  au 
moyen  des  fonctions  F. 

Exemple  I.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'interpoler  la  suite  dont  le  n'^'^  terme 

estNs  I  +7 +!••••+-;  la  question  est  de  savoir  ce  que  deviendra  N, 

lorsqu'on  donnera  à  n  une  valeur  firactionnaire  quelconque. 

Nous  avons  désigné  (art.  loS)  ce  terme  général  par  f  (/i),  et  nous  avons 
fiiit  voir  que  f  (/i)  est  donné  par  la  fi>rmule 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i .  On  pourra  donc  dé- 
terminer  f  (n)  par -les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes,  toutes  les  fois  que  n 
sera  un  nombre  rationnel.  Dans  les  autres  cas',  on  déterminera  f  (/i)  par  la 
suite 

<>(»)  =  C  +  fo-f.^-^H--g,-^  +  etc., 

OÙ  A',  B',  C,  etc.,  désignent  les  nombres  Bemoulliens.  Oa  pourra  toujours 
fiiire  en  sorte  que  cette  suite  converge  rapidement  dans  les  premiers  termes  ^ 

car  on  a  9  (»)  =  ^  (n  -(-  i)  —  — j— .  Ainsi  ^  (n)  peut  être  déterminé  par 
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^  (n  -f-  A) ,  A:  étant  un  entier  qui  pourra  être  pris  assci  grand  pour  que  k  série 
qui  détermine  ^  (n  +  A)  ^ît  les  conditions  requises. 

1 36.  Exemple  II.  Soit  proposé  dlnterpoler  la  suite  dont  le  terme  général 
ou  le  n*^~  terme  est  *  • 

Puisqu  on  a  —7--t=  r  -| r ,  on  voit  que  ce  cas  se  ramené  au  pre- 

cèdent ,  et  que  rexpression.de  N  pour  toute  valeur  de  n ,  sera 

M'  +  ^^C  ♦(!  +  »)-»©]• 

Ainsi  on  pourra  déterminer  N  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes^  toutes 
les  fois  que  r^n  aura  une  valeur  rationnelle.        ^ 

157.  Exemple  III.  Pbur  interpoler  k  suite  dont  le  terme  général 
N=  X  +"7  +  3;  "4"  7?*  •  •  •  +  "7>oï^  pourra  se  servir  de  la  formule 

'   '    i.a.3. .  ..r — I  .  ckc^ 

,    et  appliquer  les  réductions  propres  à  la  fonction jS^     '  ^^^  laquelle  on 

feraxssn. 

Dans  les  cas  où  cette  fonction  ne  pourrait  s'exprimer  exactement  en  vertu 
de  ces  propriétés,  il  faudra,  pour  trouver  la  valeur  de  N,  avoir  recours  à  la 
série  qui  vient  des  différentktions  répétées  de  la  formule 

^^(j^+^^=i— C+S,ar~S>af  +  S^~etc. 

Mais  comme  cette  formule  suppose  x  <C  i^û  £radra  préalabfement  ramener 
le  cas  proposé  à  celui  où  /i  est  <  x  ;  ce  qui  n'a  aucune  difficulté,  puisque  ^ 
étant  une  fonction  de  n  qu'on  peut  désigner  par/*(i)^  on  aura 

t36.  Exemple  IV.  Soit  proposé  d'interpoler  la  suite  dont  le  terme  g^né- 
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Lorsque  n  est  un  nombre  entier ,  on  a 
Donc  le  terme  général  N  a  pour  expression 

valeur  qui  pourra  être  employée  quel  que  soit  n. 

.    Si  Ton  propose,  par  exemple ,  la  suite  - ,  ~j  ~T^>  ^^'  >  •'^  Aerine^ 
néral  sera 

Ainsi  pour  l'indice  n  =  ^ ,  on  aura  N  s=  -  7—3  :^  - ,  pour  l'indice  n  =  j ,  on 

3      r 
auia  J.1 — ^^^.sz—  .  ^,valearq«ipoufTtfte  réduire  ultérieurement  par 

la  relation  connue  entre  T  j  et  F  |. 

Soit  encore  la  suite  x,  5^,  3^i'  ^'•^•»  l^^^pression  de  son  terme  géii4- 

rai  sera 

r(n  +  i) 

Ainsi  peur  l'ÎAdioe  isb^,  on  «ara  I^==|r7-p^==;7**p49V9«r  t'indics  na»|, 


on  aura  TS  = 


rj i__        3  m  I  sr       3\/3 


rirf       îrir|  air      —   4*- * 

I  Sg.  Il  est  bon  d'observer  que  la  question  d'interpoler  une  suite  donnée 
est  rasceptible  d^une  infinité  de  solutions,  quand  on  l'envisage  analytique*- 
ment  et  sans  application  à  tm  objet  déterminé.  En  effet,  soit  "N  le  terme  gé- 
néral de  Ta  suite  donnée ,  terme  dont  la  yafeur  est  connue  lorsque  n  est  un 
entier ,  et  soit  <^  (n)  la  fonction  continue  4g^le  a  M ,  dans  laquelle  on  petrt 
mettre  peur  n  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  ;  si  au  lieu  deV( 

on  prend       ■  ^.        — - ,  et  étaat  un  angle  quelconque  ^  pourvu  qu  il  ne  isoit 

pas  zéro ,  il  est  visible  que  la  suite  résultant  de  ce  terme  général  ne  4tfr 
Hàrera  pas  de  la  8|^  donmée*  OnpoHFctk  doBC^  au  lieu  de  ^  {n)j  prendre 

*  (^) /iBi^^XS^yaleur  qui  différerait  de  9^(/i)  lorsque  n  n'est  pas  entier. 

On  4po«nit  même  prendre  plus  (généralement,  an  lieu  de  A  (nj^  l'es- 
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pression 

(bf  \  A  +  B  sin  (2Hir  +  •)  "t"C  rin  (awr  4.  C)  4»  etc. 
^'*^'  A  +  Bsincc  +  Csm^  +  etc.  * 

et  une  infinité  d'autres  qui  se  r(^.duisent  à  <l>  (n)  lorsque  n  est  entier  ;  ce  qui 
donnerait  une  infinité  de  solutions  différentes  de  celle  qui  est  donnée  par  la 
fonction  continue  ^  (n). 

On  pourrait  appeleryô/ic^fo/i^  ondulées ,  les  fonctions  ainsi  affectées  d'un 
facteur  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  toute  valeur  entière  de  n.  Ces  fonctions 
serviraient  à  expliquer  quelques  paradoxes  qui  peuvent  se  rencontrer  dans  les 
applications  de  l'analyse. 


^»»W^»MW»W^>W^M<»»W»<<»W<<MMWWM»lMMtl)IM>>»W>W<M^ 


CHAPITRE  XV. 


Des  valeurs  que  prend  la  fonction  Va ,  lorsque  la  racine  a  est 

négative. 

t4o.  i  ANT  que  a  est  positif,  on  peut  regarder  la  fonction  Ta  comme  repré- 
sentant l'aire,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  or  =  i ,  de  la  courbe  dont  l'ordon- 

l  -j     .  Mais  cette  construction ,  en  quelque  sorte  géométrique ,  ne 

peut  donner  aucune  idée  de  ce  que  devient  la  fonction  Fa,  lorsqu'on  suppose 
a  négatif.  Il  faut  suppléer  à  cette  construction  par  les  formules  mêmes  qui 
contiennent  les  propriétés  générales  de  la  fonction  T ,  et  auxquelles  on  don- 
nera l'extension  nécessaire.  On  liera  ainsi ,  suivant  une  même  loi ,  les  fonc- 
tions r  (x) ,  considérées  comme  les  ordonnées  d'une  même  courbe  qui  répon- 
dent à  des  abscisses  quelconques  x  positives  ou  négatives. 

Si  l'on  prend  d'abord  l'équation  (fi)  et  qu'on  y  change  le  signe  de  a:,  on 
aura 

r(— ;r)=-ir(i-^).       ^  (42) 


Pour  voir  plus  clairement  l'usage  de  cette  équation ,  nous  distinguerons  diffé- 
rentes périodes  dans  le  sens  n^tif ,  comme  nous  les  avons  distinguées  dans 
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le  sens  positif.  La  première  sera  comprise  depuis  or  =  o  jusqu'à  ^  =s  — -  i ,  la 
seconde  depuis  ar  =  —  i  jusqu'à  ar  =  —  a ,  ainsi  de  suite. 

lî'après  l'équation  précédente ,  on  voit  que  la  fonction  T  (— Jc)  est  négative 
dans  toute  l'étendue  de  la  première  période,  et  qu'elle  est  infinie  aux  extré- 
mités de  cette  période. 

Si  dans  la  même  équation  l'on  met  i  -f-o:  à  la  place  de  a?,  on  aura 

r(— i_a:)=: i-T(—x)z=     .  \     ,r(i~a:); 

d'où  il  suit  que  la  fonction  r(— a)  est  positive  dans  la  seconde  période, 
depuis  â=  I  jusqu'à  a=2,  et  que  dans  ces  deux  limites,  elle  est  infinie. 

Mettant  dans  cette  dernière  éqqation  i  -f-x  au  lieu  de  .r,  on  aura  encore 


r(-2-x)=y  ,.',.. r(-x)= 


r(i— 4r) 


d'où  il  suit  que  la  fonction  r(  —  a)  est  n^ative  dans  la  troisième  période^ 
depuis  a=a  jusqu'à  â=i3,  et  qu'elle  est  infinie  dans  ces  deux  limites. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fonction  r(— -a)  sera  infinie  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  a,  et  qu'elle  sera  alternativement  positive  et 
négative  dans  les  périodes  successives. 

i4i*  La  courbe  dont  les  ordonnées  représentent  r(j:),  est  donc  composée, 
dans  le  sens  négatif,  d'une  infinité  de  branches  séparées  par  des  asymptotes 
perpendiculaires  à  l'axe  des  or,  et  menées  successivement  aux  distances 
x:=:o,  —I,  —3,  —3,  etc.  Ces  branches  qui  touchent  chacune  des 
asymptotes,  sont  situées  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  l'axe, 
de  sorte  qu'il  y  a  dans  chacune  un  point  où  la  fonction  F  est  un  minimum. 

La  fonction  Fa  étant  supposée  connue  pour  toute  valeur  positive  de  a, 
on  en  déduit  aisément  par  les  formules  précédentes,  l'expression  de  toute 
fonction  de  cette  sorte  où  a  est  négatif;  soit  en  effet  h  un  entier  quelconque, 
et  xxxik  nombre  moindre  que  l'unité,  on  aura  en  général 

ou  encore 

Cette  dernière, formule  se  déduimit  directement  de  l'équation  (C) 

rxr(i — a:)= 


nn 
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dans  iaqv»Ue  mettant  A:  +  i  -f-  a;  au  lieu  de  a? ,  on  trouve 

r(*+  I  +»)r(  — *  — «)=  -: ""..^  ,    =(—  i)*-^Ta:r(i'  — x). 

Ces  formtdes  s'accordent  parfaitement  avec  les  rësnltats  que  donneraient  les 
autres  équations  (D),  (E),  (F),  etc.,  en  y  changeant  le  signe  de  x.  Elles  of- 
frent cooaéquemment  la  théorie  complète  des  fooctioiis  Fa  pour  toute  valeur 
négative  de  a. 

\fyi.  Pouf  confirmer  cette  théorie,  Qous  allons  démontrer,  d'après  la  va- 

lear  générale  du  ooeffident  — ^—  9  que  la  fonction  F  n'est  susceptible  que 

d'un  minimum  dans  le  sens  positif,  mais  qu'elle  en  admet  une  infinité  dans 
le  sens  négatif. 

En  efiet,  si  l'on  feit  log  Fo:  =  Z ,  on  aura  (art.  91) 

Lorsqu'on  fait  x^sii  ou  Jc  <  i ,  la  valeur  de  ^  est  négative;  lorsqu'on  fait 
xtsi  3,  on  a 

de        i.a    •    2.3   '    3.4        4*^ 

valeur  positive.  Donc  entre  xs=st  et  xssa,  il  y  a  une  valeur  de  x  qui 

cLx 


dZ 

rend  nulle  -j-^  et  alors  Z  est  un  minimum. 


Si  l'on  fiût  jp  ^  a,  la  valeur  de^^  sera  positive  et   augmentera  jusqu'à 

Ilnfini.  Ainsi  il  n'y  a  aucun  autre  minimum  dans  le  seiis  po^tif. 

Dans  le  sens  négatif,  au  contraire,  il  y  a  un  minimum  dans  chaque  période, 
CPU  en  général  entre  jr=:-«-*  A:  et  ar— :  k^^^i ,  k  étant  un  entier  quelconque. 
iVonvons,  par  exemple,  qu^l  existe  un  minimum  entre  x^sa — !i  et  jcs:s— «5. 

Lorsqu^on  (ait  jp=— 2 — eo,  cà  étant  infiniment  petit,  la  valeur  de  ^  con- 
tient difiiérens  termes  dont  la  sooune  est  finie,  et  un  terme  -  qui  est  un  in« 
fini  positif.  Lorsqu'ensuite  Ton  fait  a:=  —  3  +  û>,  la  valeur  de  ^    con- 

tiendra  de  même  des  termes  diwt  b  ^ornme  est  finie .  et  un  terme  —  - 
qui  est  un  infini  négatif.  Donc  entre  ces  deux  e^tràmes,  il  y  a  une  valeur  de' 
^  nulle ,  donc  il  y  a  un  minimum  entre  x:=  —  n  etarss  —  5,  confor- 
mément à  la  théorie  précédente. 
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Construction  et  usage  de  la  Table  des  logarithmes  desfonc-- 

tions  T. 


i43«  J^ous  nous  çommes  proposé  de  calculer  jusqu'à  la  décimales,  une 
Table  des  Logarithmes  de  la  fonction  r(i  +^)9  ^^  donnant  à  x  toutes 
les  valeurs  de  millième  en  millième ,  depuis  orsao  jusqu'à  x^s  i.  Yoici 
comment  ces  calculs  ont  été  fiiits.  ^ 

'Gomme  les  séries  qui  servent  à  calculer  les  différences  successives  de  la 
fonction  log  Tx^  sont  moins  simples  et  moins  convergentes  que  celle  qui 
donne  immédiatement  la  valeur  de  cette  fonction,  nous  n'avons  point 
fait  usage  des  différences ,  et  nous  avons  calculé  directement  chaque  terme 
par  la  formule  (24) ,  et  pour  les  cas  où  x  est  très  petit ,  par  la  formule 

log  r(?+ a:)  =  —  Z(i  +  oc)  +  Bx  +  B,jp*—  B,ar» +B4«*—  çtç. 

On  a  calculé  ainsi  les  valeurs  de  log  r(i  +x)y  depuis  xzszo.ooi  jusqu'à 
ar=:::o.a5o;  ces  valeurs  ont^rvi  dans  chaque  catf  à  déterminer  leujrs  côm- 
plémens  au  moyen  de  la  formule 

r  (a  — a:)  =  ^Ji^^  .  -J^.  (44) 

^  ^       r(i  +*)      sm  Trs  ^^^ 

On  a  donc  obtenu  à  la  fois  les  valeurs  de  log  Fa,  depuis  a=:  i  .ooo  jus- 
qu'à a=  I  •^^o^  et  depuis  a ss:  i  .760  jusqu'à  ass3*ooo. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  qui  composent  déjà  la  moitié  de  1^  périodç, 
on  a  trouvé  les  valeurs  de  log  Fa  dfpuis  a=  i.SyS  jusqu'à  a^i  .635 
ce  qui  forme  un  troisième  quart  de  la  période ,  par  les  formules 

'    F  f  »  —  o:^  =  ffiiltf)  .  ^^(î-^)        • 
^^  '         r(i +^«0  *      cQèwx    ' 
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dans  lesquelles  on  a  donné  à  x  les  valeurs  successives  depuis  x  =  o.ooi 
jusqu'à  â:  =  o.i35. 

La   seconde  des  équations   (45)   jointe  à    Téquation  (44)  >    donne  les 
formules 


—  ^^  =  !L(L=jl) 


(46) 


r(2— x) 


au  moyen  desquelles  on  a  déterminé  log  Ta  depuis  a  =  i.aSo  jusqu'à 
a^z  j  .5i2,  el  depuis  â  =  1*688  jusqu'à  a=  1.750. 
'  Pour  achever  de  calculer  le  reste  de  la  période,  jon  a  passé  des  formules 
(46)  aux  formules  (45),  et  ainsi  alternativement,  jusqu'à  ce  qu'on  eût  les 
valeurs  de  log  Fa,  qui  s'approchent  le  plus  des  limites  des  deux  suites 
qui  sont  i  \  d'un  côté,  et  i  jde  l'autre. 

i44*  ^  chaque  logaAhme  de  la  Table,  on  a  joint  ses  différences  pre* 
mière ,  seconde  et  trobième.  Ces  différences  marchent  avec  la  régularité 
nécessaire  pour  garantir  l'exactitude  des  calculs  ;  elles  serviront  à  feire  re- 
connaître et  à  corriger  les  fautes ,  s'il  s'en  était  glissé  dans  l'impression  ; 
de  sorte  qu'avec  tous  ces  secours,  on  peut  regarder  les  transcendantes  F 
comme  étant  connues  avec  un  degré  de  précision  plus  que  suflSsant  pour 
toutes  les  applications  qu'elles  peuvent  recevoir.  Il  faut  maintenant  entrer 
dans  quelques  détails  sur  les  interpolations  auxquelles  donnera  lieu  l'usage 
de  cette  table. 

Soit,  pour  abréger,  A  =  Ic^  F<i,  et  soienk  J^A ,  J^^A,  /^A  les  diffé- 
rences successives  de  A,  telles  que  la  Table  les  donne,  en  supposant  que 
les  valeurs  de  a  croissent  continuellement  d'une  quantité  â»=o.ooi. 
Pour  avoir  le  terme  X  qui  représente  log  F(a-f'^«^),  on  aura  la 
formule 

X  =  A  +  ar(M-}-  —^  (/«A  4.  î=:i(J^»A,  (4?) 

dont  le  calcul  se  fera  de  la  manière  suivante  : 

Étant  donnée  la  valeur  de  x  qui  sera  toujours  plus  petite  que  l'unité  , 

on  calculera  le  teroie  —^^  J^^A  jusqu'à  la  douzième  décimale  seulement, 

et  on  formera,  en  observant  les  signes,  la  quantité  J^'A—  f-^— '  )  J^'A  , 

qu'on  jlburra  appeler,  comme  ci-dessus  (page  36),  la  différence  seconde 
corrigée  f  et  qu'on  désignera  par  J^Ax.  On  calculera  de  même  jusqu'à  la 
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douzième  décimale  seulement,  le  terme    J^*Aa:,  et  on  formera  la  quantité 

/A  — r'        j  S^AXy  qu^on  appellera  la  différence  première  corrigée^  et 

qu'on  désignera  par  J'Ax.  Cela  posé,  il  ne  restera  plus  qu'à  formel:  la  quan- 
tité A  +  xJ^Ax  qui  sera  le  logarithme  cherché  X. 

145.  Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  log  T  (i  yi}}  on 
fera  a=  1  .o85,  ^=  ^ ,  et  on  prendra  dans  la  Table  les  nombres  qui  ré- 
pondent a  la  racine  i.o83.  Ces  nqnbres  sont,  en  donnant  aux  différences 
les  signes  convenables,  '  • 


M 


—  194  4*6  Saa 


/•A 


655  664 


/^A 


838 


636  i5o, 
194  638  865, 


9.981  559  Q75  655 

On  tire  de  là  successivement, 

/•Ao:  =r  /«A  —  I  /«A     = 
J'Ax  =    /A  —  J  J'^Ax  =  — . 

X  =      A  +  i    J'Ax^      9.981  494  999  567, 

iraleur  qui  s'accorde  avec  celle  que  l'on  troiPve  dans  le  Tableau  de  l'ar- 
ticle 43- 

146.  Réciproquement,  s'il  s'agit  de  trouver  la  racine  qui  répond  à  un  loga- 
rithme donné  X,  on  prendra  dans  la  Table  le  Ic^arithme  ^prochainement 
moindre  A,  et  la  racine  correspondante  étant  a,  la  différence  o.ooi  =«, 
on  supposera  que  a  -^  ax  soit  la  racine  qui  répond  au  logarithme  donné 
X  ^  A+^;  et  pour  déterminer  x,  il  faudra  résoudre  l'équation 

ce  que  l'on  fera  aisément  par  les  deux  opérations  suivantes  : 

I*.  On  négUgera  dans^,  J^A,  cT'A,  les  quatre  derniers  chiffires,  comme 
si  la  table  n'était  calculée  qu'à  huit  décimales,  l'équation  à  résoudre  de- 

viendra 7' = a/ J^ A  +  ^~    «T^AJ,  et  on  en  tire 

y 


X 


0  I 


4F— I 


-.ik 


On  pourra  négUge^-d'abord  le  terme  ^ — -  J^'A,  ce  qui  donnera  une  pre- 

mière  valeur  approchée  de  x\  tenant  compte  ensuite  de  ce  tenne,  oû  aoni 
une  seconde  valeur  de  x ,  calculée  jusqu'à  la  septième  ^'  * 


I     .H  II  I 
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2*.  Soit^  cette  valeur ^  et  ak  la  correction  qull  faut  lui  appliquer,  en  sorte 
qu'on  ait  ors.r'-f-tt,  on  calculera^  par  la  valeur 

y=a:'(«rA+^(«r«A+î^*r»A, 

et  il  restera  à  déterminer  a  d'après  l'équation 

_         y— y 

valeur  dans  laquelle  on  devra  ne  pas  Aiserver  plus  de  chiffres  signi6catife 
qu'il  n'y  en  a  au  numérateur. 

Ck)nnaissant  a^  on  aura  la  racine  cherchée  ==  a  -f-  ai  Çx'  -f"  a)« 

i47*  Soit,  par  exemple,  le  logarithme  proposé  XssQ.gSo  2/^t  67a  373; 
le  logarithme  prochainement  moindre,  pris  dans  la  table,  a  pour  racine 
a  ^  r  .583 ,  et  les  nombres  correspondans  sont 


9.950  22S  53i  586 


cTA 


48  548  340 


cT'A 


377  764 


J^'A 


5i5' 


de  là  on  tire^=X  —  A=:^6  x4o  787, et  la  première  valeur  de  Jc,  dési- 
gnée par  x' ,  sera  donnée  par  l'équation 


a/  = 


1614 


4855- (i=f:) 


=^7^ — ' 


d'où  l'on  tire  x'  =  o*333.  Au  moyen  de  cette  valeur,  on  aura  successi- 
vement 

.  y  =  16  124  625, 

f  — y  =     16 162, 

cTA  4-  (x'  —  ^)<^*A  =  48  485  264 , 

16  162  --.  -. 

*  =  48465  264  =   ^-^^  ^''  '4v 

La  racine  cherchée  est  donc  i  .583  333  333  34,  ce  qui  s'accorde  avec  la 
valeur  de  log  r(i  •^)  portée  dans  le  tableau  de  l'article  1 13. 

148.  Puisque  la  fonction  Ta  augmente  à  l'infini  de  part  et  d!autre  du 
point  où  elle  est  un  minimum ,  il  s'ensuit  que  pour  toute  valeur  donnée  de 
r^i,  plus  grande  que  le  minimum^  il  y  aura  toujours  deux  valeurs  réelles  de 
la  racine  a.  Datis  l'exemple  précédent,  on  voit  par  la  tlfale  que  la  seconde 
valeur  est  comprise  entre  i  .344  et  1  «345.  Les  nombres  qui  corre^ioqdent  à 
la  racine  a  =s^  «  ^  344»  ^^^ 
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g.gSo  a56  831  818 


«TA 


—  5a  o58  495 


«r»A 


4^0  189' 


«f'A. 


-475 


D'après  ces  données,  ofi  aura^  =  X— A  =— 1 5  149  44^9 

m 

,                i5i5 
X  = j — sso.ago. 

5ao6+  .47 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  x',  le  calcul  s'achève  ainsi  : 

y  =»  —  ï5 145  397, 
r—y^—       4048, 

Sk  -f  (x'  —  i)  J^A  =  —  5a  i57  aK , 

4648  ^ 

*  =  Sa  .57  235  =  ^'^^^  °77  6»  : 
d onc  la  racine  cherchée  a  +  »  (a/  -4-  a)  =  i .  544  ^90  077  61. 

i4g*  Etant  donnée  une  valeur  de  a  non  comprise  entjie  i  et  ja,  il  n'y  a  aur 
cune  difficulté  à  trouver  log  Ta)  il  faut  pour  cela  réduire  la  valeur  donnée 
à  celles  qui  sont  comprises  dans  la  table,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  l'équa«- 
tion  r(i  ^x)z=:xVx.  Ainsi  si  Fon  demande  la  valeur  de  log  r(5.5i8), 
on  la  déterminera  par  Téqua tion  logr(5,5i48)=log(3.3i48)-f-/r(3.5i48) 
=  /(2.5i48)-J-^(i.3i48)-f-ft*(i.5i48).  De  même  on  aurait  /r(o.5i48) 
=  ^(1.5148)  —  /(o. 5 148)}  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  fl'(i.5i48),  ce 
qui  se  fera  aisément  par  la  formule  de  Fart.  i44- 

i5o.  Mais  il  s'agit  de  trouver  la  racine  a  qui  correqK>ud  à  une  valeur  de 
log  Ta  non  comprise  dans  les  limites  de  la  table ,  ^oici  la  méthode  qu^U  fen- 
dra suivre. 

Soit  propoié,  par  exemple ,  de  trouver  là  valeur  de  c  qui  donne  Te  zsz  Tj 
ou  log r£?  =  0.497  ^49  ^7^  ^4'  1'  y  ^  deux  de  ces  valeurs,  l'une  qui  est 
comprise  dans  la  première  période,  l'autre  qui  appartient  à  la  troisième. 
Bornons-nous  à  déterminer  cette  dernière. 

On  trouve  d'abord,  par  quelques  essais^  que  la  valeur  cherchée  est  com- 
prise entre  3.44^  et  3.449-  Pour  trouver  la  valeur  exacte,  il  est  nécessaire 
d'avoir  les  valeurs  de  log  F  qui  répondent  aux  racines  suecessivet  3.448> 
3.4499  3.450,  3 .451.  Voici  le  calcul  de  ces  valeurs  : 

2. 448... o. 388  811  4i3  473  Sa  a. 449. .  .0. 388  988  785  124  71 

1.448... 0.160.  768  56i  861   i3  .1.449.  ..^.161  ^*  5^  47'   '7 

r(i.448)^.9.947  278  386  843  r(i .449)  . ,9.947  373  834  564 

T(5.448) .  .0^496  858  56a  178  r(5.449)  .  .0.4^  55o  oo5  160 
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2.450... 0.^89  166  084  ^^  53       a.45i...o.389  343  3it  35a  08 
1.450.. .0.161  368  003  334  97       1 .451.  ..0. 161  667  4i3  4^7  74 

r(i .450) ..9.947  367  707  453       r(i.45t) ..9.947  265  oo5  114 
r(5.45o) . .0.497  ^*  794  **^'   r(3.45i)  ..0.498  373  728  804. 

Désignant  comme  ci-dessus  3.448  par  a,  et  log Fa  par  A,  on  aura  ]a  valeur 
de  A  et  de  ses  différences  successives  comme  il  suit: 


0.496  858  36a   178 


«TA 


^A 


45  909 


J«A 


-47 


471      642     98a 

Soit  encore  cssa^cox,  logrc  =  X,^=X  —  A,  on  aura  ^^==291  . 
5io  5i6j  et  la  première  valeur  approchée  de  x  sera  donnée  par  Féquation 

jc'ss ^ 77 —  =0.6181. 

47164 -(^).i5 

Soit  enfin  x  =  x'  -f"  a>  on  aura 

y  =  291  5o5  3o6, 

y  — ■»  y    r^"  5   3 1  o 

M  +  (x'  —  l)  cT'A  =  471  625  750' 

5210  . 

a  :=;  7 ^--= — ^  =  o.ooo  on    o47. 

471  020  700  ^/      • 

Donc  la  racine  cherchée  c  =  a-f-û»(x'  +  a)  =  5.448  618  m  047. 

La  seconde  racine  de  l'équation  Tcz=z^  serait  ^=0.286  364 1,  ^^  ^1 
serait  facile  de  la  trouver  avec  un  plus  grand  nombre  de  décimales. 

i5i.  On  peut  encore,  par  notre  Table,  trouver  les  valeurs  approchées 
des  coefficiens  différentiels — jg— >  — d^~^  — ^~'  ^"^  sont  des  trans- 
cendantes particulières  dbnt  nous  avons  fait  voir  difierens  usages.  Ces  coefH- 
ciens  se  calculeront  par  les  formules  suivantes,  où  l'on  a  fait  log  ra=A  : 

^  =  J^A  —  i<r'A  +  |/»A  -  iJ^A  +  -'«T'A  -  etc., 


a 


»• 


ddk. 


«T'A  —    «T'A  +H<^A  —  I  J^»A  +  etc., 


<'  / 


«»J^  =<^»A—  |J^*A  +  J«r»A  —  etc.. 


a' 


a?" 


,-f  =«r*A—  a/'A  +  etc.: 
m  est  la  différence  par  laquelle  on  fait  croître  la  racine  a  pour  former  les 
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différences  successives  cTA^  ^*A,  J^'A/  etc.  On  a  0^=^0.001  quand  on 
prend  dans  la  Table  les  termes  qui  se  suivent  immédiatement;  mais  on 
pourrait  également  faire  û»= 0.003  ,  o.ooS^  ou  plus,  afin  de  rendre  sen- 
sible la  différence. quatrième  J^^A'qoi  est  presque  toujours  au-dessous  d'une 
unité  décimale  du  douzième  ordre,  lorsqu'on  prend  «:=:o.ooi. 

En  se  bornant  à  l'hypothèse  û)  =  o.ooi  qui  est  ia  plu^  simple,  puisque 
la  Table  donne ,  sur  une  même  ligne,  les  nombres  A ,  ^A-,  J^*A ,  J^^A ,  on 

voit  que' la  valeur  qui  en  résultera  pour  le  cofficient^,  ne  sera  appro- 
chée que  jusqu'à  la  neuvième  décimale  à  peu  près;  celle  de  -^  ne  le   sera 

que  jusqu'à  la  sixième,  et  celle  de  ^^  jusqu'à  la  troisième.  Mais  c'est  déjà 

un  grand  avantage  d'avoir  les  deux  premières  trao;»oendantes  d'une  manière 
si  facile  et  avec  un  pareil  degré  d'approximation. 

iSs.  Soit,  par  exemple,  /i=  1  .Soo;  les  différences. données  immédiate- 
ment  dans  la  table  pour  cette  valeur  de  â,  sont 

/A=  16  o5o  324,      tT^A  p=-^  Qtà^l  /»A  ==  —  359; 

on  en.  tire  les  coefficiens  différentiels  ....  .1/ 

^=o.oi5  847  594,  -^  =  o.4o5  979,    325- air— 0.359- 

Si,  au  lieu  de  faire  0^  =  0.001 ,  on  fait  6»s=so .,0yQ9 9  c'èst-à-dire,  si  on  prend 
dans  la  Table  les  fonctions  A  qui  répondent  aux  racines  succcs9iv.es  i  l5op, 
1 .503,  1 .5o4, 1 .5o6,  1 .5o8,  on  aura  les  valeurs  de  crA*,',J^*A*,'J^A,  cT^A; 

..        ''        ■■■»■»  •.?' 

comme  11  suit,  .*, 

«TA  =  32  5o6  268,  J^A  =  I  621  044,  <r»Ai=  — aÔ^*,  ,  4^A=s?ô.' 
De  là  résultent  les  coefficiens  différentiels, 

'  _  J        11".  !  .   •   -■•    i  «  I    ■ 

^  =  o.oi5  847  594  35o,    -^=x  3.405  97'95,    ^rs-ss  — o.56oô.  ; 

Ces  valeurs  diffèrent  très  peu  de  celles  qu'on ,  a^  pbtemies  ipimédiaten^pt 
par  les  différences  des  termes  consécutifs!  V 

Soit  encore  â>  =  o  •  oo5 ,  on  aura  à  considérer  les  différences  successives 
des  ternies  de  la  Table  qui  répondent  aux  racines  i.5oo,  i.5o5,  i.5io  , 
i.5i5,  1 .520;  ces  différences  sont 

crA=84  3o4  252,  <r'A=io  104  715,  J^A=5— 44  4a5,   i^*Aœ=574, 

et  on  eu  d#uit  les  coefficiens  différentiels 

^=o.oi5  847  394  55,  ^=fco.4o5  979  Sa,  ^=,—0.559  «9. 
T.  II.  80 


4^  INTÉGILAtfa  EUiÉmElNNES, 

• 

Ces.  Ys^^^r^  diffèrent  peu  des  pr^cédfote^  eï  ^iphri^Qt  de^^ir  être  plue  ap- 
pi:ochées  dç  la  i?ëritë,.parce  qu'on  ^.  tenu  compte  des  différences  qualrîèiBes 
d^en^mea  ^naibles  par  une  plus  gmnde  valeiiir  de  (»;  cependant  la  valeur  de 
0  nc(  d<w/t  pas  passer  une  certain^,  liante ,  et.  cQtte.  linjiite  qu'il  serait  difl&cile 
de  détermî^^r^ec  précision,  dépei^  de  lf|  loi  que  suivent  lea  diflëreiwes 
supc^ives  de  la  fonction  J^^ 

i5$.  Dans  Ifexeniple  précédent,  il  Qst  facile  de  vérifier  la  valeur  obie-^ 

nue  pour  ^  ;  car  en  finsant  a:;F  7  dansja  formule  (35),  art.  122,  et  ob<^ 

seryan tique  Us  logarithmes  de  l^.fbrn^ule  doivent  être  multipliés  par  le  mo*^ 

d^Ie  m  ==  Tj  ppur  les  changer  en  loganthmes  vulgaires ,  on  aura 

L'intégrale  du  second  membre,  prisç;  depuis.  ar==o  jusqu'à  Jr:;?^  i  ,  est 
^ale  à  2  — :iM  h^  donc 

Mais  on  a  fidt  ci-dessus  B=:/?i(i-^);  ainsi  on  aura  ^  =  /it  +  B  —  a  /a  ;  ce 
qui  donne,  .en-substiluant  les  vàleuvs  oonnnes , 

;        »  ^saso.orff  847  394  545  69, 

vs^çur  q|ii\  dqît  être  ei^K^te  jusqu'à  la  qualorùèineT  décimale  :  ellet  prouve 
que  les  résultats  obtenus  par  la  méthode  précédente ,  sont  moins  exacts  dans 
l'hvpothè^  â»:^o.oo5  que  dans  l'hypothèse  ^=5 p..  ooa. 

i5'4«  Les  formules  précédentes  donnent  les  coefficiens  différentiels  de  la 
fonction  A  =  logra,  en  supposant  que  a  se  trouve  immédiatement  dans  la 
ta^çj  mfiffij^lSaiiat  trouveip.î^s,QOeflKcifiBs  différenlieb  dé  la  fonction  X  =:log 
r(â-f-  cûx)y  qui  est  intermédiaire  entre  les  deux  fonctions  consécutives  don* 
nées  par  la  table  A  =  log  Ta ,  A  +  cTA  =  log  T(a  -|-  m) ,  voici  comment  on 
résoudra  ce  problème  d'interpolation  : 

On  a  généralement 

•  X  =  A  4.a:crA4- ^- /-A  +  î^-=^^^ 
e(ÂT:on,£Éft  a^^HMXJcra,  oiiaura,  en  supposant  que  x  seul  varie,  dazss  cêdx, 
d'où  e$-^  =  ^.  Différenciant  doric  la  valeur  deX  par  rapport  a  x,  et  m- 
térant  l^diflSfentîalîons,  on  aura 


•  \ 


'. 


<♦'. 


n 
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a.3.4 

^'#  =^'A  +  (X  --  i)  cl^^A  +   ^'^3^4 '^"      J^A  +  etc, 

etc. 

On  couDaitra  donc  les  coefficiens  différentiels  dont  il  s'agit ,  par  les  diffé- 
rences J^A,  J^A,  ^^A  que  la  table  donne  immédiatement. 

t5S.  Dans  le  oaa  de  Jt  es  i ,  on  a  k±s:a^eêj  et  les  ^i^iifliies  deviennent 

«  ^  a»   M  -h    1  J^A  —  ^  /«A  +  A^A  +  etè., 
*     «•^  =  cr-A-.^cr4A  +  etc., 

«3  g  =  <r^A—    J/U  +  eto. 

Celles-ci  offrent  des  formules  un  pcfù  pW.  convergentes  que  celles  de  l'ar- 
ticle 691 ,  de  sorte  qu'il  y  a.  quelqù'avantage  à  déterminer  les  coeffidens  dif- 
férentiels dé  la  fonctioù  lc^r(â-f-«)  par  le^.  moyen  des  différences  qui 
repondent  à  la  fonction  précédente  logTa. 

i56.  Appliquons  les  formules  précédentes  à  la  fonction  Xc=logr(iH"î)} 
alors  on  fera  â=  r.$35,  'x=s||etles  différences  données  immédiatqipejpit  ^ 
dans  la  table  seront 

/A.=  —  57  a6a  ^67,      >À  is  475  4aft»,"  :  /»A,=  T-'4»3y 
d'oQ  lësultent  les  valeurs  auivantes  dtt»  ooefficieBs  diflSsrekilidti, 


■^  =  —  G. 067  541  541  5 


I  . 


•  .  '   •  ■  .'i     .•.-.■  1 


■^.=  -^  0^483.  : 

PdUir'\^6erl«  premier  de  ces  résultats,  on  peuf  avoir  recoùrs^a  h' formule 
(33);qui  donâè  - 

•        '  '     dm  .     ^        j       I— 4P 

Eflectaant  t^tegt^eicte  indiquée  >ébti^  îés Jlniitéï  xis^Oy  xssi,  îl  vient 
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et  en  substituai)  t  les  valeurs  numériques , 

^  =  —  o.oSy  541  542  008  65, 
d'où  FoD  voit  que  nos  déterminations  sont  aussi  exactes  qu'on  peut  le  désirer. 
157.  Lorsque  a  est  un  nombre  rationnel—,  on  a  vu  dans  l'art.  laa  que 

l'intégrale  Z  =  f  _ — ,  prise  depuis  arc=o  jusqu'à  JC=  1 ,  est  expri- 
mée par  -  *-  nB.,  JB»  étant  une  quantité  dont  la  valeur  est  donnée  par  arcs 
de  cercle  et  par  logarithmes  (  ibid.  )•  Mais  si  l'on  suppose ,  par  exemple  y 
a  j  la  valeur  de  B.  dont  il  s'a^t  sera  tellement  compliquée,  qu'il  de- 

viendn^  à  peu  près  impossible  d'en  tirer  la  valeur  numérique  de  l'intégrale 
Z  y  et  la  difficulté  serait  encore  plus  grande  si  a  était  une  fraction  plus 
itXHnposée. 

Dans  ce  cas,  l'int^ale  dont  il  s'agit  pourra  se  trouver  d'une  manière 
beaucoup  plus  iacile  par  la  formule  de  l'article  1:2:2,  qui  donne 

or  pour  la  valeur  a  :;=  i  •  565 ,  cii  trouve  le  coefficient  différentiel 

^î^  =  0.040  754  344. 

Âiii^'ûn  aura  rintégrale  cherchée  Z=s  0.671  009  g5d,  laquelle  doit  étte 
etiaéte  au  mbitiS  jusqu^à  la  huitième  dédmale. 

Nous  sommes  entrés  dans  d'assez  grands  détaik  sur  ces  diverses  méthodes 
d'interpolation,  parce  qu'eRes  sont  peu  connues,  et  qu'elles  peuvient  s'appli- 
quer à  toutes  leS' tables  dans  lesquelles  il  est  nécessaire  d^avoir  égard  aux 
différences  du  troisième  ordre. 

En  terminant  ici  le  Traite  relatif  aux  deux  sortes  d'Int^rales  définies  que 
nous  avons  désignées  sous  le  ni3im\è^ iMégtales  Bulériennes^  nous  croyon» 
devoir  faire  observer  que  les  divers  perfectionneraens  qu'a  reçus  la  théorie  de 
ces  intégrales,  depuis  qu'elle  est  sortie  des  mains  de  son  illustre  auteur, 
sont  le  fript  des  recherches  que  nous  avons  publiées  successiv^uçnt  dans 
plusieurs  écrits,  savoir  :  i®.  dans  le  Mémoire  sur  lesTranscendantes  eUiptiques 
(Paris  179S);  2*.  dans  les  Mémoires  de  la  classe  des  Sciences  Physiques  et 
Mathématiques  del'lnstitjçitppur  l'aMnéé*  iSôg;"!*.  ènfîn,  dans  les  parties  II 
et  ly  des.  Exercices  de_Gi|(mj  in^i^grah  Efautres  géomètres  ont  publié  le  i^ 
sultat  «'lé  qiielques  travaux  particuliers  sur  la  même  matière;  mais  ils  n'ont  fiiit 
que  reproduire  sou^  ^e  trat^  ibiUe  iei  i^fisuhffts  truuvéft  Jong-temps  aupa- 
ravant par£uler. 


TABLE 

DES  LOGARITHMES  DE  LA  FONCTION  Fa, 

Calculée  à  douze  décimales,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  racine  a,  de  millième  en  millième, 
depuis  1.000  jusqu'à  ^  •  ooo. 

On  y  a  joint  leurs  différences  première,  seconde  et  troisième» 
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a. 

Log.  Va. 

Diff.  1. 

n. 

m. 

«- 

Log.  ra. 

DW.  I. 

11.    ni 

i.ooo 

i!oo3 
1 .004 
i.oo5 

0.000  000  000  000 

9-999  749  H^.  «L 
9.999  Soo  064  225 
9.999  a5i   i65  3,3 

r^;?5sS3 

.5o  324  55q 
«io  6..  2,6 

'Is  X  S46 

713  343 

710    232 
708    17. 

se 
034 

o3. 
o3o 
024 

..o5o 

llosi 
..o53 

l.'Ô55 

r.ix 

i.o5, 
,  .o58 
,.o59 
,.060 

,:o6, 

,.o6a 
,.o63 

\:fà 

77*8 

;:-o^ 

.-069 

9.988  33,  858  ,90 
).988  .a.  c)8o  o52 

9-98,  906  '-fis  894 

J.98,  69a  2,5  4o5 
g. 98,  4,8  3a7  6,4 
9.98,  a65  ,0.  ,93 

2.5  8,8  ,38  664  6809.. 
a. 5  ai4  .58  663  6699.1 
a. 4  55o  48966a  75e  gof 
2.3  887  ,3.66,   éSogo^ 
ai3  225  881660  946  003 
aia  564  935  660  044901 

■  .006 
1.009 

9.998  5o8  732  040 
9.998  262  67.  998 
9.998  0.7  319  .03 

9-997  21»  6f  35» 
9.997  Sa8  730  659 

246  060  042 
245  352  895 
244  646  ^i3 

12  ;47 

705  102 
704  084 
703  070 

9.98,  o5a  536  858 
9.98e  84o  63.  96J 
9.986  629  386  2,8 

a,,  904  89.  65q  i^aHgl 
2. ,  245  ,49  658  244  896 
a,o  5§7  éo565,  SJSa» 
aog  930  ,57  656  455  W 
209  i73  70a  655  562  8S, 

,.019 

(.oai 
1.02a 
1.023 

9.997  ^85  4q3  0,2 
9.997  042  958  555 
9.996  801   126  oq4 

?:^=3^i^S 

242  534  5.7 
24.  832  46. 
û,   .3.  3.3 

240  43i  373 

239  732  337 

702  o56 

'Ôi  °io 
^036 
6§5o34 

008 
008 
«.4 

oot 

998 

99» 

99= 

9-985  999  594  85i 
9.985  ,90  976  7,4 

b.985  583  0.3  249 
K.985  375  703  571 
;,.;^5 1&,  046  794 

9.984  963  o4a  o38 
9.^1  357  688  4ai 
9.984  55a  985  o65 
9.984  348  93.  09- 
9.984  .45  SaS  635 

208  6,8  ,40 
207  963  465 
ao,  309  6,8 
206  656  ,„ 
206  004  ,66 

>54  675  » 
.53  7^7  « 
.52  90.  S 
.52  M.  a 
.5.    .39S 
75715;  î 
349  385  S 

ils  512! 
54,  64.  « 

34e  770  J 

9.995  6oi  459  401 
9.595  364  816  172 
9.995  127  871  9*9 

239  o34  3o3 
238  337  26, 
23,  64.   23q 
23é  946  .83 
236  ?52  .29 

697  o36 
6i6  o38 
695  o46 

ao5  353  6,7 
«04  ,a3  35e 
ao4  o53  9,, 

2:^r5^û 

M.fni  âni  619  85o 
S.S4  656  060  ,96 
9  994  4"  -93  Si; 
9.994  187  017  925 
9.993  953  532  .53 

235  559  .64 
234  866  M 
234  .,5  887 
233  ife  ,72 
232  796  «4 

692080 
691  09^ 

6^9  m 

688  .63 

977 
9,5 
974 

..0,, 

9.98394»  ,67  8,7 
9.983  ,40  kA  ,60 
9,983  539  19,  6a5 
à.983  33S  3,.  520 
9.983  .38  ,95  59, 

202  m  ©4^ 
20»  175  029 

,99  5S2  q 

64s  o3aSK 
6Î4  T*"' 
643  Zim 
642  456  BS 

1 .026 
1.02É 

i.OM 
i.o3o 

0.993  7=0  735  Sm 
9.^  488  637  048 
9.993  267  2o5  76b 

9-993    02e    470    T02 

9-99=  790  420  889 

232     .08    4,1 

23.   42.   IL 
23o  ,35  064 
23o  o4q  8.3 
229  365  528 

685  25. 
684  aSS 
683  323 

1 
t 

..076 

1.077 
1.078 

9.982  938  66a  977 

9.982  343  916  45 

9.982  146  948  534 

,98  890  ,58 

ijs  48  557 

.9,  607  8.. 

'iUa§;i 

64.  601  BS 

1^032 

1.033 
,.o34 
i.o35 

q.qq2  567  o55  36i 
1.992  33é  3,3  .56 
9.992  1.0  373  3.3 
9.09.  883  o54  873 
9. si.  656  4i«  886 

228  662  ao5 
",  999  843 
22,  3ÏB  438 
2a6  63,  980 
225  958  Igi 

682  36a 
68.  4o5 
S80  |4'^ 

|54 

t 

"945 

t 

..08 
..082 

,.o83 
,.o84 
1.08; 
,.o8« 
,.08 
1.08^ 
..08c 
..09; 

9.981  gSo  619  660 
g.ijs.   S4  „,g  083 

Q.981  559  875  65; 

9.98,  36Ï  ik  83. 
9  98,   ,71  67,  67; 

194  4i6  822 
193  781   i58 
193  146  333 

fil  5-lii}- 

635  66493 
634826  9k 
633  987  9» 

,.o36 
|»39 

9.99.  430  458  392 
g.991  2o5  ,78  445 

9-99»  98;  If  «5 
9.990  ,56  65o  39, 
9.990  433  4«o  409 

225  2,9  04, 
224  bo2  35o 

223  925  608 
223   249  98e 
22a    5,5    220 

6,7  507 
676  652 
675  7.0 

9.980  978  53.  34 
9.980  786  0.8  99* 
9.980  Svj  .39  80 
9.980  4oa  892  9a 
9.980  a. a  a77  54 

.92  5.2  345 

pli 
.8998473. 

63a  3.8 
63.  488 
63o  657 
SagSag 

Si 

93, 
93 

Sa 

,.045 
i.o5o 

9.990  3io  825  .89 

9-5P  64?  ^ ,,: 

9.989  427  253  267 

"'  ^8  4^ 
"i  556  5? 
2.9  885  5o3 
2,92,540 

6,.  o3. 

934 

930 

9>9 
?3 

..09 
.-095 
..09 
.09 
..09, 

9.980  oaa  29a  80. 
9.9,9  83a  93,  90 
9.9,9  644  2. a  01 
9.9,9  45|  ,,4  29( 
9.9,9  a68  643  94 

.89  354  902 

.88  725  897 
186  09,  ;,/ 

18,  4,i  ks 

186  843  8.5 

6aq  oo5 
628  .83 

ia^l^ 
6257.4 

81 
8. 

8.1 

9.98g  208  037  8bb 

9.^   5S4    4o3   022 

9.988  337  858  ,90 

2,8  546  226 

l\\  ^.l  Va 

216    544    232 

2i5  878  73£ 

66,  33o 
66é  4.a 
665  494 
6»4  5So 

9.8 
9'4 
91 

..o96'9.9,9  08.  800  .2 
■-«97I9-976  895  58i  o3 
..0989.978  709  988  85 
..o|>9'9.978  5a5  0.9  76< 
...ÏS;^.|78  34a  6,^96- 

.86  a. 8  09. 
.85  593   .Ba 

|8|  I4?  80; 
.83  ,23  33o 

Wû. 

i. 
Bi 

il 

Sa 
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a. 

Log.  ra. 

EUT.  I. 

II. 

III. 

<■■ 

Log.  Ta. 

Diir.  I. 

II. 

m. 

I.ICM 

9.977  973  848  969 
9.977  791  368  .67 
9.977  601  507  4=2 
9.9,7  428  M  933 

i83  723  33( 

621  66, 

806 

i.i5o 

9.969  ««»  696  on 

i53  590  o5£ 

583  652 

:.io 

i83  101  66 

3ao  861 

804 

i.i5. 
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g. 950  qi8  3,3   ,20 
9.950  860  634  8,9 

58  214  ,o5 
5,  ,38  241 
5,  262  267 
56  786  ,8, 

9,9,8  640  ,65  092 
9.948  6o5  ,93  5j6 

34  9,,  5,6 

32  iis  348 

,.332 

t^tà 

.3«9 

,.333 

4«a 

..mn 

9.948  570  675  228 
9.9  8  536  6oq  6o5 

34  o65  623 

52  283  442 

[■Mi 

9.950  8o3  3,2  6,2 
9.950  ,46  585  83, 

75  oo3 

,45,5 
4,4  0^ 

IJ 

.384 

33  6,3  340 

5,  84,  442 

56  3i  1  ,,8 

~3«6 

9,9  8  5o2  996  265 

33  ,6,  499 

45,  399440 
ASo  5ao44o 

1.336 

9.950  6go  2,4  o53 
9.950  634  436  ,90 
9.950  5,9  0,3  558 
9.950  52Ï  ,83  8,3 
9.950  469  ,6,  2S4 

55  83,  263 
55  365  233 

9.9  8  469  834  766 
9.948  437  124  666 
9.9  8  4o4  865  525 

32  ,,0  ,00 

1.33, 
1.338 

P'M 

4HH 

:S 

3?  sS  éil 

54  889685 
54  4i&  619 

4«o 

;5o  080  43( 

1.339 

72  586 

.38q 

9.9  8  373  o56  904 

3,  358  54, 

49  642  437 

1.3,0 

53  944  o33 

472  ,0, 
nt  622 

■4T6 

~z 

m^ 

1  49  2o5  436 

448  769  436 

Ih  â33  435 

1.3,  1 

9.950  4i5  823  221 

■53  4,1  93, 

9.9  8  3io  789  464 

1.3,2 

9.950  362  35,  290 
9.950  309  35o  981 
9.950  256  821  818 

53  000  3o9 

V.& 

tl-. 

..<9» 

,.g48  280  32g  ,70 
9.9/8  25o  3i8  845 
9  |48  220  ,56  253 
q.948  191  641  559 

3o  0.0  925 

1.3,3 

52  529  16% 
52  o58  495 

.393 

29  562  002 

47  89843a 

1.3,4 

70 189 

69  7"4 

ili 

.394 

291.4694 

47  466  43! 

1.345 

9.950  204  ,63  323 

5i  588  3b6 

ili 

.395 

26  66,  228 

447  o3i 

432 

1.3,  d 

9.950  i53  175  01, 
9.950  102  o56  425 

51   118  S92 

6§°fi 

n 

.3oC 

9,948  ,62  9,4  33, 
9.948  134  764  ,34 
9.948  ,06  980  536 
9.§48  079  653  io5 
9.948  o52  771  41, 

28  220    ,Q, 

44  878 

432 

•.■m 
1.3^9 

5o  649  3^2 
5o  .8;  58, 

49  "U  477 

.399 

2,  ,,3  598 

43, 

9.950  o5i  407  0,3 

68  292 
67  8,8 
67349 

474 

2j  327  43, 

26881694 

43, 

42i 

i.35o 

9.949  95,  5,4  191 

.400 

26  436  388 

45 
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CHAPITRE  XVI. 


495 


a. 


.5oo 
.Soi 
.5o2 
.5o3 

.5o4 
.5o5 


.5o6 
.507 
.5o8 

•5o9 
•  5io 


•  Ôii 
.5ia 
.5i3 
.5i4 
.5i5 


.626 
.529 
.528 

.530 


.53i 
.533 
.533 


T536 
.537 
.538 
.539 
.540 


Log.  Va. 


9 
9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9' 
9^ 
9^ 

947 


544 
56o 

on 


<)4o  683 

3o8  'i56 
263 
915 


6^9  ^44  9'^ 


684 
703 
723 


3iQ  754 
708  424 
6^0  56q 
965  83à 
653  862 


785 
806 
828 


744  3oi 

236    -TO" 

3é^ré 
o  097 

426  ÏI49 

123  099 


85o 
872 
895 
918 
942 


220  298 

61 5  240 

al  2  283 
[)8  575 


947  966 

948  010 
g48  o4i 
948  067 


703  768 
197  5i5 
089  468 
37Ç)  280 
oui)  606 


8  201  4 


I 5 I  I 00 
632  418 
5io  216 
84  i5o 
53  875 


8  229 
948  257 
8  286 
8  3i6 
948  345 


519  o5o 

979  334 
834  385 
o83  861 

727  4^2 


764  729 

19544a 

019  225 

235  737 

844  642 


948  53 I 

948  %4 

948  5q7 
8  6ào 
§48  663 


845  6o3 
238  284 
022  348 


'Ri 
•703 


461 
287 


945  697 
948  732 
948  766 

28  801 

948837 


Diff.  I. 


6  o5o 
6  455 

6  861 

7  266 
6 

8  o 


324 
944 

205 


7  070 


74 


8  478 

8  882 

9  285 
9  688 

20  090 


145 


20  492 

20  894 

21  295 

21  69G 

22  097 


22  497 

22  807 

297 

23  69(3 

24  095 


24  493 

24  8f)i 

25  289 
25  687 

26  084 


3338 


26  i8i 

26  872 

27  609 

28  o6îi 


28  460 

28  855 

29  249 

29  643 

30  037 


3o  43  o 
3o  823 
3i  216 
3i  608 
32  000 


32  392 

32  784 

33  175 
33  565 
33  q56 


681 
o6j 


3^346 

34  735 

35  125 
35  5i 
35 


5i4 
903 


m 


io5  620 
o5  261 

4  9^2 
jol  5J5 

[04  187 
o3  83 1 


^o3  475 
4o3  iiq 


t 


02  "6^ 
02  !^10 

02  o57 


4oi  704 

ioi  352 


399  948 

399 
39Q 

398  901 

554 


398206 
397  859 
397  5i^ 
397  i68 
396  824 


396  480 
396  i36 

395  450 
395109 


394  4^^ 

394  o85 
393  746 
393  407 

393  068 
392  730 
392  ôqS 
392 
391  720 


383 
^9 

390  3^9 
390  047 


389  712 
389  38i 

388  m 


'35n 
357 
358 
356 
356 


356 
354 
355 
353 
353 


i4 


a. 


Log.  Ta. 


.948 

9 -948 
9-948 
9-948 

9  949 


837  44'  447 
873  344  558 

909  636  o55 

946  3i5  607 

983  382  887 

020  837  563 


o58  679  307 
006  907  -90 
i35  522  687 
174  52Î  669 
39.949  2i3  910  410 


9-949 
9-949 
9-949 
9-949 


58i 
582 
583 
584 
585 


9-9^9 
9-949 
9-9^Î9 
9-949 
9-949 


9-949 
9-949 
9-949 
9-9^i9 
9-949 


253  682  583 
293  839  864 
334  38 I  926 
375  3o8  346 
416  619  101 

458  3i3"565 
5oo  3qi  517 
542  8î»2  634 
585  696  5()5 
628  923078 


Diff.  I. 


483 
897 


II. 


739 


1^7 


9-949  672  53i  261 

716  522  025 

760  894  i5i 

8o5  647  819 
85o  782109 


9-9^0 


896  297  004 
942  102  187 

988  4^7  340 

o35  122  146 
082  i56  289 


9-9f<> 
9.950 

9.950 

9.950 


129  569  J^S, 
177  36i  32 
225  53 I  586 

274  079  92^ 
323  006  o3o 


9.950 
9.950 

9-950 
9-950 
9.950 


372  309  583 
421  990  274 
472  047  792 

522  481  Ô24 

573  292  o58 


564 
126 
368 
290 
895 


8' 


548 
926 
ào3 


9.950  62A  478  184 
9.950  670  oSq  8g3 
9.950  727  976  874 
"  780  288  817 
"  4i5 


9.950 

9.950  832  97S  4 '5  53  o€ 


9-950 
9.950 

9-95o 
9-95» 
9951 


886  o36  36o 

939  47»  343 

903  280  o56 
047  462  iû4 
102  017  45o 


709 
981 

56» 
9?5 


781 
458 
i35 


765 
844 

522 
200 
881 


705 


81.. 


INTEGRALES  EUUJBIENNES, 


a. 

Log.  Ta. 

DIIT.  I. 

11. 

111. 

a. 

Logro. 

DiiT.  r. 

II. 

m. 

1.600 

D.qSi    ,02  017  45o 
9.^1   i56  94e  SiU 

54  928  068 

55  3oo  575 

372  5o7 

3o5 

,.65o 

9.954  298  8,5  428 
9.95I  3,2  064  586 
9.954445611  5,7 
9.954  5i9  5i6  118 

73  189  i58 
73  546  qq. 

357  833 

»83 

1.601 

372  20a 

281 

1.601 

9.951  212  246  093 

55  6,2  2,7 

56  oU  é,6 
56  4ié  270 
56  787  56o 

3?;§s 

3oi 

1.652 

73  904  àj. 

357  268 
356989 

27e 

i.6o3 

9.951  265  918  870 

3o4 

1,653 

74  261  809 
74  955  5o5 

282 

..604 

9.951  323  c)63  546 

371  290 
370987 

370  685 

■Soi 

1.654 

9I954  668  396  725 

356  ,0, 

283 

i.6o5 

9.951  38o  ^79  816 

302 

rësë 

356  424 
356  147 

^77 
2S 

9.951  437  167  376 
9.95,  49I  32S  9»3 
9.g5i  55,  855  i55 

57   i58  547 

9.954  ,43  3,2  23o 

75  33,  920 
,5  688  076 

76  043  gis 
76  399  532 
,6  ,54  840 

I.601 

5^  529  ,32 

370  383 

3o, 

l.bi, 

9.954  818  ,04  ,5q 
9.954  8<,4  Sga  235 

365  8S9 

..Ko» 

58  269  697 
58  639  47t 

3jo  082 
369^81 

3o, 

.658 

355  58, 

a7t 

,.60, 

gigsl  66§  t,\  Wl 

3oo 

i.6i9 

355  3o8 

277 

i.eio 
rSTT 

302 

^^ 

9.95,  726  663  945 

3&I  '79 
366  880 

1.661 

g. 955   123  590  552 

77   ,09  87, 

„  46?  623 

354   ,52 

1.6,2 

q.q5i  785  672  904 
9.951  845  oSi  oïî 

59  378  i3t 

2,t 

1.662 

0.955  200  700  423 

354  4,6 
354  '99 

m 

,.6,3 

59  74,  0,8 
bo   ii5  600 

368  582 

3o, 

1.663 

Q.^5  278  i65  oie 
9.955  355  984  045 

77  **'9  «99 

,.6,4 

368  281 

29t 

1.66.', 

78  173  296 

2,: 

,.6,6 
,-:6ÏÏ! 

60  483  881 

36,985 

29t 

9  955  434  157  443 

78  527  219 

^ 
m 

9.952  025  3^7  541 
0.902  086  249  407 

9.P2 147  m  960 

60  85i  866 

,36,  68, 

:^ 

1.666 

9.955  5i2  684  662 

7,1  880  865 

353  3,0 

i.6,j 
,.6,é 

61  2,0  553 
61   586  9(3 

36,  390 

1.66, 

79  234  235 

363  093 

367  092 

1.668 

9  955  6;o  799  762 
9.955  75o  387  090 
9.955  83o  327  238 

9.955  910  619  gSi 
q.q55  901  264  8o5 

9.S6  5,2  261  m 

9.956  i53  610  541 

79  587  328 

i.6,q 

9.952  209  o55  90^ 

61  954  o35 

366  "SJS 

"555 

1.660 

79  94»  ■4« 

2,4 

,.620 

9  952  271  009  938 

62  320  83o 

^ 

352   2,1 

'^-z 

,.62, 

9.^2  333  33o  76* 

62  G87  33 1 

63  o53  536 
63  419  446 
63  ,85  ofe 

80  644  964 

35'  997 

,.622 
i.ft»3 

Q  q5a  3q6  018  009 

|.|52  4%  0,1  ëg 

365  910 
365  iji6 

"^ 

\Z 

80  99G  It,, 

81  348  685 

35,  ,24 
35,  45, 

2,3 
2,3 

,.624 

9.952    523    49'    °^' 

365  320 

293 

1.6,4 

81  700  i36 

35,    ,78 

271 

,.625 

9.952  586  276  143 

64  ,5o  382 

365  027 

^21 
294 

1,6,5 
i.6i6 

9.956  235  3io  677 

82  o5i  3i4 

3io  90, 

^ 

9.952  65o  426  5a5 

64  5,5  409 

Si 

82  4„2  221 

35o  634 

..62, 

9.952  714  cj4i  934 

64  880  ,40 

29Î 

v:^ 

9!956  485  5i7  067 
9.q56  565  620  286 

82  ,52  855 

% 

65  244  587 
65  608  735 
65  9,2  ^,3 

83  io3  219 

3So  091 

1.629 

363  857 

290 

1.6,9 

83  453  3io 

3l9  822 
3^9  553 
349  284 

2b, 

1.630 

9.952  gio  675  402 

363  567 
363  2,6 

29, 

1.680 

,T68T 

9-95ti  649  073  596 

83  8o3  i32 

269 

i.63i 

ttiivà'^^ 

66  336  ,60 

9.q56  732  876  7aS 

a    i52  685 

i.6,to 

t'xAt 

362  985 

X 

,.682 

9.95G  817  029  \iZ 

a    5o,  969 

349  <"3 

260 

1.633 

9.953  109  683  591 
9.953  176  746  0,2 

363  695 

1.683 

9.956  9ot  53i  382 

8    85o  982 

34»  744 
348  4,5 

.bj 

,.63< 

67  425  ,,6 

362  406 

^ 

1.684 

9.956  986  382  364 

85  199  726 

.6( 

1.635 
,T63S 

9  953  =44  <T  .28 

67    787   522 

362  1.5 

1.685 

q.qS,   071   58»  090 

85  5.',S  201 

85  896  408 

86  244  349 

3n  94' 

266 
^68 

9.953  3,,  958  65, 

68  ,49  637 
68  5m  46^ 

36,  829 
36i  53ê 

1,686 

g. 957  i57   i3o  291 

9  957  243  02b  69JJ 

y-*^"?  ^'9  ni  °'** 

9.957  4'^  W)3  "T"* 

,.63, 

9.953  38o  ,„8  287 

287 
28S 

1.68, 

347  673 

S 

,.63e 

68  873  004 
6>,  2S4  a55 

36i  25i 

1.688 

86  592  022 

347  4"6 

,.6,39 

t^^^-à 

36o  966 

28( 

i.6«9 

86  939  418 

87  286  569 

347  '4' 
341;  873 

26! 

1.6  Q 
1.6  , 

,.6  2 

&,  595  22, 
69955S95 

36o  678 

287 

,.690 
1.69. 

g. 957  5o2  802  4o8 

i6t 
Tffi 

9  953  656  322  23; 

36o  391 

87  633  442 

346  607 

9  953  ,26  2,8  ,32 

70  3iG  29; 

36o  ,o5 

286 

1.692 

fl.957  677  722  509 
9.q57  765  702  5^b 
9.957  é54  028  qSo 
g. 957  942  701  420 

87  980  049 

346  342 

fâ 

1.6  3 

9.953  796  594  422 

70  676  395 
7,  ofc  2,4 

359  8.9 

28i 

1.693 

88  326  392 

346  078 

345  8,2 

,.6  4 
,.6  5 

9.953  8iS,  270  8,7 
9  953  938  307  o3. 

359  534 

28/1 

88  672  470 

abi 

,,  395  ,48 

35,25. 

285 

1.695 

89  018  282 

345  266 

266 

9.954  009  ,02  ,79 
9,954  08,  457  777 

358  q65 
358  682 

28; 

1,696 

q  958  o3i    719  702 
9.q^8  .2,  Ui  é35 

89  363  833 

1»^ 

72   ii3  963 

28,', 

1.69, 

89  709  ..9 

90  o54  140 

90  743  396 

345  02, 

g. 954  ,53  571  74o 
9.95    226  o44  ils 

72  47^  ^5 
72  83i  043 

358  398 
358  ,Ï5 

283 

28, 

1.699 

9,958  210  792  654 
9.^8  3oo  m  794 
9.958  3gi  245  692 

344  234 

>64 

9.954  298  875  428 

73  .89  .58 

35,  833 

283 

i.,oo 

261 

CH^ 
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rr 

Log.  ra. 

Diir.  I. 

„ 

m. 

a. 

Lofi.  ra. 

Diir.  I. 

n. 

m. 

l.-OO 

90  543  396 

344  234 

361 

1.750 

9.963  345  o58  874 

107  641  8o3 

33 1  603 

345 

I.70I 

9.958  481  98Q  0B8 
9.958  573«76  718 
9.058  664  S08  Su 
0.O58  ,56  283  636 

Si  ;a,  63o 

343  973 

26< 

1.761 

9.963  452  700  677 

107  973  4o5 

108  3o4  763 

33i   ,,é 

342 

9.  431  6o3 

3!3  ,12 
3Î3  450 

26; 

1.753 

9.963  56o  674  082 

343 

,,ioS 

2bc 

1.153 

9.963  668  978  844 

108  635  8,7 

243 

•■loi 

92  Ils  765 

343  190 

abi 

1.744 

t$uuï;^.ir. 

108  966  749 

109  297  378 

33o  388 

241 

i.,o5 

9.958  848  4oa  401 

93  461  955 

342  929 

abo 

a5« 

i.,66 
1.766 

..-.-S 

9.958  940  864  356 

93  804  884 

ni'?. 

343  751 

9.963  996  878  848 

109  637  766 

;:?s 

9.059  o33  669  z^o 
9.PI  1^6  81B  7i3 

93  147  553 
93  4»9  964 

35q 

\:lU 

9.964  2i5  464  5a5 

109  957  9" 
ii0  287§i5 

ii^^l 

a4o 

1.709 

9.959  3M  3o6  757 

9.959  3.4  .38  is^u 

53  832  m5 

3]i  892 

35, 

■.769 

9.96I  3=5  75a  340 

110617  478 

339  433 

35 

^  174  «0, 

341  635 

341  3,4 

356 

i.,6o 
1.761 

9  964  547  3i6  719 
5.964  658  593  802 

110  946  901 

111  376  o83 

Er54T 

9.o59  408  3ia  879 

9(  5i5  642 

9.959  5oj  8a8  Sx, 

95  538  99t 
55  879  602 

341   lit 

a54 

1.762 

111  6o5  024 
111  933  726 

33; 

..,.3 

9.959  597  685  537 

340  864 

a6o 

i.r63 

9.964  II"  '07  826 
9.964  883  i3i  552 

340 

•'V'\ 

9.959  693  883  671 
9.955  *  4"  64, 

340  604 

156 

1.764 

,î,i 

3I0  34Î 

1.765 
r766 

9«_94i2L24' 
9.965  lob  984  i53 

,125904.3 

327986 

,.tG 

9.959  884  3oa  371 

340  092 

1.29.8  397 
113  246  ,44 

mm 

a3ç 

1.717 

56  565  04, 

339  836 

ai! 

1.769 

9  965  2r9  903  55c 

lU 

33, 

..7.8 

9.960  077  082  261 
9.960  ,ii  982  i38 

96  899  8Î7 

97  «3545* 

339  58 1 
339  326 

256 
256 

9.965  333  .48  604 
9-965^46  732  3^6 

, , 3  900  923 

337  37, 
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281  67c 

S 

290  645 

9.998  358  848  94; 
9.9g8  540  074  ,o5 
g.998  7a.  58,  965 

9.998  903  370  55, 

9.999  o85  4io  384 

181  225  758 

a8i  5o2 

,.9<» 

9.989  827  375  63o 

9.989  99I  Sk  .68 

9.990  162    087      163 

9.990  3a9  878  424 

.67  2.0  538 

290  456 

.992 

'.^ 

..94; 

390  368 

.89 

■993 

181  788  586 

281   ,4, 

S  s;  3^; 

290  079 
28989, 
289  705 

289330 

.88 

182  069  733 

280  97i 

1 

■  .945 

.86 

■995 

18a  35o  706 

280,94 

280   6ÏQ 

380  443 

280  2.67 

;:i 

9-99»  834  99.  jM 
9.99.  oo3  94a  388 

.68  37.  232 
.68  660  937 
i68  gSo  454 

.88 

:S 

9.999  267  590  990 
9999  45o  4aa  49» 
g.ggg  «33  334  809 

.82  63.  5oo 
182  912  119 
i83  19a  562 

i.g49 

169  &)  78} 

285.42 
288  g57 

.85 

■999 

9.999  8,6  527  ,7, 

i83  472  829 
i83  752  920 

280  091 

,,6 

,960 

9.991   173  163  17a 

.69  536  926 

,8, 

0.000  000  000  000 

279  916 

,74 
fi 
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CHAPITRE  XVII. 


Sur  les  Intégrales  Eidériennes  indéfinies  de  la  seconde  espèce. 


•I 


1 58.  Vi  ous  n'avons  considéré  jusquHci  que  l'intégrale  définie  fdxCl  -  j       , 

terminée  à  la  valeur  x  =  i ,  et  nous  Pavons  désignée  par  F^  ;  nous  allons 
maintenant .  nous  occuper.de  l'intégrale  indéfinie  qui  se  présente  dans  un 
assez  grand  nombre  dé  recherches,  et  qui  offre  des  difficultés  particulières 
lorsqu'on  veut  la  déterminer  avec  un  certain  degré  de  précision  pour  de  très 
petites  valeurs  de  œ.  Nous  prendrons  de  là  occasion  de  résoudre ,  tant  par 
des  formules  que  par  des  Tables  suffisamment  étendues ,  le  cas  de  a  =  6  et 

celui  de  ^=79  qui  sont  ceui  des  transcendantes  /  — ,  /  - — r-7  ,  sur  les- 
quelles  plusieurs  géomètres  se  sont  exercés.  .    ,^ 

§  L  Formules  diverses  pour  évaluer  par  approximation  V Intégrale  indéfinie 

iSg.  Nous  représenterons  par  V^a^x)  l'intégrale  indéfinie/^  Aog  i)      , 

prise  depuid  x=o  jusqu'à  une  valeur  quelcouque  de  x;  et  dans  cette  déno^ 
raination  F  (a.    i)  sera  la  inéme  chose  que  l'intégrale  définie  déjà  désirée 

par  Fa. 

Cela  posé^  l'intégration  par  parties  donnera  la  formule  .  i    1 

F(â,  a:)  =  ar(logi)'"V(^— i)F(a-.i,x),  (48) 

d'où  il'suit  que  l'intégi*àle  F  (a, 'a;)' peut  toujours  se  ramener  à  une  intégrale 

semblable  dans  laquelle*(i  est  compris  entre  i  et  s,  ainsi  que  noiièl'avbni 

fait  pour  l'intégrale  définie  Fû.  ♦  .c      'i    .   .  ..; 

•  Otte  même  formule  donnerait  la  valepr  eiactede*  J*(4i^  ^)y  û  41  étaitMin 
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nombre  eutior  j  ainsi  on  aurait  successivement 

r(2,  ar)  =  or  log  ^   -f  «, 

r(5,  x)  =  «(log  j)'4-  a«k)gi  4-  wf  > 

r(4,  ar)  =  a:(log  ^'+  3r(5,  x),  etc. 

Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  des  seuls  cas  où  a  -est  xxa  nombre 
fractionnaire  ou  irrationnel.       . 


t6o*  &>it  lo^  -ssa ,  on  aura  la  traasformée  r(a,  x)  =/ — i^*<fr'(bf 
d'où  résulte  en  développant  l'exponentielle  et  int^ranl  y 

r(tf,  ar)  =  ni  — -  +  ^4r-;  — J.  ^+-^.^3-5  — etc.;  <^) 

OTttefoninde  donne  la  yaleurder(a|^)(>ftr.wie  suite  qui  peut  Atne  âixBC^ 
gente  dans  les  premiers  termes ,  et  d'autant  phis  divergente  qoe  at  est  ipkia 
petit,  nais  qui  finit  ionjours  par  âtre  convergente» 

Cette  suite -est  coovei^ente  dès  les  premiers  ternies,  si  ûe  ,n*est  pas  pins 

petit  que  -  ;  elle  peut  néanmoins  être  employée  avec  succès  pour  des  va* 

leurs  beaucoup  fhis  petites  de  Xy  teHes  que  «  =  -^^  ou  même  Jtt^-fg  f 
mais  alors  il  Ëiudra  calculer  un  assez  grand  nombre  de  termes  de  la  série.. 
Par  exemple,  si  ^  =  o.  i ,  il  faudra  calculer  douae  à  treize  termes  de  la 
série  pour  avoir  la  valeur  de  llnt^îgrale  approchée  jusqu'à  la  cinquième  ou 
la  sixième  dédmale.  On  trouve  de  cette  manière  r(^,  o.  i)=so.o56497* 
A  «ifisnre^iie  x  devient  plus  petk, il  fapdra  prolonger  plu^  Joîn  la  «s^iite 
pour  (d>tenir  un  égal  degré  d'approximation ,  de  sorte  qu'il  oonvient  de 
recourir  à  un  autre  moyen  pour  évaluer  l'intégrale  avec  précUiop  ^  lorsque 
X  est  très  petit,  tel  que  -^^  —s^  etc. 

i6i.  Il  semble  qu'on  pourrait  calculer  l'int^rale  T(a^  x)^  lorsque  or  est 
très  petit ,  au  moyen  de  la  formule  (48)  ^ui  donne  par  des  tran^ormations 
fweessives 

r(a,  x)=zxlzr''  -HC«—  i)z*^*  H- (a—  0 <«— 3)x^'-H «tc.J  {5o} 

Cette  série  étai^  continuée  suffisamment ,  ses  teraaes  deviendront  alterna- 
tivement ponti&  et  négatif,  de  sorte  qu'oa  aura  des  valewf  islteanaliva* 
mentplua  {grandes  M  plus  petites  que  l'intégioale  iriiercbée.  Maïs  p  ç9mm$  la 


«HAmnE  xth/  lot 

suite,  qui  est  d'abord  ooovergenle,  devient  néceBsaiiwmm-iMfcrgCDte  âpièl 
un  oertaia  neiiibm  de  termeSy  il  firodra  s^arrèter  ao  point  <A  \m  difejcgtpce 
commence  y  et  on  n'aura  ainsi  qoiwÊie  approiisMAÎoit  bornée  qui  pourfait 
être  insuffisante. 

Si  on  appelle  P*  le  terme  de  rang^  n  dans  la  formule  (So)  et  P'"^'  le 

terme  suivant ,  on  aura  P**^*  ss p*-  ainsi  la  divergence  commence 

kmqu'éa  »on  nw^  ou  >  tf  *k*^>  ^  ^^^^  ^  ^^^  "^  devra  pa»  étw  pco* 
longëe  plus  loin. 

i6x^  Seit^par  «Ofiiiqpld^tfssi-^JBas-^yQa  aturasasdog  locc^ 

et  a'^zssiS.t.  Ainsi  la  suite  ne  devra  pas  être  prolongée  au-delà  des  S  ot»  ' 
6  premiers  termes.  Eu  effet,  on  a^en  fiiisant  zss  log  loo,     • 

Va'  100/       joo  \  a  *    a. a  a.ar.l        ^^   ^^/^ 

et  par  le  calosl  de  tenues  sooeettîfr,  en  tBOOre 

*""*    =        0.465991 

1-1 
— —  0  •    =31  —  o^ofio594 

^  0.415597 

+  —».*•    =s  +  0..01647& 

I  3  5    -î. 
^  0   '    =  —  o.oo8q46 


0.433930 

+  !',',  I  »'*    =  -4-  0.006799 


a. a. a. a 


0.4:19739 

'•3-«I:5a-^«— O.006644 


a.a.a.a.a 


o.  4^3085 

On  voit  qu^  est  inutile  d^aller  plus  loin  que  le  sixième  terme  ^  puisque  bt 
suite  devient  divergente  à  compter  de  ce  tenue. 

Il  résulte  de  ce  calcuf  que  la  somme  cbercfiée  est  plus  grande  que 
Om^a9c9Sy  et  plus  petite  que  o •  4^97^"  Rnr*uiï m3&u j  eu fityuf cr lar somme 

82^. 
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de  la  suite  =3 0.43640^ 9  et  on  voit  qu'on  ne  peut  bom^lèr  sur  plus  de 
quatre  décimales  exactes  dans  cette  évaluation  ;  il  en  résulte  pour  la  valeur 
de  l'intégrale  cherchée ,  TÇa ,  a:)  ==  o .  004364» 

i65.  Si  en  prenant  toujours  ^  =  -,  on  eût  fait  ar  =  — -,  on  aurait  vu 

d'abord  que  la  suite  ne  doit  être  prolongée  que  jusqu'au  neuvième  terme, 
et  par  le  calcul  effectif  des  termes,  on  aurait  trouvé  que  l'intégrale  cherchée 
est cpmpriscentfê^Xo.3577o8eta:Xo« 357175.  Le miUeaesta?xo; 35744; 
d'où  résulte  l'intégrale  T(a ,  ar)  =  o .  ooo35744- 

Eh  général  la  formule  (3)  donnera  d'autant'  plus  de  précision ,  ique  x  sera 
plus  petit;  mais  cette  précision  ne  s'obtiendra  que  par  le  calcuL.d'un  plus 
grand  nombre  de  term.es,  puisque  pour  tirer  de  la  suite  toute  l'approxima-^ 
tiou  qu'elle  peut  offrir,  il  Faut  la  prolonger  jusqu'à  ce  que  le  nombre  de  ses 

termes  soit  a^z  on  a  + 1<^ -.  "  . 

Si  on  appliquait  la  formule  (3)  au  cas  de  X  =  —  déjà  résolu  par  la  for- 
mule (2),  on  trouverait  que  la  suite  cesse  d'être  convergente  au  quatrième 
terme.  Les  deux  premiers  termes  donnent  r>  jc  x  o  .5i59,  et  les  trois  pre- 
miers donnent  r<<â?X  o«6ogi  ;  il  en  résulte  par  un  milieu,  r;=: 
XX,  0.5025  =  0.06635,  tandis  que  la  vraie  valeur  est  0.056497.  Il  con- 
vient donc  de  préférer  la  formule  (2)  lorsqu'on  voudra  avoir  au  moins  quatre^ 
chiffres  significatif  exacts,  et  que  là  valeur  de  x  ne  sera  pas  plus  petite  que 
0.0 1.  Nous  verrons  ci-^prês, quels  sont  les  moyens  d'obtenir  une  approxi^ 
mation  plus  grande  ou  même  indéfinie. 

164*  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  tacitement  que  x  ne  surpasse  pas  l'u- 
nité 3  mais  on  peut  aussi  demander.  Fin  tégraley!ilrr/-j        pour  une  valeur 

de  X  plus  grande  que  l'unité.  La  partie  comprise  depuis  x=o  jusqu'à  x=:  i, 
est  connue  et  représentée  par  F  (a);  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  l'intégrale 
depuis  xz=  I  jusqu'à  une  valeur  quelconque  àe  x'^  i. 

Remarquons  d'abord  que  dans  tout  cet  intervalle,  /  f-j  étant  négatif,  il 

faudra  mettre  l'intégrale  sous  la  forme  (  —  i)*""yZir(ir)*"*.  Je  fais  abstrac- 
tion du  facteur  ( —  i  )''"'*  qui  peut  être  réel  ou  imaginaire ,  suivant  les  diverses 
valeurs  de  â,  et  je  considère  simplement  l'intégraley^ir  (/j:)"*  que  je  désigne 
par  4/(a>  x),  et  qui  est  supposée  nulle  lorsque  x  =3  i . 

..   Si<m  fait  ix=u,  on  aura  ^se",  et  l'intégrale  dont  il  s'agit  deviendra 


fu^'-'du.e^  s=ytt«^'rfa(i  +w-frîii^4-ptc.);  d'où  Ton  tire  :, 


u«    .     i**+»     .    I      m"-^*.   .      I        M*-^3 


rorinule  où  il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter ,  parce  qu'elle  s'évanouit 
Iprsque ^s?:  K .  ^-  r-.         .    r  ,     ::   •  .   .  .    ,  ';      ..  t 

La  suite  comprise  dans  cette  intégrale  pourra  être  divergente  dans» .  les 
premiers  termes  j  mais  elle  finira  ton  jours  par  être  convergente.  Ainsi  on  en 
tirera  dans  tous  les  ca^  une  valélir  aussi  approchée  qu'on  voudra  de  la 
vraie  intégrale,  et  il  est  visible  que  cette- valeur  déviendra  infiftie  5i..p% 

ftlit  X  =  00.,  ■••  ;    •  ^    ,.  .       î   r—    :      ,  i'i    .       i       ••  .r    ' 

,  i65.  On  peut  encore  mettre  4  (f??  ^)  sous  une-lbtmé  plus  commode.  Soit 
fu!^}du  .  c^:=Pe",  on  aura  w*"'  =P  +  ^;  soit  .ensuite  P=^  — -j-  Aa*^*. 

■ 

+  Bm*."*^*  +  etc. ,  on  trouvera  A  ==  —  -  ■  ■■  ,'  \^  B  =  ^  ,  w  .  >,  etc. :' 
donc 

série  qui  aura,  comme  la  précédente,  là  propriété  de  deveiair  toujours 
convergente ,  mais  qui  aura  de  plus  l'avantage  de  donner  de»  valeurs  alter- 
nativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  Tintégrale  cljerchée;  de  sorte 
que  le  degré  d'approiimàtion  sera  connu  dans  chaque  cas  par  ta  différence. 

de  deux  termes  consécutifs.  '    .  .      '         -^ 

•  •  ••    . 

$  IL  De  V Intégrale  Z  =s  f  — ^  ,  prise  à  compter  ife  x  es  a. 

i66.  Cette,  formule  résulte  de  la  formule  générale- eji  iSùsant  assoisoit 
alors  /i  =  »  ou  xrsier%  on  aura  la  transformée  Z«ssy~-er^>.  —jou'îl 

faudra  prendfe  depuis  i&  ==  00  jusqu'à  zzril"'^  substituant  au  lieu  de  er^  sa 
valeur  développée  et  intégrant,  on  aura 


r.  -:.  -'   -  )  i:^   T 


lia  condition^  pour  déterminer |  la  constante  C^^esÇ  que  Z  s'évanouisse 
lorsque  2  =  oo  ;  mais  les  quantités  infimes  que  cette  supposition  introduit 
ne  permettent  d'en  tirer  aiictm  résultât  et  il  *  ikiit' rppourir  i  d'ainres 
moyens.       .     ■   .,.=  ..,.  .  -1  :..;..    . 


/" 
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167.  G>iisidëronft  fxMur  cet  eifet  Piab^als 

If: 


Jl*-*)' 


prise  de  même  à  compter  de  or  =  o,  nous  aurons  V  =  —  log-  (»-^x)*-»Z, 
et  par  ecrnséquent 

y  =  C+log(^-«  +  £.f-^.?+etc.  (54) 

H  suffit  ^  connattpe  k  valeur  dis  ▼  davs  lui  eas  particulier  piKir  détar^ 
miner  la  constante  C;  or,  si  on  fiiit  jp=s  i  —  oây  cû  ëtant  infiniment  petit, 

on  aura  — : —  =  —  -^=w?  i  »  de  sorte  qu^on  aura  dans  ce  cas  V=C 

Maïs  par  la  formule  de  Part.  IJ9,  on  a  dans  le  même  cas  Yss  C  ;  donc 

C ss  C^  G  étant  le  nombre  cdnau  dan&  la  théorie  des,  fboyations  Tj  dont^ 

la  valeur  calculée  avec  quelques  décimales  de  plus  que  dans  l'article  86 , 

est 

C^ssta.B'jjûii  9136%  ^i^Sii  86o9i  $itaog. 

Çc^a»  po^  ,  la  formule  (53)  fei:^'  connailr%  lliit^prale  Z  par  une  suite  d'autMiit 
pk^  çonveigente  qu^  ^  s^ra^  plu»  prés:  d/a  l'uiiHé  j  lorsqu'on  fait  4:.s^i ,  ^a 
aftsq,  et  par  qensé|K]jaeBJ(  ^  devient  infini}  maia  cet  infini  n'eH  qua  lo-^ 
g^tbiffiquej  car  ^n  fusant  wstp  1  *?r-a»^  a^  éuval.  iiifiaimnt  petit,  oa  a 

Z  =  logi-C+i«. 

i6SrAtWà9MB<^lli9fit  jT  dimmip ,  s^  ou  lo^^*?  aufiiMite  de*  plus  en  plus, 

et  la  suite  contenue  dans  la  formule  (53^,  devient  de  moins  en  moins  con- 
vergente ;  elle  peut  même  devenir  divei^ente  dans  les  .premiers  teripes , 
h>Mqii\in^  tient  détefkniner  fimégcûh  Z  pour  une  très  petite  valeur  dé  x , 
tniia  eBe  .fimt -toii^MiS  pan  êCre  oonveigente  aprèseim  certais  nombre  de 

fermes,  80^ Ç  Jjç, /i;*~  tffcff^  de  lit  suUe,  i?-^^  •.'^'^  Jl  * T^^->  ^  ^' 

le  terme  suivant,  on  aura,  en  générât,  P^^^s^p'^r^  P>  ainsi:  la  convergence 

^e  la  suite  auntteiraa  pliiatatd  dos  qn^oA  am^  ir=z  on  ^z^  Par  exemple , 
si  l'on  a  x  =:  e^'^  =  o .0000454,  ce  qui  donne  z  sss  10,  la  série  ^ra  con- 
vergente, au  dixième  terme,  ou  même.  dés. lé  neuvième,  puisqu^en  faisant 

i^.^d^,o?i  «^çj^=¥ri|7-  Mws  q»  voit  4ft.in^nw  ten»p5,  que.  1%  frandew 
des  termes  qui  précèdent  le  point  de  oonveigence,  et  celle  d'un  asseagt<rtwl 
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Hdoibra  de  iêrmea  Bybtaiia,  peiideot  très  difficile  le  calcvil  par  Ip  forande  (SU) 
de  la  fiuiotioti  Z^  ponr  ruile  valeur  de  ûs  aiMsi  petite  qvtum  Fa  Mppo«ée  ^ 
et  la  difficulté  augmenterait  toujours  à  mesure  que  x  serait  eiqypàêë  piàê 
petit. 

169.  Vùttr  (Otnriéf  a  cet  îtocôinNbiknf ,  dïi  |)OurMit  itài*é  n&dge  àè  la  mé-* 
thode  des  quadratures;  mais  on  peut  aussi,  par  (Fautres  f(H*muIes,  éviter 
ces  calculs  de ^uadf atuté ^  qui  Sont  toujours  très  longs,  sljli'tbUt  dâBi  le 
cas  donc  il  s'agh^  sll'dti  voulait  ôbteuii"  un  éertain  degré  ^'àpprtfiiâiatiofi. 
Et  d'abord  la  fbrmule'(5ô)  dôntié,  poUr  le  dâ^  Aé  a  trio  y 

Zte|^-j4^^^2^4.îî|fiî^^,  (65) 

forqwde  qw  aei:^  d>mt9Ajt  pU^  çpnv^ipyiente  4a^  1^9  prenmr^  i^tmo^ft  ^w  » 
s0ra  piu6^w4*  A'fws  PQXWW^^  pf^\\^ï3^  de^^ette^r»^  .^(^^^u  lu^r 

dent  mulliplîé  par^^i^,  an  #dk  q«e  li  ^^  dèfie^Ara  ^Klpefgeiite  déa 

qu'on  aura  n  — - 1  >z.  Ainsi,  dans  le  cas  de  2=  10,  dont  nous  avons  déjà 
parle,  la  suite  sera  divergent^e  4ès  le  douzième  ierme^ 

Pour  apprécier  le  degré  d'ejLactitude  que  donnerait  la  formule,  dans  le 
cas  dodtit  s'agit^  U  ff^it  ,^|^ft^|^r  i^  dans  nue  w^  \4\\b  iqw  la  pr^^ 
dente,  qui  doit  s'arrêter  aux  termes  à  peu  près  <^ux  T—- T',  la  somme 
^totllle  est  connue,  à  luiie 4^<^ôm  ^^^  4exT^^tiron.  En  général,  soit 
orsre*"*  ou  z=/s,  l'erreur  sur  la   valeur  de  Z  aura  pour  limite  •••  • 

€s=r|  .  i:-:3iilii?:!îîlî X s=  I .  ^  .  tr%  ce  -qui  dotme  en   logarithmes 

vulgaires  log  €  =  —  2fmiiM^  j  kk^  iri^fTr^iti  élimit  le  module  0.434^9 ,  etc* 
Il  s'ensuit  que  la  valeur  de  Z  déduite  de  la  formule  (55)  sera  exacte  jusqu'à  la 
Ab^utti^  àmVmAr^  k^  û  l'oaaf  àtiÈt^am^é^^lH-^^t^n^^  et  fttf  tws^ 

quant  si  —  mn  ou  log  jc  =  —  ^  A:  -|-  ^  Z  — . 

L'appra»ipatè^nj>bteii9iej]ar  }aii>ngi9bj($5)^  douo  de.p|cw  m  plus 
grande,  à  mesure  que  z  est  plus  grand  ou  x  plus  petit;  elle  doùne  neuf 
àmm9^^  flucAea  ^fovac  Ja  ^éîew  f^m^jo^  ou  4^  h4:  0*0000454,  maià  k  met» 
sure  que  x  augmente ,  Tapproximation  diminue  et  deviank  bifiiiil6l  inkiMi^ 
santé,  eomme  on  l'a  va  dans  le  cas  de  x  =5  o«ot  (art.  l!5;i}* 

n  nous  rester  èèDf$fp^^t'^toiéAMiià^^  <ktat  pjqpplication s'étend 

depuis  les  plus  petites  valeurs  de  x  jusqu'à  celles  qui  permettent  d'em-^ 
player  a?ac  i|va»lag«<b!f(mnfule(S(^^^  €e(te4ffûif&ènie  feAUUle,  ppA  s^exprbne 
en  fraction  cwnkàM  ^-eit  ooiMoa  dé)^  ioDg^steâip^r  ^ea  Affalysfeâ;  mtà^ 
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ik  ne  se  sont  point  occupés  d'en  rendre  le  calcul,  facile,  ni  de  fixer  le  degré 
de  précision  dont  elle  est  susceptible,  suivant  le  nombre  de  termes  auquel 
on  veut  s'arrêter. 

§  III.  Expression  de  C  Intégrale  T  (a^x)  en  fraction  ,CQntinue. 

170.  Considérons  çn  général  la  fonction  ZssT  (a,  x)=yz'""dlar,  dans 
laquelle  nous  supposerons  a  positif  et  plus  petit  que  l'unité^  ce  que  l'on 
peut  toujours  obtenir  par  l'application  de  la  formule  (48);  ^intégrale  Z 
étant  prise  à  compter  de  a:=o,  la  quantité  a*"",  où  a-^i  est  négatif, 
sera  plus  grande  pour  la  dernière  valeur  de  x  que-  pour  les.  valeurs  précé- 
dentes, de  sorte  qu'on  aura  toujours  Zisz^^'^T,  T  étant  en  général  uue 
quantité  plus  petite  que  l'unité,  mais  qui  se  réduit  à  l'unité  lorsqu'on 
suppose  X  infiniment  petit.  Si  l'on  différencie  cette  équation  et  qu'on  sub- 
stitue les  valeurs  dL^siT^'^ydx ^  dx=s,  xdZj  on  aura ,  pour  déterminer  T, 
l'équation  différentielle 

qu'il  conviendra  de  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  faisant  z  =s  4, 

C'rfT    ,     (I— a)^+i 


ip3^  -T fj^ ^  fâ  =  o-  (56) 

■ .  •  .  •  ■  • 

I  ij  I .  Considérons  plus  généralement  l'équation  différentielle 

T^  +  -^^T^"+-^C-^fî=^o>  (5?) 

1 

dans  laquelle  Oi-ejtf  sont  des  oQefficiens  constans;  si  l'on  fidt^=s  i  ^k(^', 
on  .aura  la  transformée  •.•.... 

Ç*(AT'-f-iC.-^)-(«  +  e)C  +  (i-<)AÇT'--A'C«T''==o.    ' 

Le  coefficient  k  étant  arbitraire ,  on  peut  faire  Asi^  a  -h  C  ;  alors  divisant  tout 
par  kÇY'^j  on  aura 


.  '1 


puisqu'eu 


\ 
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«jv»  jy  T^        ijv       T^  '^  S         «jv»  — -  "  j 

et  on  aura  en  même  temps  k  =  f  ^ 

172.  Il  suit  de  là  que,  par  des  substitutions  répétées,  on  obtiendra  des 
transformées  successives  en  T',  T'' ,  T^",  etc.,  qui  seront  liées  entre  elles  et 
dont  les  coefficiens  seront  déterminés  par  les  équations  suivantes: 

J,  =   î   +  g'^T'',         a"=  a,  5"=   1  +  ^/ 

~  =  I  +  ^'^ÇT'%       ct'^=  a,  ^'^=  a  +  ^,  etc. 

On  pourra  donc  exprimer  la  fonction  T  par  cette  fraction  continue 

T=i:(i+(«+0:C(i+(i+0Ç:(i+(i+«+C)Ç:(i+(2+9Ç:(i  +  etc.,  (58) 

où  il  faut  remarquer  que  les  déneminateurs  des  fractions  composantes  sont 
tous  égaux  à  l'unité,  et  que  les  numérateurs  forment  la  suite 

(«+0C,  (i+^X,  (i+*  +  €X,  (a  +  €X,  (2  +  a+^X,  etc., 

dont  la  loi  est  telle,  que  les  termes  croissent  alternativement  de  (i  —  ot}Ç 
et  de  ûtÇ. 

Cette  expression  sera  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  (^7),  si  toute- 
fois la  fonction  cherchée  T  doit  se  réduire  à  l'unité  lorsque  {  =  o. 

175.  Cette  condition  étant  remplie  dans  l'équation  proposée  (56),  il  y 
au^a  lieu  de  lui  appliquer  la  formule  (58);*c'est  pourquoi  fSaisant  (tz=z  i  — <*.ii, 
€=0,  on  aura,  pour  Pintégrale  générale  Z=/z*""^,  cette  expression 
en  fraction  CQntinue  : 

Z=a:z— :(i+(i-a)C:(i-K:(i-K2-oX:(i+2C:(i-K5-/iX+etc.,(59) 

OÙ  l'on  voit  que  les  numérateurs  des  fractions  composantes  forment  la  suite 
(i  —  o)Ç,  Ç,  (2  — «)C,  2?",  (5  — «X,  5Ç,  C4--^^Xj  etc.,  dont  les  termes 
croissent  alternativement  de  at,  et  de  (i— «)C. 

§  ly.  Application  à  V Intégrale  T{o y  x). 

i74«.  Maintenant  si  l'on  fait  â  =  p,  on  aura,  pour  le  cas  particulier  de 
l'intégrale.  Z=:  /  — ,  cette  troisième  formule 

T.  II.  85 
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Z=^Ç:(i+^:(i+f:(i+!iÇ:(i+2C-(i+5Ç:(i  +  etc.         (60), 

où  Ton  voit  que  les  numérateurs  Ç,  Ç,  aÇ,  aÇ,  5Ç,  5Ç,  4?^  etc.,  croissent 
alternativement  de  o  et  de  ^. 

Il  n'y  aura  lieu  d'employer  cette  formule  que  pour  de  très  petites 
valeurs  de  x^  qui  laissent  encore  ^  assez  petit  ;  car ,  par  exemple^  pour  la 

valeur  ar=-j  =  o.oi85,  qui  donne  z  =  4  et  Ç=^,  on  pourra  employer 

indifféremment  la  formule  (53),  qui  ne  cesse  pas  d'être  convergente,  ou  la 
formule  (60)  ;  le  choix  de  l'une  ou  de  l'autre  dépend  encore  du  degré  d'ap- 
proximation qu'on  veut  atteindre ,  et  qui  s'obtiendra  plus  fecilement,  tantôt 
par  une  formule,  tantôt  par  l'autre.  Pour  mieux  en  juger,  il  faut  faire  voir 
quelle  est  la  meilleure  manière  de  calculer  des  fractions  continues  telles  que 
la  formule  (60),  dans  laquelle  les  numérateurs  augmentent  à  l'infini,  tandis 
que  les  dénominateurs  restent  ^aux  à  l'unité. 

po         p         p' 

lyS.  Soient  ^,  g,  ^  ^  ^^  fractions  consécutives  qui  résultent  du 
calcul  de  la  fraction  continue,  exécuté  suivant  les  règles  ordinaires  en  s'ar- 
rêtant  à  la  fraction  composante  -;  on  aura,  d'après  la  loi  connue, 

FrsP+^po,    Q'=Q+;tQ«;    de  là  FQ— PQ'=A<P*Q~PQ^) , 
ou 

p  po 

Supposons  la  différence  g — -^  positive  =::R^;  on  voit  que  la  différence 

P'        P 
sninmte  qt  —  5  sera  négative  j  en  l'appelant  — R ,  on  aura 

R  =  -^  .  R**. 

P' 
On  parviendra  donc  à  la  valeur  ^ ,  en  calculant  par  cette  formule  une 

suite  de  différences  r,  r',  /^^  • .  •  ^  R"*»  R»  q^^  à  partir  du  premier  ternie  A 
de  la  série ,  s'appliqueront  alternativement  en  plus  et  en  moins  au  résultat 
de  tous  les  termes  précédens  ;  d'où  l'on  conclura 

Les  signes  des  différences  seront  toujours  alternatifs ,  tant  que  les  indices 
lA  seront  positi&,  comme  dans  le  cas  proposé.  On  obtiendra  donc  ainsi  des 
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résultats  alternativement  plus  grands  et  plus  petits  que  la  valeur  totale 
que  l'on  cherche  y  ce  qui  donnera  à  chaque  instant  une  mesure  du  degré 
d'approiimation  auquel  on  est  parvenu.  Lorsqu'il  ne  manquera  plus  qu'une 
ou  deux  décimales  pour  obtenir  le  degré  désiré ,  on  pourra  s'arrêter  à  la 
dernière  différence  calculée  R  ^  et  suppléer  aux  dîfiérenoes  suivantes  R', 
R'',  etc.  y  en  considérant  la  suite  R%  R,  R',  R''  comme  une  progression 
géométrique j   dans  cette  hypothèse ,  faisant  R=sfltR%   on    aura. 

R—R'-J-  R"—  etc.=r  R(i  —  «6  +  «•  —  etc.)  =  — ^^  j  ainsi ,  au  lieu  de  la 

R 
différence  R ,  on  prendra      ,  ■   .  Pour  plus  d'exactitude,  op  pourrait  avoir  re- 
cours aux  trois  derniers  termes  R**,  R*,  R,  et  faisant  R'=a'R**,  R=saR% 
on  supposerait  par  ana]<^e  R's=â&^R,  et  Ton  déduirait  le  rapport  et^  des 

deux  rapports  connus  a%  a  y  par  l'équation  log  a'sssa  log  «  ^log  o^j  €D« 

R 
suite,  au  lieu  de  R,  on  prendrait      ,    ,. 

1 76.  Pour  calculer  facilement  les  différences  R  et  éviter  en  même  temps 
l'embarras  des  grands  nombres  auxquels  conduirait  nécessairement,  dans  ces 
opérations ,  l'accroissement  rapide  des  indices  fc ,  voici  comment  il  faudra 
procéder. 

Soit  la  fraction  proposée Z=X:(i  +  /A*(i+f^i:(i+f^ft«(^+A^*(^"H^^«> 
les  premiers  termes ,  calculés  à  la  manière  ordinaire ,  sont  : 

et  la  série  formée  par  la  diffiérence  des  termes  consécati&  commœce  ainsî  : 

Z  =  - ÎCL -i- -___^5^_>__  —  etc. 


Pour  la  oontinaer  indëfinimBnt,  on  prendra  des  auxiliaires  4,  A,  Ad  A^, 
fi,,  A,,  etc.,  d'aprè»  la  bi  suivante,  qui  comprend  celle  des  différeness 
R,R,,  R„etc., 

ô   =  /u,  A  =  ^j,       R  =  XÔA, 

ûi  ^  /*i^>      ^1  =  ^  I  ^  >     Ri  ^  R^Aij 

fis  =  H^M7      ^s  =  Tjjps^^      ^*  ^^  ^AÀêf 

etc.  etc.  etc. 

85.. 
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Cela  posé,  la  valeur  de  Z  se  calculera  par  la  suite 

Z  =  X  —  R  +  R,  —  R,  +  R,  —  R^  -{-  etc., 

qu'on  proloQgera  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  le  degré  d'exactitude  désiré.' 

177.  Ces  calculs^  comme  on  voit,  sont  très  faciles  à  faire  par  logarithmes; 
toute  prolixité  et  toutes  opérations  inutiles  en  sont  écartées;  il  suffira  de 
calculer  les  termes  X,  R,  R.,  R«,  etc.,  avec  une  décimale  de  plus  qu'où 
n'en  veut  avoir  dans  le  résultat,  et  l'on  prolongera  la  suite  des  différences 
jusqu'à  ce  qu'elles  appartiennent  à  l'ordre  de  décimales  qu'on  peut  négliger, 
ou  seulement  jusqu'à  ce  qu'elles  approchent  de  cet  ordre  ^  puisqu'on  peut 
tenir  compte  des  termes  suivans  par  le  moyen  que  nous  avons  indiqué. 

Il  est  bon  d'observer,  au  sujet  de  ces  calculs  logarithmiques,  que  pour 

déduire  chaque  A  du  0  correspondant,  par  l'équation  -  e=  i  -f-  d,  on  pourra 

faire  usage  des  formules  souvent  mentionnées  log  6  =  log  azb^f,  d'^=<-^— » 

logD=log(arf')±iûP,  d'où  résulte  log(i+fl),  ou  —  log  A=log(i-f-a)=tD. 
On  prend  pour  a  le  nombre  de  la  table  dont  le  logarithme  approche  le  plus 
de  log  0  ;  il  suffit  que  a  ait  au  moins  le  tiers  du  nombre  de  chiffres  significatifs 
avec  lesquels  R  doit  être  déterminé;  mais  il  faut  que  log(i  +à)  soit  aussi 
donné  dans  la  table  immédiatement  et  sans  interpolation. 

178.  Comme  on  a  en  général  R»  =  R,_, •       *>  ,  il  est  évident  que  les 

différences  R,  Ri>  Ra>  etc.,  vont  continuellement  en  diminuant,  dès  le  com- 
mencement de  la  série,  ce  qui  est  une  suite  de  ce  que  les  indices  fc  sont 
supposés  tous  positifs;  ainsi  à  mesure  que  la  suite  des  différences  est  pro' 
longée,  l'approximation  augmente  de  plus  en  plus,  pourvu  que  les  différens 
termes,  à  compter  du  premier  X^  soient  calculés  jusqu'au  nombre  de  déci- 
males qu'on  veut  obtenir  dans  le  résultat,  ou  même  au-delà,  pour  obvier  à 
l'accumulation  des  erreurs. 

La  formule  (60)  est  donc  propre  à  déterminer  l'intégrale  Z  pour  de  très 
petites  valeurs  de  x,  sans  être  sujette  aux  inconvéniens  que  présentent  les 
formules  (53)  et  (55),  la  première  en  ofirant  des  termes  divergens  dés  le 
commencement  d^^la  série, et  fort  grands  par  rapport  au  résultat  cherché;  la 
seconde,  en  amenant  assez  promptement  une  divergence  qui  limite  beau- 
coup l'approximation  et  la  rend  souvent  insuffisante.  Cette  formule,  cepen- 
dant, est  loin  de  conserver  son  avantage,  lorsqu'on  l'applique  à  des  valeurs 
de  X  qui  passent  une  certaine  Umite  ;  car  sa  marche  se  ralentit  de  plus  ea 
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plus,  à  mesure  qxxex  augmeale,  et  la  formule  (53)  devient  fort  préférable, 
surtout  si  Ton  a  besoin  d'une  grande  approximation. 

1 79.  Pour  mieux  apprécier  la  formule  (60) ,  essayons  de  déterminer  com- 
J>ien  il  faudra  calculer  de  termes  de  cette  formule,  afin  d'obtenir  la  valeur  de 

-z,  avec  un  nombre  i  de  décimales,  ou  de  manière  que  l'erreur  soit  moindre 

que  io~*. 

On  remarquera  d'abord  que  le  »'*"•  des  numérateurs  ^,  Ç,  2Ç,  aÇ",  3^, 
3Ç,  etc.,  peut  être  représenté  par  iÇ (/»  +  sin* ^ /îtt)  ;  or  on  a  fl»  =  /^,A,_,, 
ou  9,(1  +fl,«,)=r/tt,;  donc  9.(i+fl^,)=ïÇ(/î4-sin*i7ï^).  De  là  on  voit 

que  6.  a  pour  limite  (sÇ/})?,  et  qu'ainsi  lorsque  n  devient  un  peu  grand,  on 
peut  supposer  9,  =  \/(jÇn). 

Soit  log  R.=  13,,  réquation  R.=  R.-,fi.X.  donnera  U.  =  U.«,  +  /  ~j^ 
=:U,«,  —  j-=5U,_i—  \/(rr-ji  d'o^  l'^'^  déduit  la  valeur  approchée 

U,  =  cbnst.  —  2  \/(tj^  • 

Ainsi,  à  mesure  que  n  augmente,  le  logarithme  hyp.  de  R.  approche  de 
plus  en  plus  de  la  limite:  const.  —  a  t/rAj,   et  son  logarithme  vulgaire, 

de  la  limite  :  const.  —  2m  \/\jy)'  Si  l'on  veut  donc  que  cette  limite  soit 

—  ij  on  aura  2m  \/(tj)  =  const.  +  «>  ou  à  peu  près  n  =  ^M*Çi*,  M  étant 

le  nombre  2 .  SoaS ,  etc.  On  voit  par  conséquent  que  le  nombre  n  augmente 
en  raison  du  nombre  ^,  et  aussi  en  raison  du  carré  du  nombre  de  décimales 
qu'on  veut  obtenir. 

Soit,  par  exemple,  a:  =  o.oi ,  ce  qui  donne  z=/ 100=  aM,  Ç  ='-^;  on 

aura  à  peu  près  11  =  75 M/*;  ^®°®  ^®  même  cas,  arÇ  =  — =:o«ooai7;  donc 

si  l'on  veut  que  Z  soit  déterminé  avec  dix  décimales  exactes ,  il  fiiudra  faire 
i=8,cequi  donnera  ;»=  4M  =  9. a;  donc  il  suffira  de  9  à  10  termes  de  la 
série  des  R,  pour  obtenir  ce  degré  d'exactitude.  Si  l'on  veut  vingt  décimales 
exactes,  il  faudra  faire  /  =  18^  ce  qui  donnera  /s=46«5;  ainsi  la  série  des 
R  devrait  être  prolongée  jusqu'à  46  ou  47  termes. 

Si  l'on  fait  ^=o.  i ,  Ç  sera  égal  à  m  et  l'on  aura  /»=:  ^Mi*j  dans  ce  même 
cas,  arÇ  =  o«o434;  donc,  si  l'on  veut  déterminer  Z  avec  dix  décimales 
exactes,  il  faudra  faire  1=9,  et  l'on  aura  /i=aa,  c'est-à-dire  qu'il  &udra 


5 14  INTÉGRALES  EULÉRIENNES , 

calculer  sa  on  a3  termes  de  la  série,  et  pour  l'aToir  avec  vingt  décimales, 
il  en  faudrait  calculer  plus  de  loo.  La  formule  (53)  exigerait  aussi  environ 
22  termes  dans  le  premier  cas,  et  seulement  Ss  dans  le  second.  Nou^  ajoute- 
rons qu'A  égal  nombre  de  termes,  l'usage  de  la  formule  (53)  est  préférable , 
parce  que  chaque  terme  se  déduit  très  simplement  du  précédent. 

i8o.  Pour  faciliter  le  calcul  des  fonctions  Z,  dans  tous  les  cas  où  x  n'est 
pas  très  petit,  nous  joignons  ici  une  table  des  valeurs  de  la  fonction  Y,  cal- 
culée pour  toutes  les  valeurs  de  x,  de  centième  en  centième,  depuis 
xssit.oo  jusqu'à  x=zo.  Il  nous  aurait  été  également  facile  de  donner  la 
table  des  fonctions  Z,  puisque  la  somme  de  ces  deux  fonctions  est  égale  à  la 
quantité*—  /(i  — -x),  donnée  immédiatement  dans  la  table  des  logarilfames 
hyperboliques.  Mais  l'interpolation  pour  les  valeurs  de  X  peu  différentes  de 
l'unité  serait  d'un  calcul  difficile  et  peu  exact  dans  la  table  des  fonctions  Z, 
tandis  qu'elle  est  très  facile  dans  la  table  des  fonctions  Y.  D'aiUeurs,  con- 
naissant Y,  on  a  immédiatement[Z=/r— —  J  — Y. 

Le  calcul  de  la  table  des  fonctions  Y  a  été  fait  par  la  formule  (54)  ou  par 
une  formule  équivalente,  depuis  a:=i.oo  jusqu'à  x=o.8o.  Pour  les 
valeurs  suivantes,  depuis  ar=o.8o  jusqu'à  a:  =  o.o6,  nous  avons  préféré 
d'em{^yer  la  méthode  des  ordonnées  moyennes,  corrigée  pour  les  demièrçs 
valeurs  de  or,  comme  on  l'a  expliqué  (art.  8 18).  Enfin  les  cinq  derniers  termes, 
à  compter  de  xs=:o.o5y  ont  été  calculés  par  la  formule  (6o),  qui  donne  la 
valeur  de  Z ,  d'où  l'on  tire  celle^de  Y. 

i8i.  L'interpolation  de  la  table  des  fonctions  Y  se  fera  à  Fordiiiaire.  par 
la  série  des  diffëreoces ,  tant  que  x  ne  sera  pas  plus  petit  que  o .  i  o  ;  il  devien- 
dra seulement  nécessaire  d'avoir  égard  aux  différences  du  cinquième,  oo 
même  du  sixième  ordre,  lorsque  x  approchera  de  cette  limite,  et  dans  ce 
cas,  ii  conviendrait  d'employer  la  série  des  différences  dans  l'ordre  de  x 
croissant. 

L'interpolation  peut  aussi  se  faire  en  général,  par  une  formule  dont  l'ap- 
plication s'étend  jusqu'à  des  valeurs  assez  petites  de  x. 

Soit  a  le  nombre  de  la  table  qui  approche  le  plus  de  la  valeur  donnée 
x=ui — et;  on  connaît  la  valeur  oorrespondapte  de  Y(tf),  et  par  conséquent 
celle  de  Z(a)  j  il  ne  s'agit  donc  que  d'avoir  la  différence  j's=Z(a)—Z(ii'<«-<i). 

Pour  cela  soit  xiss^ê^,  ce  qui  donne  Z  =5y"-^  —  ;  soit  ensuite  a  =  c-*, 
a  —  «=  e— *— ^,  ou  isszl - ,  € ss  ^- ;  soit  enfin  z  ss & -f» #,  on  aura 
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intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  û»=:o  jusqu'à  û)z=lC.  Le  premier  terme 
^fer-^dcù  donne  f  (i  ""  ^^>  ^^  "  5  ^s  autres  étant  intégrés  successivement 


par  le  développement  de  er^ ,  on  en  tire 

+  P"V3~4  +  â'"?~ï^'^"*"     V  (61) 

^  F  G  ~  6 + ^^^0  ~  ^^• 

Cette  formule  pourra  s'appliquer  depuis  xssa  i  jusqu'à  a?  ss  o.o5  ;  mais  au- 
dessous  de  cette  limite,  il  sera  plus  simple  de  calculer  directement  la  fonc- 
tion Z  par  la  formule  (60). 

i8a.  L'usage  de  la  Table  est  borné  à  la  valeur  x  =  i ,  qui  rend  la  fonc- 
tion Z  inânie;  passé  a?  =  1 ,  la  fonction  Z  redevient  finie  ;  elle  diminue 
progressivement  jusqu'à  la  valeur  J?=  i  .45157 ,  où  elle  est  nulle  ;  ensuite  x 
continuant  à  augmenter ,  la  valeur  de  Z  devient  négative  et  augmente  jus- 
qu'à l'infini.  D'ailleurs  depuis  ^  =  i  jusqu'à  a:  s=s  oo  ^  cette  fonction  se  dé- 
terminera avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra ,  par  la  formule  (55) , 
où  il  fiiudra  changer  le  signe  de  z  (excepté'dans  le  terme  Zs),  et  (aire  z=logar, 
ce  qui  donnera  * 

^===  —  ^  —  '^  —  ^— iT  —  OT— IX4-Î~  ^*''- 

Imaginons  une  courbe  dont  l'ordonnée  pour  chaque  abscisse  x  soit  égale 
à  la  fonction  Z;  Faire  de  cette  courbe  sera 

/Zdx=  xZ  —  C—  =  xZ  —  Z(ar*), 


en  désignant  par  Z(j^)  ce  que  devient  la  fonction  Z  ou  ZJ(x)  y  lorsqu'au  lieu 
de  X  on  met  x^.  Si  dans  cette  équation  on  fait  x^ss  i«*c»,  m  étant  infini- 
ment petit,  on  aura  x^^ssz  1  — a«,  Z(jp)=— C— ici,  Z(ar*)=— C— /(a»). 
Donc ,  /Zdx=:  h  ;  ainsi  quoique  l'ordonnée  Z  soit  infinie  lorsque  or  =11 , 
l'aire  de  la  courbe  pour  cette  même  abscisse ,  n'en  est  pas  moins  égale  à  la 
quantité  finie  h. 
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NTÉGRALES  EULÉRIENNES, 

TABLE  des  valeur,  de  Vlnlégrale  V=  /"/^^--^V 

» 

lut.  V. 

Diir.  I. 

II. 

III. 

"858 
8,4 
892 

P 

986 
.o5. 

V. 

18 
'1 
«9 
'9 

o.5o 

Int.  V. 

D1£F.  1. 

II. 

III. 

333i 
3.ffi3 
36o3 

Si 

II 

IV. 

125 
,32 

140 

'i6i 

-;& 

Itl 

«■94 

0.93 

D.9Î 

0.91 
o.go 

.55,ai  56649 
.5,211   .4843 
.56,19  88861 
.5621,  „S45 
.55,14  80921 
ï. 55210  9,197 

5oo  4180G 
5oi  25982 
5o2  iioiG 

502  96924 

503  83,24 

504  71433 

85908 

E 

o.3i44,  6,3,3 

0.29768  23531 
0.29205  03902 
0.28640  08436 

558  123,5 

559  ,8a 12 
56,  ^,255 

563  ,9629 

564  95466 
œé  ,4906 

1  6583, 
1  6904a 
,  ,23,4 
,   ,583, 

;  & 

1.54,06  25,64 

D.sS  .6o|î 
D.53i86  ,5836 
0.52678  44096 

505  600,0 

506  49654 

507  4o2o4 

5o(>  24283 

89584 

go55o 
9,536 
92543 
93571 

20 

23 
22 

0^43 

0^41 
0.40 

Q. 28073  33530 
o.2"5<.i  75433 
0.26934  3o235 
o.2636i  93858 

0.25787  B2044 

568  58og, 
5,0  45198 
5,2  3635, 
5,4  318,4 
5,6  3i,oa 

,  8,,o, 
,  9''79 

;  04544 

Q.85 

0.52l6q    iq8l3 

0.51659  o"i<)59 
o.5ii4,  89Ï8! 
o.5o635  8i3i2 
0.50122  ,635i 

5^3  liÀ\ 
5i4  02§73 

5.5  01932 

5.6  02,6, 
5i,  o35go 
5i8  06245 
519  ,oi55 

94622 
|695 
96790 

9;9'' 

99°% 

il 

,226 

1285 
i3i6 

22 

2? 
23 

3o 

3i 
33 

l'a 

0.35 

0.2521 I     30342 
0.24632    94096 
0.24052    48428 

5,8  36246 
58o  45668 
582  6oao5 
584  801.1 
58,  o5663 

IIÏÏÛ 

2  3,4g5 

5369 

ag, 

323 

35j 

o.Sa 
o.Si 
..80 

0.48060  65,05 
0.47542  59560 

0022g 

1  03910 
1  05195 

lii 

0.32 

o.3> 
o.3o 

0.22298    02449 
0.21708    63291 
0.2.1.6    90373 
0.20522    71078 
0.19926    00410 

589  37'58 
5g.   74gi8 

^•■^ 
5g9  29453 

2  58,85 

661, 

^^ 
7866 

8368 

1 

54f 

Î!  4^503  3?o| 

°!45«9  fc46: 
0.4493G  43500 

520  ,535o 

521  21861 

SI  Wfi 
■524  4961, 

1  o6S,i 
107860 

r^5g6 

1   I6600 
1    182^8 
1    iggSo 

I5: 

E492 

33 

33 
3t 

::1 
1:11 

o.a5 

0. 18120  o373o 

0... 5.248674 
0. 16902  ooiGo 

60.  96,04 
604  ,..a3 
607  55o56 
610  485i4 
6i3  5a.68 

2  ,50,9 

2  83933 

314599 
3  263S5 
3  39,11 
3  52902 
3  6,900 

3  8g,9 

89.4 

9526 

12726 
■  3791 

iS 

611 
6,1 

•S. 

,586 
,84a 
^T? 

a54i 

3023 

3655 

,o5( 
9154 

..,4 
..,3 

0.71 

0.43359  5683c) 
0.42831  663gy 
0.42302  5926- 

525  61,24 

526  ,5320 
52,  90441 

529  o,i3i 

530  »S429 

.555 

i6of 
ifiSa 
,697 

44 

3o 

5i 
53 
61 

0.24 
0.23 

o.ao 

0.16288  47999. 

0.15671  81225 
o.i5o5i  88073 
0.14428  558io 
o.i3éoi  70645 

616  6676, 
619  93. 5ï 
623  32263 
6a6  85.65 
63o  53o65 

::^ 

0.65 
0.64 
D.63 
».6î 
0.61 
o.Go 

0.41,72  33838 
0.J1240  8845n 
0.40708  21433 

0.39639  i54i5 

O.3Q102    7278^ 

0.3S565  1,1-i- 
0.3800.5  q8,g; 
0.3,486  6346ê 
o.3é9./,3  53.7£ 

53 G  42629 

537  71556 
53o  02435 

540  35327 

541  70292 

543  0,393 

■  744 

0.18 
0.1, 
o.,6 
o.,5 

0.13171   17580 
0. 12536  80236 
0.11898  40648 
b, 112^5  79009 
0.10608  7336^ 

33^  3058! 
642  6.63, 

64,  05645 

65.  ,4.4, 

4  44006 

4  685o2 
J  96.20 

19807 
51955 

31173 

35642 
4i2o5 

,8263 

4.i? 

1  ffl 

1  37101 
1  39305 

20,3 

60 
63 
68 

m 

f, 

l 

0..4 
o.i3 

0.11 

0.10 
°^ 

».o6 
0.0, 

oioS 

0.09956  99217 
o.a<)3oo  29030 
0.O8638  3i6go 
0.07970  7i4g5 
0.07197^7260 
0.06616  90722 
0.0592984^64 
0.O5234  58839 
0.04530  8730'! 
o.o38i7  38853 

656  ,0167 
661  9,360 
66,  60.95 
6,3  64235 
680  .6538 

5  i,i.,3 

5  62635 

6  04040 
6  523o3 
,  09,20 

0.55 

0.3G400  8578. 
0. 35856  3908. 
0.35310  5o8i 
0.34,63  1861 
0.34214  4006 

544  46698 

545  882^5 
54,  32,90 
54s  ,8546 

55a  .,399 

,  .6347 
1  48853 
1  51443 

2590 
2679 

687  a6a58 
695  o56a5 
7i3  ,.538 

,.3  48448 

,24  ,3g32 

9  ,6^,0 

86546 

..54 
0.53 

0.52 

0. 33664  "66( 
0.33112  3382 
0.325%  0086 
0.32004  iioo 
».3,«,  6,3, 

55 1  78842 

553  32964 

554  8<pg 
556  49628 
558  7i3,5 

1   568g; 
1  59769 

;  tà% 

2773 

H 
3978 

309Q 

320b 

•  0, 
lia 
ii( 

0.04 
0.0; 

0.0,599  ,to9 
0.00822  05921 

,38  .ogM 
,54  ,9040 
2„  êçoot 
822  0592 
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§  V.  application  à  T Intégrale  V{\ ,  x). 

i85.  Nous  avons  traite  fort  au  long  des  diflfërens  moyens  d'ëvaluer  la  fonc- 
tion r(a,  x)  dans  le  cas  de  az=:o.  Occupons-nous  maintenant  du  cas  a=f, 

qui  est  celui  de  l'intégrale  Z=yi/j:r/-j""»"* 

Faisant  à  Fordinaire  l^s:zz.  ou  x=:er*.  on  aura  sous  une  autre  forme 
Z  =/*— a     ^dzer^y  d'où  l'on  tire,  en  développant  a^*  et  int^rant, 

Z=Ti-..i{r-\+'-.%-±-,.t+^.t-^o.)     (6,) 

On  sait  d'ailleurs  que  Tj  =  v/^,  ainsi  ëtant  donne  x  et  en  même  temps 

z  =  /  - ,  on  connaîtra  l'intëgrale  Z  par  une  série  d'autant  plus  convergente, 

que  z  sera  plus  petit,  c'est-à-dire  que  x  approchera  plus  de  l'unité. 

A  mesure  que  x  deviendra  plus  petit,  la  série  sera  de  moins  en  moins 
convei^ente;  elle  deviendra  même  divei^ente  dans  les  premiers  termes,  dès 
qu'on  aura  z^3,  ou  .r  <<e'"'<<o«o5.  Dans  ce  cas  et  dans  ceux  où  xest 
encore  beaucoup  plus  petit,  la  série,  qui  est  divergente  dans  les  premiers 
termes  9  finit  toujours  par  être  convei^ente,  et  même  plus  que  toute  progres- 
sion géométrique^décroissante.  Mais,  comme  il  &udrait  calculer  un  nombre 
de  termes  assez  grand  pour  arriver  au  point  de  convergence  (qu'on  peut  tou» 
jours  déterminer  à  priori) ,  et  que  ces  termes  ayant  une  valeur  absolue  beau- 
coup plus  grande  que  le  résultat  qui  doit  provenir  de  la  série  totale,  il  de-^ 
viendrait  nécessaire  de  calculer  chacun  d'eux  avec  beaucoup  de  précision, 
puisque  la  plus  grande  partie  de  leur  valeur  doit  être  détruite;  on  voit  par 
toutes  ces  raisons  qu'il  vaudra  presque  toujours  mieux,  dans  le  cas  de  x 
très  petit,  appliquer  la  formule  générale  (58). 

id4*  Faisant  donc  a  =  f,  et  ^  =  — ,  on  aura  la  formule 

Z==xz-^-(i  +  Ç:(i+2f:(i4-3Ç:(i-f-4Ç:(ï-4-eic.,     (65) 

où  l'on  doit  remarquer  que  les  numérateurs  crobsent  continuellement  de  Ç^ 
tandis  que  les  dénominateurs  sodt  tous  égaux  à  l'unité. 

Le  calcul  de  cette  formule  devra  se  faire  comme  nous  l'avons  explique  ci- 
dessus  art.  176.  Pour  en  donner  un  exemple,  soit  ar  =  o.oi ,  on  aura  zs=s 

log  100=  aM,   Ç=  — =^/?i  =  o.  10867  ^^^  ^*^*î  <l'après  ces  valeurs,  il 

faut  calculer  successivement  les  quantités  X^  R,  Ri,  R»,  etc.,  par  les  formules 
T.  TI>  84 
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de  Tarticle  cite,  savoir, 

etc. 


A.* 

A8   = 


I 

I 


1  «n 


I 


etc. 


X  =  orz     '  , 
R   =  XOa, 

R,  =  Rfl,A| , 

R*  =  Rifl»^> 

Rs  =  RA^à  y 
etc. 


Yoici  les  logarithmes  de  ces  quantités ,  calculés  à  dix  décimales ,  avec  les 
valeurs  qui  en  résultent  progressivement  pour  la  fonction 
ZifeX— R-hR,*-R.+R3  — etc. 

9 9.03572  4^199  8 

A.  • .  •  9.95523  54600  o 

9. 9- ^9*98  97756  4 

A(.  ...  9.9(2231  2449S  6 

0. 9.43515  80242  8 

Aft. ...  9.89538  68449  ^ 


X. . .  7.66837  71578  2 
•X*..  8.99095  97799  8 


R...  6.65933  69378  o 

9}^,...  9.21430  22252  2 


Ri...  5.87363  91630  a 
'*\i>««  9.33054  46692  o 


Rft.  ^.  5.20418  4o322  2 

^3...  ^.4o563  63390  5 


Rs. . .  4*60982  03912  7 
I4A4...  9.45956  836o8  9. 


R4. . .  4*06938  87521  6 

$|A5.  ..   9.50081   73435  3 

R5. . •  3.57020  60956  9 
86>«. . .  9.53373  33o2o  I 

Re* . .  3.10393  93977 

flrAy...  9.56081  38838 


».  '  '• 


R7...  2.66475  328x5 
.  ^t^«**  9.5836i  499 


R«...  2.24836  837 
^s^^*'-  O'-âoSiô  45 


63. 
A,. 

. . .  9.53317  ii562  2 
. ..  9.87246  52028  3 

H- 

. ..  9.60715  95271  5 
. ..  9.85240  88337  4 

fis. 

>5. 

. . .  9.66628  44^4^  4 
. ..  9.83453  29393  9 

06. 
A«. 

. . .  9.71535  52993  7 
. ..  9.81837  80026  4 

9,.. 

/. .  9.757T9  23096 
. . .  9.80362  15742 

Og. . 

...  9.79358  840 

....9.79002  659 

9^. 

. . .  9.82575  09 
•  •  9-7774»  36 

I 


X  = 

Rt . .  • 

0.00 

■   +_ 

• 

•  + 

• 

m 

•  + 

• 

•  etc.  - 

465  99060  » 
45  639086 

X.\|..  •  • 

420  3Si5i  6 
7  47548  » 

xVi.t  •  • 

427  82699  7 
I  60023  6 

Rs*.  *  * 

426  22676  I 
40721  3 

Ri. . . 

63397  3 
11732  4 

Rs... . 

5i664  9 
3717  I 

Rs*.  •  • 

55382  0 

1970  4 

R7. .  . 

541 II  6 

46a  t 

Rg«. .  • 

54573  7 
177  a 

R3.  .. 
R,o  — 

54396  5 
71  0 
-     20  8 

R9.  • .   i»8Si63  28 

z  =  0.00426  54447 

i85.  Pour  faciliter  le  calcul  des  fonclions  Z,y  nous  avons  construit  la  table 
ci-]omte,  ou  1  on  remarque  deux  parties  distinctes. 
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Dans  la  première,  la  fonction  Z  est  calculée  avec  ses  différences  successives, 

pour  toutes  les  valeurs  de  t=s  O"*/ '  ^^  centième  ei;i  centième,  depuis  t^o 

jusqu'à  tz=:o.5o.  Ces  limites  répondent  aux  valeurs  a:=  i ,  a:=o.7788  etc.; 
ainsi  la  première  partie  de  la  table  servira  à  calculer  la  fonction  Z  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ces  limites;  car  d'ailleurs  x  étant 

donné  on  connaît  t  =  M-)'.  Cette  première  partie  a  été  calculée  par  la  for- 
mule (63). 

Dans  la  seconde  partie  on  trouve  la  fonction  Z  calculée  pour  toutes  les 
valeurs  de  x^  de  centième  en  centième,  depuis  oh^bcSo  jusqu'à  x  =  o.oo; 
cette  partie  a  été  construite  par  la  méthode  des  'ordonnées  moyennes^  ex- 
cepté jes  cinq  ou  ^ix  derniers  termes,  qui  ont  été  calculés  directement  par 
la  formule  (63),  dont  ngus  avons  donné  un  exemple. 

186.  Si  l'on  compare  les  derniers  nombres  de  la  première  partie  de  la 
table ,  avec  les  premiers  de  la  seconde  partie  ^  lesquels  répondent  à  peu  près 
aux  mêmes  valeurs  de  ,r ,  on  verra  qu'en  supposant  m^e  ^aux  les  inter- 
valles ,  qui  sont  moindres  dans  la  première  partie  que  dans  la  seconde ,  il  y 
aurait  un  avantage  marqué  à  se  servir,  pour  l'interpolation,  des  nombres  de 
la  première  partie ,  attendu  que  les  différences  successives  diminuent  bien 
plus  rapidement  dans  ces  nombres  que  dans  ceux  de  la  seconde  partie. 

En  général ,  quand  on  veut  construire  la  table  des  valeurs  d'une  fonction , 
il  importe  de  choisir  convenablement  Vargument  de  cette  table,  c^est<-à-dire 
la  variable  par  laquelle  la  fonction  doit  être  déterminée ,  pour  que  les  diffé- 
rences décroissent  de  la  manière  la  plus  prompte ,  et  qu'elles  rendait  ainsi 
l'interpolaticHi  plus  facile.  Car,  en  substituant  une  variable  à  une  autre,  la 
marche  des  différences  n'étant  plus  la  même,  on  doit  préfârer  celle  qui  sera  ' 
la  plus  favorable  aux  interpolations. 
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022  INTÉGRALES  EULÉRIE3HNES , 

187.  Ainsi  étant  proposée  la  fonction  Z  z=zfdx  M-)""  *>  si  Ton  fait 

r/-y=i,  ou  ^  =  e—^*,  cette  fonction  sera  aussi  exprimée  par  la  formule 

Z  =  v/'TT  —  ^fe^^^dt ,  oii  l'intégrale  doit  être  prise  à  compter  de  £  =  o;  on 
a  donc  le  choix  entre  les  deux  expressions,  l'une  par  la  variable  x^  l'autre 
par  la  variable  / . 

La  première  partie  de  notre  table  a  été  calculée,  selon  la  seconde  expres- 
sion, pour  toutes  les  valeurs  de  <,  de  centième  en  centième,  depuis  <=o 
jusqu'à  <=:o.5o.  On  l'aurait  pu  continuer  jusqu'à  une  valeur  plus  grande 
de  ^,par  exemple,  jusqu^à  ^=5,  comme  l'a  fait  M.  Kramp,  dans  une  table 
de  l'intégrale /^*'*£i/,  placée  à  la  fin  de  son  Analyse  des  réfractions»  Quant 
à  l'intervalle  depuis  f=3  jusqu'à  £  =  00  ,  il  parait  immense,  cependant  il 
n'embrasse ,  par  rapport  à  la  variable  x ,  que  le  petit  espace  depuis  x  =  o 
jusqu'à  ;r  =  e— 9=o.ooof:^  Sir^  etc.;  on  y  suppléera  aisément  en  calculant 
directement,  dans  chaque  cas  particulier,  la  fonction  Z  par  la  formule  (65). 

i88.  Étant  connue  parla  table  la  fonction  Z=:A ,  qui  répond  à  la  variable 
x=:a,  si  l'on  veut  avoir  la  valeur  de  la  fonction  pour  une  variable  peu  diflë- 
rente  ^=a— -a,  il  faudra  d'abord,  pour  la  facilité  du  calcul,  exprimer  les 

fonctions  par  la  variable  t.  Ainsi  &isant  x=  e— <*,  ou  <  =  M-V ,  puis  déter- 
minant A  et  ^  par  les  équations  bz=z\l-\^  b  -4-  ^ =0-^-)*^  k  question 

sera  de  déterminer  la  différence  J^Z  d'après  l'équation  Z=|/^— ^ye.^^'A, 
en  supposant  que  t  prenne  successivement  les  deux  valeurs  b^b^Ç. 
Soit  donc  £=:£-|-^;on  aura,  en  observant  quease"*^', 

cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  ai  =s  o  jusqu'à  âi  :=  C ,  et  comme  la 
quantité  €  est  supposée  très  petite,  on  pourta  développer  d'abord  le  facteur 
e— •■ ,  ce  qui  donnera 

fer-  ^b^—*dcê  ^fe-^^dm  -^fe-^^dà^doà  +  {fer-^^tê^dm  —  etc.  j 

ensuite  développant  e^^^  dans  les  différens  termes,  excepté  dans  le  premier^ 
et  faisant,  pour  abréger,  ai^s=s  A,  on  aura  la  différence  cherchée 
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^2=  |(.  _  ^^)-^  (1  _»  +14  _  j^.  J  +  «0.) 

+  ^«^'  G  —  B  +  î  •  7  —  ^^O  (64) 

+  aaC*  ^i  —  etc.^  —  etc. 

Chaque  ligne  de  cette  formule  forme  une  suite  fort  convergente ,  et  les  diffé- 
rentes lignes  décroissent  à  peu  près  comme  là  progression  f',  C*,  €',  etc.; 
il  suffira  donc  presque  toujours  de  calculer  un  petit  nombre  de  termes  de 
cette  formule ,  pour  avoir  une  valeur  très  approchée  de  la  différence  J^Z , 
d'oà  Ton  déduira  Z  =  A  —  cTZ. 

Cette  formule  servira  à  interpoler  la  seconde  partie  de  notre  table ,  dans 
les  cas  où  la  série  des  différences  ne  décroîtrait  pas  assez  rapidement  pour 
donùer  un  résultat  exact  jusquetlans  les  dernières  décimales.  Cependant  si  x 
n'était  pas  plus  grafnd  que  o  «oa  ^  il  serait  encore  plus  simple  de  calculer  direc- 
tement la  fonction  Z  par  la  formule  (63).  ^ 

1 8g.  Au  reste ,  pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  la  formule  (64)  y 
nous  allons  déterminer  la  fonction  Z(o,oa)  où  xso.o^,  par  le  moyen  de 
la  fonction  Z(o,o3)  supposée  connue,  ce  qui  est  un  des  cas  les  plus  difficiles 
que  puisse  présenter  l'application  de  notre  formule. 

Dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  on  aura  a=o.o3,  a  — «5=0.0:2,  /^*=2^, 
(i+  C)*=:  ISo.  D'après  ces  données,  on  calculera  le  premier  terme  (i)  de  la 
fbrmu  le^  comme  il  suit  : 

b  =  1 .87258  054495  Q 9.02244  o4i883 

A  +  S  ^=  1.97788  546609  2* 0.57347  o5o266 


irita 


S  =  o.io53o  292114   A 9.5959^1  092149 

m 9.63778  45ii3o 

Ai» 9.23369  525279 


• 
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=  0.67410  oa75a6  ^^_^     1—0.17137  549556 

"1  9.83873  450444 


.oo5a3  ii5a8o 
a  535346 


l 


I  —  er-^  =  o.SaSSg  973474 
sonlog*.  «g.SiSoS  399141 

T. ••8.30468  074773 

(i).. .7.71776  4759^5 (i) 

En  second  lieu  viennent  les  termes  de (^9^)  "^ 

la  suite 

uenous  désignerons  sqccessivement  par  (a,i)> 
3,a),  (3,3),  etc.,  et  qui  se  déduisent  aisément^ 
chacun  de  celui  qui  le  précède. 

Les  termes  de  la  seconde  ligne ,  savoir, 

H-3û^*r4 — g+-  •  """"^^Oj  étant  défflgnés 

de  môme  par  (3,i),  (3,3)^  etc.,  et  semblable- 
ment  ceyx  des  lignes  suivantes,  qu'on  calculera 
jusqu'à  ce  qu'ils  ne  donnent  plus  rien  dans  le 
dixième  ordre  de  décimales,  on  aura  les  résul- 
tats ci-joints. 

La  valeur  de  ^Z,  qui  est  le  résultat  total  de 
la  fisrmule,  étant  retranchée  de  la  valeur  connue 
de  Z(o,o3) ,  on  trouve  celle  de  Z(o,03) ,  la  même 
qui  est  inscrite  dans  la  table,  et  qui  a  été  cal- 
culée directement  par  la  formule  (16). 


3)=o.oo9f3  8ooi5. 

r 

§  yi«  Intégrale  complète  de  Véquation  (Sj). 

190.  Les  recherches  précédentes  nous  conduisent  à  déterminer  les  cas 
d'intégrabilité  de  l'équation  différentielle  fie  l'art.  171. 

Si  Ton  suppose  qu'on  ait  en  même  temps  T=  i  et  ^^o^  la  formule  (58) ^ 
exprimée  en  fraction  continue,  sera,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'inté- 
grale de  l'équation  (57).  Si  l'on  suppose,  déplus,  que  l'un  des  deux  nombres 
A»  4  +  ^,  est  un  entier  négatif,  il  est  visible  que  la  fraction  continue  se 


(2,^)  4- 

5  «9  777954 
690754 

(3,5)- 

5ao  468688 
108967 

(3,4)  + 

5ao  359731 
11957 

(3,5)  - 

(2,6)  + 

5ao  371658 
1009 

69 

(3.1)  4- 

(3.2)  - 

(5.3)  + 

(3.4)  - 

530  370718 

7769 

3553 

43 1 

5o 

•  (4,')  - 
(4,a)  + 

530  376315 
ai 

7 

J^Z=o  .00530  37650 
Z(o,o3>=o.oi434  17645 
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terminera  d'elle-même,  et  qu'on  aura  ainsi  la  valeur  de  T  exprimée  exacte- 
ment par  une  fonction  rationnelle  de  Ç.  L'intégrale  étant  connue  pour  cha- 
cun de  ces  deux  cas  généraux,  il  sera  facile  d'avoir,  dans  la  même  suppo- 
sition, l'intégrale  complète  de  l'équation  (07),  laquelle  ne  supposera  plus 
qu'on  ait  en  même  temps  T=  i  et  Ç  =  o. 

En  effet,  par  le  tableau  analytique  de  l'art.  172,  on  voit  que  l'équation 
différentielle  proposée  eu  T,  est  liée  avec  les  transformées  successives  en  T', 
T",  T'",  etc.,  de  manière  qu'il  suffit  de  résoudre  complètement  une  de  ces 
équations,  pour  résoudre  toutes  les  autres,  et  particulièrement  l'équation  eh 
T.  Or,  par  la  loi  des  transformées  successives,  il  est  évident  que  les  coeffi- 
ciens  qui  étaient  aeiC  dans  l'équation  en  T ,  devienneiit^£&  et  /z+6  dans  la 
transformée  paire  en  T",  et  qu'ils  deviennent  i— aet«  +  a  +  €  dans  la 
transformée  impaire  en  T*""*"*. 

191.  Soit  donc  i"*.  ^=— -/ij  pour  avoir  les  transformées  successives  on 
prolongera  la  suite  des  équations, 

1=  I  +(a  +  cxr, 

etc. , 
jusqu'à  celle  qui  donne  la  transformée  en  T**~*,  savoir: 

^=  i  +  (n—  I  +«  +eXT"-=  I  +(«—  i)ÇT— •; 
cette  transformée  sera 

Enfin  si  l'on  fait  =jj— =  i  +ÇY,  on  aura  pour  dernière  transformée  ^ 

Y^+-Y t-C  — O. 

Celle-ci  étant  linéaire  par  rapport  à  :^,  on  en  tire 

I  I 

^  =  ^a    ^ (A -/•?-«- a^dÇ), 

A  étant  la  constante  arbitraire.  •■ 

T.  IL  85 
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FJiniiwint  donc  sucoesaivement  T%  T'  • .  #  5  T****^ ,  Y^  au  moyen  de*  éqmr 

lions  précédentes,  on  aura  l'intégrale  de  Féquation  proposée  en  T,  laquelle 

contiendra  la  constante  arbitraire  A,  et  sera  par  conséquent  complète. 

I 

19a.  Dans  cette  intégrale,  outre  le  terme  A^*e    ^^  qui  appartient   aux 

I 

ajiponentielles  ordinaires,  se  trouve  comprise  la  transcendante  /Ç-"»-"*e^d5^ 
qui,  pour  les  valeurs  positives  de  Ç,  semble  différente  des  transcendantes 
r(â,  x);  mais  pour  les  valeurs  négatives  de  ^,  ces  deux  transcendantes  sont 
de  même  nature. 

i  —1 

En  effet,  soit  fsrs— cr,  on  aura/^-»-»tf^df  =  (— i)*/flr-»^-*e    •'ifo-^ 

f 

soit  encore  e    ^=  j?;  ou  -:=/-,  on  aura 

I 

dans  ce  même  cas  on  aurait 

r  I 

Ainsi  le  simple  cbangement  de  f  en  •—  a,  suffit  pour  que  l'intégrale  complète 
de  l'équatien  proposée  en  T,  puisse  être  exprimée  par  la  fonction  r(«,  x)y 


I 


en  faisant  a:  =  e    ^;  elle  satisfera  à  toutes  les  valeurs  positives  de  0",  ou  à 
toutes  lés  valeurs  négatives  de  Ç.  Ensuite  si  l'on  cbaoge  le  signe  deo",  ce  qui 


t 


rend  Ç  positif,  la  fonction  r(a,  x)  supposera  x  =  e^ ,  c'est-à-dire  or  >  1.,  et 
elle  se  déterminera  alors  comme  on  l'a  fait  voir  dans  TarL  164.  Donc  dans 
tous  les  cas,  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée  s'ei primera  par  la 
transcendante  connue  r(a,  or),  en  donnant  à  cette  transcendante  toute  l'ex  • 
tension  dentelle  est  susceptible. 

195.  Soit  a®.  a+ S =-^11,^  les  transformées  successives  devront  être  pro- 
longées, suivant  la  loi  de  l'art.  17a ,  jusqu'à  la  transformée  en  T^  qui  sera 

_C'^"  I  ^+'  I  m  f  c^y ^  — o 

Dans  celle-ci ,  faisant  de  nouveau  =;;;  =  1  +  f  Y ,  on  aura  la  dernière  trans- 
formée 
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dont  rintëgrale  est 

11 

Connaissant  Y ,  on  obtiendra  successivement  les  valeurs  de  T*",  T**"' ,  et 
enfin  T,  de  sorte  qu'on  aura  l'int^ale  complète  de  l'équation  différentielle 
proposée. 

194.  Dans  cetle  intégrale  se  trouve  la  transcendante /Ç^—^e^dÇ  qui,  pour 
toutes  les  valeurs  négatives  de  Ç^  se  ramène  immédiatement  aux  foscticm» 

r(a,  x).  Car  faisant ^3s~>^  et  ensuite^    '=sar,  ouicfc/i,  en  a 


r 


etycr»-î» tf    ^dff  c=/ix(/iy  "■*  =  r(i  — «^  <ar).  Ainsi  dans  le  cas  de  Ç  n^a- 

tif,  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  proposée  dépendra  simplement  de 
la  fonction  r(i  — «^^  ^). 

Dans  le  cas  de  Ç  positif ^  on  substituera  à  la  fonction  r(i  -»*-a|  4:)y  ce  quM 

X 

devient  cette  fonction  lorsque  x^se^,  c'est-à-dire  loraque  œ  est>  i  ;  ou 

bien ,  pour  éviter  des  transformations  qui  quelquefois  sont  embarrassées  d'ima- 

t 

ginaires,  on  conservera  dans  l'expression  de  T  la  transccsnctânte  /Ç^'^^à^ 

qui  s'évaluera  convenablement  suivant  les  différens  cas. 

Si  et  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  l'intégrale  dont  il  s'agit  s'ex- 

— • 

1 

Siée  n'est  pas  un  entier ,  soitisu,  on  aura ' /Ç**"^ e^dÇ \ —    fur H'^p 
ce  qui  donne  par  le  diveloppement  de  e^^y  la  valeur  approchée 


/y*— *6?jrs=:const— îî— ^— î^ —  -  .  s —  etc. 

Ou  peut  auM  mettre  cette  intégrale.sous  la  forme 


I— « 


(ti                         ii^"~*                              Il  \ 

'  '  ■   ■  —  ■■■ -*  •f*  "' 'A"  '"  ■'■*  rto; I • 
I— «         li—A.a  — «t    '    ir-<.a— #.3  — *  /' 

d'où  résulte 

«5- 
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1  =  A^-w— ' i-.H-     •    " -^ î^-^j +  elc. , 

Y  X — a  '    1 — *.2  —  u       1 — tf.2  —  *.3  —  «   *  ' 

sërie  qui  pourra  être  divergente  dans  les  premiers  termes ,  mais  qui  deviendra 
toujours  convergente  après  un  certain  nombre  de  termes. 

iq5.  Si,  au  lieu  de  faire  les  substitutions  dans  l'ordre  indiqué  art.  17a,  on 
les  fait  dans  Tordre  inverse,  on  aura  les  équations  suivantes  qui  serviront  à 
déterminer  les  transformées  successives  en  T**,  T**,  T®^«»— 0^  x*^«0^ 

etc.,  etc.,  etc. 

De  ïà  on  voit  qitcla  transformée  paire  en  T*^*"^==  Y ,  sera 

Y^^ Y '^^    — ^^  — Y*  — ^ 

et  que  la  transformée  impaire  en  T*^**""  '^  =  Y,  sera 

^  -       Wç+ — ^^^^  +  Ca  +  ^  — 'ïX— Y»=^- 

Donc,  I®.  si  €  est  égal  à  un  nombre  entier  positif  /i,  la  transformée  de 
r^rdre  an  se  réduira  à  l'équation  linéaire 


I 


dont  l'iril^rale  est  Y = Ç*— *e  ^  (A  — /Ç«— *e    ^^/^.  Si  dans  cette  expression 
on  faite    ^  =  0:,  oii  7==^-,  on  aura 

Ç  je 


I 


..    -    '  •■■  J 

ainsi  l'intégrale  de  l'équation  proposée  en  T  s'exprimera  généralement  au 
moyen  de  la  fonction  r(i  —a,  x). 

2\  Si  «+6^st  égal  à  un  nombre«ntier  positif /i,  la  transformée  de  l'ordre 
an— -  f ,  se  réduira  à  une  équation  linéaire, 
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dont  l'ÎDlégrale  est 

X  I 

I 

et  en  faisant  toujours  la  substitution  e    ^=:jr,  on  aura 

I 

Donc  alors  l'intégrale  complète  de  l'ëquation  proposée  s'exprimera  au  moyen 
de  la  fonction  r(a,  x), 

196.  Il  reste  donc  démontré  qu'étant  proposée  l'équation  diflerentielle. 


m 

on  en  .pourra  toujours  trouver  l'intégrale  complète  au  moyen  des  fonctions 
T(a^  x),  considérées  dans  toute  l'étendue  dentelles  sont  susceptibles,  si  l'un 
des  nombres  €y  a^C^  est  un  entier  positif  ou  n^atif. 

Nous  remarquerons  que  si  l'on  proposait  l'équation  différentielle 

rf  4-(AÇ+i)Z+BfZ»+q:-Di=o^ 

OÙ  il  y  a  quatre  coeflficiens  constans  A ,  B  j  C^  D,  cette  équation  pourrait  être 
ramenée  à  la  même  forme  que  l'équation  précédente  qui  ne  contient  que  deux 
coefficiens  constans.  En  effet ,  soit  Z  =  ttiT  '■{^riym  eln  étant  deux  constantes 
indéterminées,  l'équation  transformée  en  T  sera 

mÇ*^  4-  B/w-ÇT*  -H  (Af  +  i)rnr  +  B/î*Ç  +  »  =  Ô 

-f-  2B/W71ÇT  +  A/<  —  D 

Déterminant  n  d'après  l'équation  Bn*-j-An-j-C=so,  faisant  ensuite... 
/R  =  D^n,  ^  =  B/R,  a=:A-f-a6R,  on  aura 


TdZ 


+^-i  +  €C-^  =  o, 


équation  entièrement  semblable  à  l'équation  (57).  Donc  l'équation  proposée 
en  Z  sera  intégrable  si  l'un  des  nombres 
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BD  +  fA  +  i  v/(A*-4BC), 
BD  +  1  A  -  1  v/(A*  -  4BC), 

est  un  entier  positif  ou  négatif. 

197*  Nous  remarquerons  enfin  qu'on  peut  donner  à  Péquation  ($7)  une 
forme  analogue  â  celle  de  l'équation  de  Riccati.  Pour  cela,  soit  d'abord 

Ç  =  Ax",  Tzs^ry-;  soit  ensuite /ii=:  —  i,  Bs=  — ^,  A=s-^,Iatrans- 

I  I 

formée  en  jr  sera  ^-^J*  —  'mw*      j^— Tiffar*      =  o;  enfin  faisant. . . . 


-r-Wl 


/ — î«»jp*       ss  2,  on  aura 


a 


Cette  équation ,  qui  est  plus  générale  qne  l'équation  de  Riccati ,  sera  donc 
intégrable  si  l'un  des  nombres  €ja^€^estwi  entier  positif  ou  négatif. 

Dans  le  cas  oh  Ton  a  f  =  ^  —  la,  cette  équation  devient •  •  •  •  • 

•T-  ^z^  —  4^*n*^*      ^^^i  ^^  sera  intégrable  suivant  la 


•  «->-»■< 


si  l'un  des  deux  nombres  f  -—la,  |  -f-  7^9  est  un  entier  positif  ou  négatif; 

alors  l'exposant  d^  o^^^savoir  ^  -  — •  a  1  se  réduit  â  la  forme — jj^  j ,  *  étant 

un  entier  positif  ou  négatif  3  on  obtient  ainsi  les  mêmes  résultats  que  présaite 
la  résolution  connue  de  l'équation  de  Riccati. 
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SECTION  PREMIÈRE. 


Sur  le  Développement  de  la  puissance  (  1 4-  a^ —  %a  côs  ^)— . 

I  •  On  peut  toujours  supposer  a  ^  i  ;  car  si  on  avait  a  <C  i ,  en  mettrait 

i  à  la  pkçe  de  a,  et  la  puissance  à  déYclopper  serait  a"(*l+tf'-*»iii'co!r^)*"", 

â  étant  ^  !• 
Cela  posé,  si  Fbn  &it  D  sr  i  +  a*— ^ oacos  ^^  et  qu'on  suppôde 

D-""  =  Po  +  aP,  COS  ^  +  2P,  cos  2^  H-  2P3  cos  5^  +  etc. , 

l'expression  générale  du  coefficient  F(X)  fixera  donnée  par  la  formule  suU^ante 
où  l'intégrale  doit  être  prise  depuis  ^  s=  o  jusqu'à  ^  =  ^  : 

PW=i/^t^.  0) 

£n  effet,  on  sait  que  l'intégrale  fd(p  cos  A^  cosft^  prise  entre  ces  limites, 
a& réduit  à  zéro,  pour  toutes 'Valeurs^  des  entiers  A  et/x,  pourvu  qu'ils  soient 
différens  l'un  de  l'autre  ^  ainsi  en  Substituant  pour  D""  la  valeur  développée 
P^+  aP,.  cos  ^-f-  aP,  cos  2^  H- etc. ,  l'intég^le  fDr'd^  cos  Xf  se  réduira 
au  seul  terme  2P(\)fd(p  cos*  ?«p ,  dont  la  valeur  est  ^P(A) ,  ce  qui  donne 
laibrmule  (i). 

Cette  formule  réduit  aux  quadratures  la  détermination  générale  du  coef- 
ficient P(X)^iûais  il  importe  de  chercher  une  autre  expression  dé  Ce 
coefficient  propre  k  en^  fainlite^  le  caleuf  numérique  poulr  toutes  valeurs 
données  de  n  et  de  A. 

ITeèt  nécessaire,  poiO"  cet  effet ,  de  traiter  séparément  le  cas  oh  Pexposant 
A  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  et  ceTuî  oùf  n  est  un'  Admbre  ftac^ 
tionnaire.  Dans  le  premier  cas ,  1»  valeur  du  coflicient  générât  P(A)  peut  être 
déterminée  exactement  par  uué  fonction  rationnelle  de  /i  et  de  X  j  dans  le 
second  cb$^  ]«s  CMffidmis  P  (71  )>  sont  en<  fcaërid  des  tran«ciCAdaDtast<|ui  qxéL 
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beaucoup  de  rapport  avec  les  fonclions  elliptiques  et  qui  coïncident  avec 
elles  lorsque  2n  est  un  nombre  impair. 

§  I.  Solution  du  cas  où  V  exposant  n  est  un  nombre  entier^  positif  ou  négatif. 

2.  Nous  ferons  toujours  «<  i,  D==i+«*—  aa  cos  ^  et 

D""  =  P^  +  2P,  cos  (p  +  2P.  cos  2  Ç),+  2P3  cos  5  9  +elc. 

Dans  cette  série,  le  coefficient  P(A)  qui  accompagne  cos  A^,  suppose  n 
constant;  mais  si  on  a  égard  à  la  variabilité  de  Uy  ce  coefficient,  fonction 
de  deux  variables,  devra  être  désigné  par  P(A,  n);  on  pourra  en  outre  con- 
sidérer P(A,  n)  comme  étant  fonction  de  â,  et  différencier,  s'il  y  a  lieu,  ce 
cofficient  par  rapport  à  a. 

Cela  posé,. on  sait  par  la  théorie  des  suites  récurrentes,  que  la  suite  infime 
1  +  a  cos  ç>  +  a*  cos  2^  +  a^  cos  3^  +  etc. ,  n'est  autre  chose  que  le  dévelop- 
pement de  la  fraction  —^ — ^.^^,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a; 
De  là  on  déduit  l'équation 

a* 

— —  .  =  I +2/icos^ +2a*cosa^  +  2a^cos  3ç  +  etc., 


I  — 2aoosf 
ou 


D"**  =  — £— ;M +2acos^  +  2a*cos2^  +  2fl'cos  3^+etc.V 
ce  qui  fait  voir  que  dans  le  cas  de  /z  =  i ,  on  a  en  général 

Au  moyen  de  cette  valeur,  nous  allons  déterminer  successivement  P(A,  2), 
P(A,3),  et  en  général  P(A,n),  /i  étant  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque. 

3.  Pour  cela  différencions  par  rapport  à  a  l'équation  P  (A,  /i)=  -  /     ^^^» 
nous  aurons 

dP  (a,  n)         I    rnd0  cos  Xû  .  ^  . 

multipliant  de  part  et  d'autre  par  a  et  mettant  au  lieu  de  2^  cos  ^«—20" 
sa  valeur  i  —  a*  —  D ,  on  aura 

adP  (A ,  n)  .^  '^  /    ,^^    â\   rdpcosx^         j»    Pd^coskp 
da  w^^        ^V"lD^~''^w-J         D=       • 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  /i(i— •a')P(A,  n^i) 
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—  «P  (A ,  ») ,  donc  on  a 

Ainsi  le  coefficient  P(A,  /i+  i)  se  déduira  en  général  du  coeffiieient  P(A,  n), 
au  moyen  d'une  simple  diSerentiation  Ëiite  en  regardant  a  comme  seule  va- 
riable; et  puisque  nous  connaissons  la  valeur  de  P(X,  i)  par  la  formule  (2) , 
nous  en  déduirons  successivement  les  valeurs  de  P(A,  2),  P(A,  3),  etc., 
savoir  : 


a^ 


^^^*^=  Ô  •  (TT^tK^+O  (a+2)  (A+3)-3a*(A+îi)  (A+3)  (A-3) 

+3a<(A+3)  (a—3)  (a_2>-wi«(^— 3)  (;h-2)  (a— i)]  , 

^^^^=04  •  (I  -  a^)9K^+')  (^+a)(^+3)  (A+4)-4a'(A+2) (A+3) (a+4)  (a~4) 

+6a^(A+3)(A+4)(A-4)(A-3)-4a«(A+4)(A-4)(A^3)(;^2) 

+a«(A-.4)  (A-3)  (A-2)  (A-l)], 

etc., 

La  loi  de  ces  expressions  est  &cile  à  saisir,  et  en  général  la  valeur  de  P(n,  A) 
sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

P(;>,„)=:  '^  ,  A-H.A  +  ,.A-t-3...  .  +  n-,p 

V    >    /         (i— a*)*«~»  1.2.3   ...   n—i  ' 

B,      n— I^     I»— A— 1      ,     I»—  1.1»  — 2*     I»— A— 1.1»— X— ^  2l  //v 

=  I  H a*.  ; H a*.  ; ! >         (4) 

'  I  A  +  I         ^^  1.2  A+I.A  +  2  '  ^ 

,   I»— 1.1»— 2.1»  — 3     M     I»  — A  — 1.1»— A  — 2.1»— A  — 3     , 

■I  — 3 ar. — î TT r-j-â +  etc. 

1.2.3  A+1.A  +  2.A  +  3  ' 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  de  cette  formule ,  il  suffit  de  substituer  la 
valeur  générale  de  P  (A ,  n)  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3)  ;  on 
trouvera,  après  les  réductions,  une  valeur  de  P(A,  n^i)  qui  ne  sera 
autre  chose  que  ce  que  devient  la  fonction  P(A,  n)  en  mettant  /i*f-  >  ^  ki 
place  de  n.  Tout  autre  mode  de  vérification  serait  moins  facile  que  celui  que 
nous  indiquons. 

4*  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  ?»  =  A  -}- 1  ;  alors  B  ou  B(A,  7») 
se  réduit  à  son  premier  terme  i ,  et  on  a 

Tir\       \     l^,\  iCd^COSkp g^  A  +  l  .  A+2...2A 

*'t^,A+i;  =  j^j  ""5^+ï (,_«^«^+«- — 1.2 A     • 

T.  IL  86 
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Un  autre  cas  qui  mérite  d'être  remarqué  est  celm  de  X  =  o  ;  alors  on  a 

P)P(».»)=ô=^'+('r)'''+(^=rF)'"'+('=^r=-')'"''^''-3 

formule  dont  les  coelficiens  sont  les  quarrés  des  coefEciens  du  binôme  âevé 
àlapuissanoen— «  I  ;^elle  donne  en  même  temp»  la  .i^aleur  de.rinté|^le 

-  7  ^ ,  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^ =7r.  On  aurait  par  exemple, 

5.  La  formule  (4)  ne  laisse  rien  à  désirer  lorsque  n  est  un  entier  po|sitif , 
mais  elle  ne  peut  s'appliquer  au  cas  où  n  est  un  entier  négatif;  c'est  pour- 
quoi il  est  nécessaire  de  chercher  directement  1^  solution  de  c^  cas,  c'est** 
à-dire  la  valeur  générale  du  coeflScient  P(A,.— n)  donné  par  l'intégrale 

définie  -  fD'd^  cos  X^.  Or,  sans  pstsser  par  les  cas  particuliers,  on  peut  dé- 

teroiiner  tout  d'un  coup  la  valeur  de  cette  int^r^le. 

En  effet,  le  polynôme  i-r2acos  ^-i^a^  étant  décomposé  en  ses  deux 
acteurs  imaginaires,  on  aura 

D=(i— ^e^^-«)(« — <ie-rft/-r»); 
si  ensuite  on  suppose 

on  aura  semblablement    .  -  ~  *  .      .    < 

I  •  -       '  .  ■  ■  ■  ~  .       " 

'  '  .         '         • 

(i  — .ae-*v/-i  )i=s  1 14-  K» «-••-'  4. K, €»>•-»♦ . .+  Kx  er^V-i+  etc. 

«  •  -       -  ■  •  , 

Multipliant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre  afin  d'avoir  la  valeur  de  D*,. 
et  ol^rvaut  qu'il  suffit  de  conserver  dans  4e  second  membre  les  termes  af- 
fectés de  e^V-^  et  er-^"/^^^  puisque  ce'  sont  les*  seuls  qui  ne  disparaissent 
pas  dans  l'intégrée  cherchée,  on  aura  pour  cette  partie  dé  D*  la  valeur    ' 

'     XI^x  +  K.K,+.+K.KK+.+KsI^40+etc.)'(e^ 

mais  le  facteur  e^v'— »  +  g— a^ •— i  se  réduit  à  a  cos  A^,  et.  on  a.  OTlre  le» 
limites  données  fd^  •  a  cos*  X^  =  ^  •  donc  la  valeur  générale  du  coefficient 
P  (A,  — /i)  est 

P  (X,  — /i)  =K,+ K,  K,+,  +  K.Kx+a  +  KjKx+3  +  etc.  ; 

or,  on  à  par. la. formule  du  bi^^ome 
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**  =^ i.a.3...x -(— 'V  , 


ir  xr         11**— A,.?»— «A— •! .  »— A— 2  /  \-     «.  ».«— I.»— 2/         A* 

^^+^  =  '^^  •     A+,.A+2.A+3     (-"^y  ^^  =  — rrr-(-^^^ 

etc.  etc. 

Donc  enfin  la  valeur  de  P(  X,  —  n)  sera  donnée  par  la  formule  suivante: 
P(A,— ») »(— a>.  »•»--' »»-a...»4-i -A  ^  ^ 

I     •    2    •    O  A 

'     ï  ^+1^^       1.2  A+I.A  +  2  I  ^    ' 

,    7>.l>— I.y»— '2     «   »— A.;»— A— •l.ii— A— 2     , 

+ b ^  • T ï r-5 T  etc. 

'  1.2.3  A"4-I.A-f-a«A-f-3  ' 

6.  Remarquons  que  dans  l'application  de  cette  formule  il  faut  supposer 
7ï=:pu>Xj  en  effet,  si  n  éVait  <^y  le  développement  de  D"  ne  pour- 
rait donner  aucun  terme  semblable  à  cos  X^;  ainsi  l'jntégralè  ft^dip  c6s  Aft, 
prise  entre  les  limites  données,  serait  nulle.  La  plus  petite  valeur  qu'on 

puisse  donner  à  »  est  donc  /i  ==  A ,  alors  on  a  fH^  d^  cos  A(p  =^  ( —  af , 
ce  qui  se  vérifie  immédiatement* 

Le  cas  de  A  =  o  mérite  encore  d'être  remarqué  ;  alors  on  a 

Comparant  cette  formule  à  la  formule  (5) ,  on  en  tire^ 

/D-^  =  (,-a-)---'jr^,  (8) 

ce  qui  établit  un  rapport  rémiarquable  entre  ces  deux  intégrales  définies , 
rapport  qui  aurait  lieu  quaïid  mêiiie  n  pe  serait  pas  un  nombre  efitier  et 
d'où  l'on  déduirait  aisément  la  formule  de  l'art.  i48,  tôfne  t.  ' 

En  général,  si  l'on  observe  que  la  valeur  du  cofiicient  €^n'est  antre  chose 
que  celle  du  coefiicient  B  dans  laquelle  on  aurait  mis  n  +.4  au  lieu  dê^  A, 
on  en  déduira  un  rapport  remarquable  entre  les  intégrales  JT)*dç  cos  A^  et 

/n»4-*   •  ^  rapport  est  donné  par  Uéquatioh  suivante,  dont  l'équation  (8) 

n'est  qu'un  cas.  paiiticulier.    . .  .,,.. 

■*'  '    '     ■    ■    '    '      "  ""  '■  86.. 
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/D'^<p cos X^>  =  „+,.,+^.^3...^^  (-o('-^r-*-y^%a^-»-(9) 

7.  Les  formules  précédentes  résolvent  complètement  le  problème  du  dé- 
veloppement de  la  puissance  D"*^,  lorsque  l'exposant  n  est  un  entier  posi* 
tif  ou  négatif;  elles  peuvent  même  s'appliquer  au  cas  où  l'exposant  n  ne 
serait  pas  un  nombre  entier  ;  mais  alors  la  suite  qui  exprime  la  valeur  du 
coefficient  P(A,  /i)  s'étend  à  l'inBni,  et  on  ne  peut  plus  déterminer  que  par 
approximation  les  coefficiens  successifs  Pq,  P.,  P«,  etc.,  qui  deviennent 
dans  ce  cas  des  transcendantes  d'une  nature  particulière;  d'où  natt  cette 
sorte  de  paradoxe  que  le  développement  d'une  quantité  algébrique  telle  qae 
D"""  ne  peut  s'exécuter  qu'avec  des  coefficiens  de  nature  transcendante. 
Nous  examinerons  ci-après  les  propriétés  de  ces  coefficiens,  afin  de  £ici- 
liter  autant  qu'il  est  possible  les  calculs  nécessaires  pour  leur  détermination  ; 
mais  nous  saisirons  cette  occasion  de  démontrer  ici  une  formule  assez  remar- 
quable qui  a  lieu  dans  le  cas  de  /»  =  j- ,  et  qui  paraît  ne  se  rattacher  à  au- 
cune autre  formule  du  même  genre. 

8.  Si  on  &it  /i==7  dans  la  formule  (4)  et  que  préalablement  on  mette  au 

ueu  de •  la  traction  équivalente — -^- ^ ^ , 

1.2. ..n—i  '  ^  1.2. 3. ..A 

on  aura  tt?  (A ,  |)  ou 

/ûSpCOSA^             X     1.3.5.  ..2A—I/      ,    ,     .     2A+1     ,     1.3     ,    2A+I.2A+3     .       ,      \ 
j- — z=zwa  . 7-^ 1  i+ia*.  — 1 7 as — i r-»  +  etc.  l 
j)î                             2.4.6...2A      \           •          2A-f-2    '    2.4         2A+2.2A+4     '  / 

Mais  si  l'on  considère  l'intégrale  Z  =  |  "^  .  ^  v ,  et  qu'on  développe 

la  quantité  sous  le  signe,  on  aura 

Z  =/^  (sin^  <P + T  «' .  sin^+>  ç + ii^  «4 .  sin^'^+i  <p + etc.) 

a. 4 

Effectuant  l'intégration  de  chaque  terme  entre  les  limites  ^s=o,  ^  =  ^, 
d'après  la  formule  connue  fd^  sin'*^  =  'À' — ^^  tt^  on  aura 

„  i.3,5.  ..2A— 1  /      ,    -    .    aA+i    ■    1.3    .    2a4"1»2^+3    ,     ^      \ 

2.4»0...2A        \        '      *  2A-f-2  2.4  2A+2.2A+4  ^ 

et  puisque  cette  valeur   est  la  même,  au  facteur  a^  près,  que  celle  de 

/— — r— ^,  on  aura  en  général  la  formule 

/</(pcos  A^  —  /^      C      ^^  8În^^  f     \ 

V/(i+a*-.2a C084>)  J  V/(i  —  a»  sîn*  ^  ' 

OÙ  les  deux  intégrales  sont  prises  depuis  ^=0  jusqu'à  ^  =^. 


i 
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La  valeur  du  coefficient  P(X,  y)  que  donne  celte  formule,  peut  se  tirer 
directement  d'une  intégrale  comprise  dans  l'art.  ia5,  tome  1.  Celte  inté- 
grale est  en  général 

J  i-aasia*«oosf+a>8m«7  *  v/(i— a«8m*8)  —   "       ""^  «"g*  v/(i-aHm»9)  ' 

I 

et  si  on  la  prend  depuis  6  =  0  jusqu'à  0=^,  on  aura 

Développant  la  quantité  sous  le  signe  par  la  formule  qui  sert  &  exprimer 
D""*,  dans  Part.  3,  on  aura 

D"^=i  C'-rr — '^\  ■  .flx  Ci  +  2a  sin*fl  cos<p-f-  2a*8in^cosa(p  +  etc.) 

Ainsi  on  voit  que  dans  le  développement  de  D"  *,  le  coefficient  P(A,  J)  sera 

en  général  —  j     ..  ^^  .  ^.  ,  cette  intégrale  étant  prise  depuis  9  =  o  jus- 
qu'à fl  =  ^. 

On  pourra  toujours  déterminer  la  valeur  exacte  de  ce  coefficient  par  les 
fonctions  complètes  F'^^  E'a;  mais  si  on  voulait  la  déterminer  par  les  qua- 
dratures^ la  forme  —  |     >  ^^^  .  ,q.  serait  beaucoup  plus  fiicile  à  calculer 

que  la  forme  -  / -77 — : — r— — — sr»  ou  l'ordonnée  ne  suit  pas  une  marche 
aussi  régulière. 

11  résulte  aussi  de  l'expression  P(X,  ^)  =  —  /  ———_-—_  que  le  coef- 
ficient P  diminue  continuellement  à  mesure  que  le  nombre  des  termes  \ 
augmente,  tant  à  raison  du  facteur  constant  a^^  qu'à  raison  du  facteui;  varia- 
ble siu^^  6.  Cette  expression  fait  d'ailleurs  connaître  deux  limites  entre  les- 
quelles le  coefficient  P(A ,  7)  sera  toujours  contenu  j  on  aura  en  effet 

P(A,i)>^V^siu»^fl>a^.--^;^;ê"-\ 

f  Vf-k     M -^  ^^  /*flfflsin^Û    ^  a"  I.3.S.  .2A—  i 

^  ^^^'  «^ ^  wJ  1/(1^ a*)  <^  ï/(i— a*)  •    2.4.6.":^3r- 

Nous  remarquerons  enfin  qu'en  différenciant  par  rapport  à  â,  le  coeflicient 
PC^)  7)9  on  en  tirerait  la  valeur  générale  du  coefficient  P(A,  n)  pour  le  cas  de 
I»  ==  fy  mais  cette  vM^ur  serait  moins  simple  que  pour  le  cas  ^e  nz=z  ^. 
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$  IL  Solution  du  cas  où  Texposant  n  h^est  pas  un  nombre  entier. 

9.  Supposant  toujours  que  le  développement  de  !>"■  est  représente  par  la 
suite 

Po-t-aP,  cos^+  2P.  cos^^  +  ^PaCÔsS^. • .  +2Pi  cosX^  +  ^I^îm 

1  expression  générale  du  coefficient  Px  ou  P(X),  sera  donnée  par  )a  formule  (4), 
en  y  disant  le  changement  indiqué  dâWrârû  8^  on  auta  ainsi 


I— 11.2— »    A-f-1— n,A+2— y>  ^   I    I — ^n.a-^/s.S— 7»     A^f* i  — yt . A+a— w . a4"3— y»    g  ,     .    \ 

I.a  A+I.A+a  ç^  1.2.3  A+I.A+2.A+3  / 

Une  autre  expression  de  ce  même  cofficient  peut  se  tirer  de  la  formule  (6), 
en  y  changeant  k  sighe  de  n  :  cette  expression  «st 

^         rXF~  •      A4^i.JH.2.x+3     "*  -t-e^^y. 

Cette  formule  renferme  une  suite  moins  cbnvei^nte  que  celle  de  la  for- 
mule (i  i)>  mais  elle  jouit  de  quelques  avantages  particuliers  j  elle  fait  voir  , 
par   exemple,   que   n   étant  positif,  les  coeflteienè  difiërentiels  successifs 

-^^,      ^  \       A  ^  j  etc.  seront  tous  positif 

10.    Soit  Y  :=s;^~^,^  on  aura  en  difierenciant  celte  équation, 

fl?V«g^jyi^,'    -1 >    j^'' — ^.a(p  sm  A<p , 

et  en  f édùisant  aii  même  dénbiàiinâiéur , 

—  (A— -n+iji^.  gj^ , 

■»-■..♦.».. 

intégrant  de  paift  et  d'autre  depuis  ^  ==s  o  jusqu'à  <p  =  ^ ,  et  observant  que 
dans  ces  deUx  limités-  Y  s'évanouit ,  on  aura  d'après  l'équation  (i), 

(i3)     (A+i— /i)P'(À+i)--(i±^AP(A)4<A— i+»)P(^^ 

Cette  équation  doAnèli  loi  générale  qui  lie  entré  eux  trois  termes  conséott- 
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tifs  quelconques  de  la  su^ie  Pq,  P,^Tl\,-0tc.  ;  elle  fait  voiç  qu'il  suffit  de 
connaître  deux  termes  de  cette  suite  pour  déterminer  tous  les  autres;  mais 
il  y  a  des  précautions  à  prendre ,  suiva.Qt  les4iff4'*W3:i^^9  V^W  que  l'erreur 
qui  peut  exister  sur  les  deux  termes  connus  ne  se  multiplie  pas  dans  le 
calcul  des  autres  termes  ^  de  manière  à  rendre  bientôt  les  résultats  entière- 
ment défectueux. 

ii.^i  on  fait  P(^)^  ïiiii^^  A  (A),  et  qu'on  substitue 

cette  valeur  dans  l'équatiQp  (4)9  ouaurà 

(i4)        (,+jj2^^)«.A(X+i)-(i+a*)A(X)H-A(X-i)=o.  . 

Cette  équation  ei^pnuie  pareillement  la  1(À  qui  règne -entre  tpéis  termes 
consécutif  de  la  suite  Ao,  A.,  A^,  Aj,  etc.  En  supposant  cette  «suite  con- 
nue, le  ^éiççloppepiei^t  de  D*^  serait  donné  par  la  formule 

tr  ■  =  AoH- aa .-  A,  cos  ^  +  2a*. = —  A,  cos  a^ 

LfOrsque  A  est  très  grand ,  l'équation  (i4)  donne  à  très  peu  prés 


A  (A+  0=  ^  A(A)  -^  A  (X-  0; 

d'où  l'on  peut  conclure  que  la  série  A«,  A, ,  A^^  etc.  doit  se  confondre  dans 
les  termes  éloignés  avec  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est 

— r^  >  ■"  ~î  î  celle-ci  aurait  pour  terme  général  «  +  6  C^ ,  «  et  C  étant 

des  coefficiens  coi^stans.  Ain^  Ig^qi^e  A^est  trè^.  grand  ^  on  doit  avoir  aussi 

A  (X)  zna^C T-^j  .  Mais  comme ,  d'après  l'équation  (i  i) ,  la  valeur  de 

A  (A)  ne  doit  contenir  aucune  puissfince, négative,  de  ^^  U  ^'^endûit  qu'on  a 
^=0  *  et  qu'ainsi  A  étant  très  grand,  on  aura  A  (A)=:ct,  ou  A  (A)  égal  à 
une  constante.  Cette  constante  se  détermme-en  £iisant  A  infini  dans  la  va* 
leur  générale  de  A  (A)  donnée  par  l'équation  (12),  laquelle  est 

(.5)     A(A)  =  .+^.2tt'^4i^.4à?l^' '*+«'"•' 

•  »_  .  ..  -~  ^^  ,  ^ 

et  on  a  par  cette  suppositicto'A(A)c=  (i  — -a')""".  Mais  ce  résultat  n'est 
que  le  premier  terme  d'une  série  propre  à  exprimer  la  valeur  géné- 
rale de  A(A)^  lorsque  A  est  très  grand.  Yoici  i^rOffifEit  oPiptQryJiejPtià  çettl9 
série. 
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12.  Faisons,  pout  abréger,  A  +  i  =  A',  X  +  a  =  A",  etc.,  et  sup- 

pOSODS 

A(A)  =  «(,  +Ç  +  l-,  +  ^^+etc), 
c'y  d\  (/"y  etc.  étant  des  coefGciens  indépendans  de  A  ;  cette  valeur  donne 
A(X)  -  A(A  +  I)  =  «(3^.  +  3;Ç'^  +  3^-  +  etc.), 

A(A+.)  -  A(A  +  ,)  =  a{^.  +  ^-^+^^^  +  etc.); 

multipliant  le  second  membre  de  la  dernière  équation  par  A',  et  obser- 
vant que  A' sa  A'''—  a  =  A*'  —  5  =  A' —4»  ®t^'>  ^^  aura,  après  avoir  di- 
visé par  A', 

Maintenant  si  on  met  l'équation  (i4)  sous  cette  forme  : 


o=:A(A)— A(A+i)— ««[ACA+i)— A(A+2)]  +  '^a»A(A+a), 

et  qu'on  substitue  les  valeurs  précédentes,  on  aura  une  équation  qui  devant 
être  identique,  donnera  les  équations  de  condition 

(l    —  fl*)   £/    =  (»»  —  /i)  fl*, 

3  (i  —  a-)  c"'=  (/i«  —  /»  _  2.5)aV', 

4  (,  «  a*)  £?'^=  (/i*  —  /i  —  3.4)aV, 

etc.; 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  des  cœfficiens 


/    ^___  !».?»  —  i    '        a* 


1— a*> 


a  I— a*     ' 


3 


etc.; 


donc  on  a  la  formule  générale 


• 
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t  a\  ,    n— 1.71 — a       y».y»+i       /__^    V 

^  1.2.3  •  A+i.A+a.A+3  •  Vi— a*y  ^^^^- J" 

Cette  suite  a  Favantage  de  se  terminer  d^elle-niéme ,  toutes  les  fois  que  n 
est  un  entier  positif  ou  n^atifj  mais  si  n  est  fractionnaire,  conmie  nous 
Je  supposons,  elle  s'étendra  à  l'infini  et  ne  sera  convergente  dans  toute 
son  étendue  et  pour  toute  valeur  de  A,  que  lorsqu'on  aura  o^^i— -a* 
ou  «i. 

i3.  Dans  tous  les  cas^  «i  A  est  fort  grand,  on  aura  une  valeur  très  ap-« 
prochée  de  A  (A)  par  les  premiers  termes  de  la  série ,  qui  décroîtront  alors 
d'une  manière  rapide.  Dans  cette  hypothèse ,  si  on  prend  le  logarithme  de 
A  (A) ,  et  qu'en  négligeant  les  termes  qui  ont  pour  diviseurs  A^,  A^,  etc.  ^  on 

réunisse  deux  termes  tels  que  7  4-  ^  en  un  seul— ^ — ,  on  aura 

log  A(A)  =  -  » log  (,  - «•)  H-(fÉ=^^. 

f 

D'un  autre  côté  la   valeur   de  P  (A)  peut  en  général   se  mettre  sous   la 
forme 

et  puisque  A  est  supposé  très  grand,  on  a  par  la  formule  de  l'arL  74» 
log  ;r7r^ — \  =  C'*  ~  ï)  log  A  H f-  ^ ~ i  ; 

^r(A+i)         ^  /o       •        aA        ''  laA*  • 

donc  on  aura 

Alog  a  -|-(n—  i)  log  A — n  log  (i  —  a*)—  log  Tn 
(17)      log P(A)  =  ^  -1-      ^'-^      ^     («•-nK 


aA-i        g 

valeur  qui  doit  être  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  -^,  et  dans  laquelle 

il  faudra  multiplier  les  deux  termes  algébriques  par  le  module  /ii=  o,434> 
si  on  veut  que  les  logarithmes  de  cette  équation  soient"  changés  en  Ic^rith» 
mes  vulgaires. 

Nous  devons  observer,  i*.  que  si  a  était  négatif,  le  terme  A  loga  sera  tou- 
jours le  même  que  si  a  était  positif,  mais  alors  P(A)  sera  affecté  du  facteuJr 
T.  IL  87 
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(—  i)^  ,  ce  qui  rendra  P(A)  négatif  si  X  est  impair;  2*".  jquc  si  Peiposant  n 
était  négatif,  c'est-à-dire  si  on  avait  à  développer  une  puissance  positive  du 
polynôme  D,  alors  il  faudrait  dans  le  terme-— log  Ta,  mettre  la  valeur  que 
prend  la  fonction  tn  lorsque  sa  racine  n  est  négative ,  valeur  donnée  par  la 
fi)rmu]l6  {45)  du  chap.  XY  ;  et  dans  le  cas  où  xiette  valeur  serait  négative,  on 
devra  la  considérer  comme  positive  dans  le  terme  —  log  Tn ,  et  changer  sim- 
plement le  signe  de  P(A). 

n  suit  de  ces  deux  observations,  que  le  coefficient  P(X)  ne  deviendra  n^« 
tif  que  dans  le  cas  où  la  quantité  a^  T%  serait  négative. 

On' peut  donc  à  Paide'de  la  formule  (17)  connaître  d^une  manière  aussi 
prompte  que  facile^  la  valeur  et  le  signe  d'un  terme  éloigné  quelconque  dans 
la  suite  Po,  P,j  P.,  etc.  Si  par  exemple  on  feitass-^,  nss=i-,  Xssioo,  on 
trouvera  log  P|ck>  =  8.6430984,  et  P,oo=s 0.04^^9641  a;  c'est  (a  valeur  très 
approchée  du  10 1' terme  de  la  suite  dont  il  s'agit. 

;4«  devenons  au  calcul  effectif  des  coefficiens  P»,  Pc,  Pmi  etc.  Lorsque  a 
sera  assez  petit,  on  pourra  se  servir  des  formules  (11)  ou  (la)  indifférem- 
ment, pour  calculer  les  coefficiens  successifs  qui  seront  donnés  alors  par  des 
séries  convergentes^  mais  il  suffira  de  calculer  directement  par  ces  séries  les 
termes  alternatifs  P©,  P.,  P4,  Pe»  etc.,  et  on  en  déduira  les  intermédiaires 
Pi  9  Ps  >  Pb'9  etc^ ,  au  moyen  de  Téquation  (i  3)  qui  donne  en  général 

cette  équation  est  d'un  usage  également  sûr,  soit  que  a  soit  très  petit ,  soit 
qu'il  dinSre  très  peu  de  l'unité. 

Si  ou  se  Iiornait  à  calculer  les  deux  premiers  termes  Pq  ,  P«  par  les  séries 
qui  les  représentent,  et  qu'ensuite  on  se  servit  de  ces  deux  premiers  termes 
pour  calculer  les  suivant  par  l'équation  (i3),  les  erreurs  se  nnikiplieraieni 
dai^^  ces  diverses  opérations,  avec  d'autant  plus  dexapidité,  que  a  serait  plus 
petit.  En  effet,  les  erreurs  absolues  sur  P»,  P^,  P4,  etc.  pourraient  croître 

suivant  la  progression  -,  -;,  -5,  etc.;  et  comme  ces  termes  eux-mêmes  dé- 
croissent à  peu  près  suivant  la  progression  a,  a*j  a^^  etc.,  l'erreur  relative 
pourrait  augmenter  d'un  terme  au  suivant,  à  pei#près  dans  le  rapport  de  i  à 

^,  erreur  qui  ne  tarderait  pas  à  produire  des  résultats  entièrement  défectueux* 

Lorsque  a  sera  très  près  de  l'unité ,  les  séries  comprises  dans  les  formules 
(11)  et  (la)  seront  très  peu  oonvergenies^  et  il  faudra  en  calculer  un  grand 
nombre  de  termes  pour  avoir,  avec  nn  degré  d'approximation  suffisant,  les 
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deux  premiers  coefliciens  P^,  P,  ;  itiais  dans  ce  eas,  on  poorra  se  servir  de 
Téquation  (i3)  pour  calculer  les  coeffidens  suivans  P.,  Pa»  ^4?  etc.,  etilœ 
sera  pas  à  craindre  que  l'errsiir  augmente  nplafal^ment  d'un  terme  au 
suivant. 

i5.' Au  reste,  on  peut  éviter  les  longueurs  du  calcul  par  séries,  en  dëter- 
roinaut  les  deux  coefficiens  Po,  P,  par  les  quadratures  qui  reprëseeteni  les 

intégrales  •"  /  5?  >  "  /      ^     >  prises  depuis  ^  =  o  jusqu'à  Çzsz*7r.  Mais  dans 

le  cas  où  a  est  peu  différant  de  l'unité,  là  quantité  D  devient  très  petite  lors- 
que 9  est  très  petit;  ainsi  l'ordonuée  de  la  courbe  qu'il  &utquarrer,  si^i% 
très  grande  vers  l'origine  des  abscisses.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  nous 

observerons  que  l'inlégràîe  f      j^  ^  peut  en'  général  êlre  déterminée  par 

l'intégrale  /D*"*dlp  cos  A^,  puisqu'on  a  par  It  formule  (9) 

Soit  donc  /D*^^d^  cos  >jp  :=  tfMÇK)  ,  et  on  aura 

j\/^\  ».»-4- 1 ./»-f-a. . .  .71  + A  —  I  M(a) 

^  ^        A  — 7J.X  — 7>— i.A— n  — a. .  ..1  — 7»     (i— a')*""* 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  la  quantité  M(A)  pour  les  deux  valeurs 
^  :;;:;  0 ,  A  ;?:<  I ,  et  o^  aura  le3  deiu  coefficiens  cbercbéa 

p    Me     p    »  M, 


Or  quelque  petit  que  soit  i  — *a,  on  pourra,  toujours  trouver  parles  quadra- 
tures, des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  voudra  de  Mo  et  M,j  mais  pwK 
faciliter  les  calculs,  il  sera  bon  de  supposer  /i  >  i ,  afin  que  l'ordonnée  D"~* 
cos  A^  de  la  courbe  à  quarrer ,  reste  très  petite  lorsque  ^  =  o ,  ce  qui  n'arri-  . 
verait  pas  si  n  était  ^  i .  Gat(e  coqdition  au  reste  est  fecile  à  remplir  deiu» 
tous  les  cas;  car  on  verra  bientôt  que  Je  développement  de  D'^peut  toujours 
se  déduire,  par  un  calcul  très  simple»  du  développement  de  I>~^^\ 

16. 11  y  a  encore  une  autre  manière  de  calculer  les  coefficiens  P(A) ,  laquelle 
a  l'avantage  de  réussir  également  lorsque  a  est  très  petit  et  lorsqu'il  est  très 
près  de  l'unité.  Supposons  qu'on  veuille  prolonger  la  suite  Pp;  P|,  P^,  etp. 
jusqu'au  terme  P^.^j  on  calculera  directement  les  valeurs  de  A^mrr.  0  ^ 
A(m) ,  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

87.. 
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...         ,1»  »+A  .  ,  ».»+i   n+X.n+X+t    ,  .   ^ 
A(Si=.i+-^.^^+-^-^.    ^^^^^^    o^  +  etc, 

(•8) 

Ces  deux  termes  étant  connus,  on  en  déduira  tous  les  précédens,  depuis 
A(ii-— 3)^  A(/ii^-S)iL. .  • .«  jusqu'à  Ao^  au  moyen  de  la  formule  (i4)  qui 
donne 

A(A-.0  =  A(A)-|-a»[ACA)-A(X+i)]-H3f^^a'A(X+i). 
Il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 
D""  =  Ao  +  2a.  -  A,  cos  ^  -|-  3aV^*^        A^cos  2(p 

4- 2€fi. ^*'^      ''^-t-a  ^^  ^^^  j^ ^ ^^^^ 

et  ou  aura  le  développement  cherché  de  D~*. 

Dans  cette  méthode,  les  quantités  Ao,  A,^  A^,  etc.  sont  évaluées  avec  un 
degré  presqu'égal  d'exactitude,  parce  que  la  formule  dont  on  fait  usage  ne 
permet  pas  que  l'erreur  augmente  beaucoup  en  calculant  les  premiers  termes 
par  les  deux  derniers.  11  arrivera  donc  que  les  coefficiens  successifs  Po,  P», 
Pft  y  etc.  seroi^  déterminés  de  plus  en  plus  exactement  à  mesure  que  la  série 
se  prolonge  plus  loin  ;  car  les  erreurs  absolues  étant  les  mêmes  à  peu  près 
sur  les  coefficiens  A(A),  elles  seront  atténuées  progressivement  dans  le  rap- 
port de  I  k  Uy  sur  les  coefficiens  P(A.).  * 

17.  Ayant  représenté  le  développement  de  D"^  par  la  formule 

D"""=  Po  +•  2?^  cos  ^  +  2?^ cos  2^  +  2Ps  cos  5^  -f-  etc.  y 

supposons  qu'on  ait  semblablement 

D"""'  =  Qo  +  ^Qicos^  +  aQ^cos  2^  +  aQs  cos  5^  +  etc., 

Q(A)  étant  la  même  fonction  de  n  -(*  <  que  P(A)  est  de  /i.  Nous  allons  faire- 
voir  que  ces  deux  suites  se  déduisent  aisément  l'une  de  l'autre. 

En  efiet  »  si  on  différencie  la  quantité  V  =  ^^  >  on  aura 

r^  C^COSA^     , flgpC08(A+l)^  flgpCOgÇA— l)^ 

rfV  =  A.— gi hna. gj;:; na. ^^^ j 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  ^  =  o  jusqu'à  (p  ==  ^ ,  et  observant  que- 
dans  ces  limites  y  s'évanouit ,  il  viendra,  d'après  Inéquation  (i), 

.  o  =  AP(A)  +  /ia[Q(x+i)  — Q(x— i)], 


^ 
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ce  qui  donne 

(19) 

P(x  = 

[Q(x. 

-0- 

.Q(x. 

ainsi  on  a  successivemenl 

0- 

p.: 

=  na 

(Q.- 

Q.), 

P. 

na 

(Q.- 

•Q.), 

P.! 

-"  T 

(Q.- 

QO, 

etc. 
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A  l'égard  du  premier  terme  P»,  il  n'est  point  déterminé  par  cette  formule; 
mais  comme  on  "a  !>"■  s=s  (  i  -f-  n*  — •  aa  cos  ^)  D""*~* ,  si  on  multiplie  la  suite 
Qo  •+•  aQ,  cos  Ç  +  etc.  par  i  -f-  a*  — •  an  cos  ^,  et  qu'on  réduise  les  produits 
de  cosinus  en  cosinus  linéaires,  on  trouvera  que  le  terme  indépendant  de  ^ 
est  (i  +  ^*)  Q»  —  ^^Qi>  et  qu'ainsi  on  a 

(ao)  P«  =  (i+^')Qo  — ^^M 

Ces  formules  offrent,  comme  on  voit,  un  moyen  très  facile  de  déduire  les 
coefiSciens  Po  9  Pi  9  P»  9  etc.  qui  répondent  a  l'exposant  n ,  des  coeffidens 
supposés  connus  Q*»  Q19  Qa>  etc.  qui  répondent  à  l'exposant  /i  -f«  i. 

18.  Réciproquement  si  on  veut  déduire  les  coeffidens  Q(A)  qui  répondent 
à  l'exposant /i  + 1 9  des  coefficiens  P(X)  qui  répondent  à  l'exposant  n,  il 
faudra  d'abord  déterminer  Qo   et  Q.  au  moyen  de  trois  équations 

P,  =:  (i  +  a*)Q.  —  mQ., 
^P.  =  na{(lo  —  QO, 
(I  _  nf  Q.  =  l±^*Q.-(i  +  n)Qo. 

Ces  éqaatioDS  donnent 

(1  —  a»)*Q.  =  (i  +  a')Po  +  ^-a-P., 

(i  —  a')*Q.  =        '      aaPo  +  ^  (i  -f-«')P., 
ou  plus  simplement  encore 


Po  +  Î^P. 


mm 

(ai)  Qo  -H  Q.  =      (,  _«). 


»— I 


I. 
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Goonaissatit  Q«  et  Qi,  on  calculera  les  termes  suivans  Q»,  Qs,  etc.^  au 
moyen  de  Téquation  (i3),  dans  laquelle  il  faudra  changer  n  en  /s-(*i  ^^ 
P(X)  en  Q(A),  ce  qui  donnera 

(22)         (A  — /i)Q(A+i)  =  i±^AQ(X)  — (A-H/i)Q(A  — i). 


19.  Mais  on  peut  pour  le  même. objet  coMtruire  des  formules  plus  com- 
modes et  qui  serviront  à  calculer  immédiatement  les  coefEciens  Q  (A.) , 
Q(A+  i),  par  le  moyen  des  coefficiens  correspondans  P(A.),  P(A+  i), 
P(X-i). 

Pour  cela  je  tire  de  l'équation  (19)» 

XP(A) »  iM  [Q(X ~  0  —  QC* >  >)]♦ 
(A+  i)  P(A-|-  i)  «  I»  [Q(X>-^Q(^+a)]. 

D'ailleurs  l'ëquation  (2a)  donne 

(A  -  n)   Q(A+i)  =  i^AQ(A)— (X-f-»)Q(A— 0, 

(A^,^n)Q(A+:,)  =  i±fr(A+i)Q(A+0-(A+i+n)Q(X). 

Dé  là  rëtnltent  dem  valeurs  de  Q(A)  exprimées,  l'une  par  les  deux  termes 
P(A),  P  (X  -f- 1)  ,  l'antre  par  les  deux  termes  P(A-f-i),  P(A)  ;  ces  valeurs 
sont 

OCA^  =  (>+»  —  0  aaP(A-  0-  (A~  »)(i  +a^PM 

La  combinaison  de  ces  deux  formule»  en  donna  une  troisième  plus  commode 
dans  la  pratique ,  savoir  : 

ê 

Dans  le  cas  de  M^^ly  celte  formula  se  simplifie  et  donpe  ce  résultat 
remarquable , 

(25)  Q(x)  =:^-^.(2X-J3j)[P(x-,)-P(xH-,)]. 

20.  Nous  observerons  que  les  équations  (14)  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  suivante,  plus  commode  pour  le  calcul  numérique^ 


/ 


• 


i 
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Dans  le  cas  de  n=j,  ces  foromlet  se  shuptifient  encore  et  deviennent 

QW  -  Q(^  +  0  =  ^[PWH-P(^H-')3. 

Le  cas  de  /i  =  ^qui  donne  Heu  à  diverses  simplifications,  est  celui  qui  s'ap- 
plique spécialement  au  calcul  des  perturbations  des  planètes;  il  est  suscep- 
tible d'être  résolu  complètement  par  les  fonctions  elliptiques. 

ai.  En  effet,  si  l'on  suppose  ^  =  ^  —  a*^  et  c* s^  /  X-   \*  ^^  •^^•-  •  •  • 

D  =  (i+a)»(i  — c*sin*4)>  et  les  valeurs  de  Po^et  P| ,  données  par  la 
formule  (i),  seront 

p  _•    1  r  ^^ 

•  xj   (1+a)  1/(1— c'sm*^)'  r4'  =  o 

'  i^  J   (1  -f  a)  V/(i  —  c*  sin*  +)  ^ 

or,  par  Part.  307,  tom.  I,  on  trouve 

p  aF'c 

*^'  ~  *aCi  +a) 

Les  fonctions  complètes  F'c ,  E'c  sont  rapportées  au  module  c  ;  mais  il 
conviendra  de  les  exprimer  par  de»  fonctions  semblables  rapportées  au  mo- 
dule co  =  a ,  puisqu'on  a  £?  =  rjr-  Or  par  les  formules  de  l'article  déjà 
.  cité,  on  a 

E'c  =  (i+i  )E'c*  —  iF'c  =  j-^  E'a— (i  — ii)F"a, 

valeurs  qui,   étajtt  substituées  daxB  les  formules  (^8),  doMMit  plus  sim- 
plement 

-  P,  =  -  (F'a  —  E'«). 

^.  Nous  rappellerons  ici  que  pour  calculer  les  quantités  F*<i,  £'â,  .il 
faut  d'abord  former  la  suite  décroissante  a,  a* y  a^^^y  â''''%  etc.,  par  la  même 
kn  c^'k'Mite'des  modttled  c,  tfy  e^,  etc.  f^iàant  ensuite 
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H=K(f  +  =^  +  e!2^+e.c.), 
on  aura,  suivant  les  formules  démontrées  dans  le  tome  1, 

E'a  =  -K(i— io-)  —'-Yl.iif. 

De  là  résultent  ces  valeurs   très  simples  des  deux  premiers  coefficiens 

Po,  P., 

P.  =  K, 

P.  =  ;(K+H);    • 

ensuite  par  l'équation  (  1 5)  on  trouve  le  troisième  coefficient 

P.  =  {oP,  +  5H. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (31)  et  (aa) ,  on  en  déduira  les 
valeura  suivantes  des  trois  premiers  coeffidens  Qo,  Q,,  Q.,  nécessaires  au 
développement  de  D"*, 

Q.  =  Q. -K-H, 

Q,  =  ■Q'+JQ-, 


Ces  formules  sont  disposées  de  manière  à  rendre  le  calcul  numérique  des  * 
premiers  coeOïciens  aussi  facile  qu'il  est  possible.  Nous  en  donnerons  lûen- 
tât  des  exemples. 

Les  valeurs  précédentes  supposent  que  la  différence  i  —  a  n'est  pas  très 
petite,  et  dans  cette  hypothèse  on  n'aura  jamais  h  calculer  qu'un  petit 
nombre  de  termes  de  la  suite  a,  a°^  O",  etc.,  pour  parvenir  à  des  résultats 
ausû  approchés  qu'on  voudra.  S'il  arrivait  que  i  -^  a  fôt  très  petit,  on 
ièrait  usage  des  formules  (a8),  où  i-^c  est  encore  beaucoap  plus  petit 
que  i-^a,  et  on  substituerait  dans  ces  formules  les  valeurs  de  F'c  et  E'c, 
calculées  suivant  les  méthodes  que  prescrit  pour  ce  cas  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

a3.  Nous  avons  ftiit  voir  quels  sont  les  procédés  les  plus  nmples  pour  cal- 
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cùler  les  divers  coefficiens  P(A.),  Q(A),  qui  servent  à  développer  les  deux 
puissances  consëculives  D~",  D*"""*.  Si  on  avait  à  développer  un  plus  grand 
nombre  de  puissances  successives,  telles  que  D~",  D^*""*,  D*"*"^,  D"^""', 
on  commaicerait  par  la  puissance  la  plus  élevée,  et  faisant  o=  #?t -|-  3»  on 
calculerait  les  coefficiens  successif  P«,  P,,  P^,  etc.,  qui  répondent  à  cette 
valeur  de  n. 

Connaissant  le  développement  de  D""',  il  &udra  en  déduire  successive- 
ment celui  des  puissances  précédentes  D""""*"*,  D^""*"*,  etc.  Pour  cela  il  faut 
observer  que  si  on  a  ^ard  à  la  variabilité  de  /i ,  la  fonction  PfA)  devient  une 
fonction  de  deux  variables  et  devra  être  désignée  par  P(A,  n).  Or  les  coeffi- 
ciens P(X,  n  —  i)  se  déduisent  des  coefficiens  P(X ,  njau  moyen  de  la  formule 
(19),  qui  peut  être  exprimée  ainsi  : 

(5Ô)  P(A,  /i—  1)  ==  ÇîLlLîIf  [P(A  —  I ,  n)  —  P(A  -f.  1 ,  n)]. 

Cette  formule  ne  ferait  pas  connaître  la  valeur  de  P(o,  n —  i)^  on  y  supplée 
par  Péquation  (11),  qui  donne 

(50  P(o,ii— l)  =  (i+^*)PCo,«)  — 2aP(i,/i). 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  déterminera  les  coefficiens  P(A,  /i*—  i), 
en  supposant  connus  les  coefficiens  P(A,  n)  ;  on  calculera  de  même  les  ooef- 
ficiens  P(A,  »—  2),  par  le  moyen  des  coefficiens  P(A,  n—  i),  et  ainsi  en 
rétrogradant,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  les  coefficiens  de  toutes  les  puissances  de 
D  dont  on  demande  le  développement* 

Nous  proposons  de  commencer  par  la  puissance  la  plus  haute,  parce  que 
les  puissances  inférieures  se  déduisent  avec  facilité  des  supérieures,  au  moyen 
des  formules  (So)  et  (3i). 

a4-  On  pourra  aussi,  si  on  le  juge  à  propos,  suivre  une  marche  inverse, 
c'est-à-dire  calculer  les  coefficiens  P(A,  ^+0.  P^^  !^  moyen  des  coefficiens 
P(A ,  n)  supposés  connus.  C^est  ce  qu'on  exécutera  par  les  formules  (26) ,  qui 
peuvent  être  mises  sous  cette  forme  : 

Il  est  visible  que  les  mêmes  formules  serviront  à  déduire  les  coefficiens 
P(A,  »•+•  2)  des  coefficiens  P(A ,  w-H  i);  ainsi  le  développement  connu  de 
D"^  fera  connaître  le  développement  des  puissances  successives  D"^,  D^*rn*, 

■•,  etc. 
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a5.  On  a  vu  que  deax  transcendantes  connues  dans  la  soîte  Po^  P. , 
P«9  etc.,  suffisent  pour  déterminer  toutes  les  autres  représentées  par  P(A) 
ou  P(X,  n)y  et  par  conséquent  pour  avoir  le  dévrioppemeut  complet  de  D^. 
Ces  deux  mêmes  transcendantes  suffiront  donc  aussi  pour  déterminer  tous 
les  coefiidens  représentés  par  P(A,  ndbk)j  et  par  conséquent  pour  avoir  le 
développement  de  la  puissance  D~*^^,  k  étant  un  entier  quelconque. 

De  plus,  si  Pon  compare  entr'elles  les  deux  valeurs  de  A(A]  oîa  A(X,  n)^ 
données  par  les  formules  (i8),  on  trouvera  immédiatement 

A(A,  n)  =  (i  —  a*}'-"  A(A,  I  —  n)i 
d'où  résulte  la  formule 

^^^J  P(A,  1— ») I-.W.2— ».3— l»....A— /»^'  ^  » 

laquelle  revient  k  l'équation  (9).  En  vertu  de  ce  théorème ,  on  connattra  tou*- 
jours  exactement  le  rapport  des  deux  fonctions  P(A,  /i),  P(A,  i  ->— 19);  de 
sorte  que  l'une  peut  être  déterminée  par  l'autre.  Ainsi  le  développement  de 
D~*+»  peut  être  déduit  immédiatement  du  développement  de  D""*,  et  réci- 
proquement* 

Donc  les  deux  transcendantes  qui  suffisent  pour  déterminer  en  général 
les  diverses  valeurs  du  coefficient  P(A,  n),  suffiront  aussi  pour  déterminer 
toutes  les  valeurs  du  coefficient  P(A,  i— /s),  et  par  conséquent  encore 
toutes  celles  du  coefficient  P(A,dbA:*— n),  k  étant  un  nombre  entier 
quelconque. 

G)mbinant  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a  déjà  trouvé,  on  voit  que  les 
deux  transcendantes  qui  servent  à  former  le  développement  com](ilet  de 
D"**,  suffisent  en  même  temps  a  former  le  développement  tant  de  la  puis« 
sance  D"""'^*^  que  de  la  puissance  D"^*,  A:  étant  un  entier  quelconque. 

§  III.  Application  de  la  théorie  précédente  aux  cas  de  n=7e^n=|,oilt 
Pon  montre  t usage  des  fonctions  elliptiques  pqur  faciliier  le  calcul 
numérique  des  coefficiens, 

a6.  Exemple  I.  Soit  a=-r»>  et  soit  proposé  de  développer  les  deux 
imissances  D  *,  D~*;  le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  des  ooefficiens 


successifs,  jusqu'à  ce  qu'ils  deviennent  trop  petits  pour  entrer  dans  le  to^* 
ordre  de  décimales. 


SECTION  I. 
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n^,iy 

P(Nl)- 

0 

i.ooaSi  4^6oQ  loo 

I.03385  64089  598 

I 

o.o5oi8  86804  878 

o.i5a85  40606  97a 

2 

•0.00576  57385  145 

0.01908  37993  044 

5 

5i  38764  871 

aaa  49381  2/^ 

4 

2  74676  494 

a5  03099  791 

5 

3473a  g6o 

3  75161  704 

6 

3a66  407 

39803  833 

7 

310  461 

3193  836 

8 

19  733 

339  aoS 

9 

1  864 

35  756 

lO 

• 

3  759 

55t 


Les  termes  de  la  seconde  colonne  ont  été  calculés  par  la  formule  (i  i),  en 
faisant  nss-l,  et  donnant  à  A  les  valeurs  paires  o,  2,  4^  ^y^^9  to;  on  en 
a  déduit  les  termes  intermédiaires  par  la  formule  de*l'art.  14.  Li  seconde 
colonne  étant  ainsi  formée,  on  s'en  est  servi  pour  calculer  la  première  au 
moyen  des  formules  (3o)  et  (3i).  On  connaît  donc  par  ce  petit  tableau, 

le  développement  des  deux  puissances  conséoutives  D'^  .  D~%  pour  le  cas 
dea=s-^;  de  manière  que  l'erreur  de  la  série  ne  pourra  jamais  s'ékver  à  une 
unité  décimale  du  dilîème  isftàte. 

2'j.  Exemple  II.  Soititsssx,  et  soit   proposé  de  développer  les  deux 

puissances  D^*,  D***. 

On  pourrait  exécuter  ks  eakuls  conme  dans  feieople  prëoédent,  parce 
que  les  suites  tirées  de  la  formule  (i  i)  seraient  encore  suffisamment  con* 
yergentes;  mais  si  on  v.eut  obtenir  des  résultats  exacts  jusqu^à  la  douzième 
décimale  environ ,  on  y  parviendra  plus  promplement  par  les  fondules .  de 
Fart.  22. 

En  prenant  pour  module  <nte  -^  '^^  ^°  g  i^  théorie  doo  15afeUone^rfilîp- 
tiques  donne  les  valeurs  suivantes  : 

R  a*  1.07318  30071  494» 
H  =s  0.03855  03887  o4i^ 

de  là  on  déduit,  par  les  formules  de  l'article  cité, 

88.. 
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P(o,  7)  =:  1.07318  20071  494 

P(i,  i)  *=  0.27795  30989  654 
P(2,  i)  =  0.10549  44958  892 


P(o,  1)  =  1.89074  56177  5o5 
P(i,  I)  =  1.39035  ooi5o  137 

P(2,   I)   =   0.77901    33318    770 

On  continnerale  calcul  des-  quantités  P(Xy  |)  par  la  formule 

(ax  -  ,)  P(x+  1 ,  I)  =  5xP(x,  I)  -  (3X  H.  1)  P(x  -  i,  i), 

et  on  en  déduira  les  valeurs  de  P(X,  {)  par  la  formule  (5o))  ce  qui  don- 
nera les  séries  de  ces  coefficiens,  comme  on  les  voit  dans  le  tableau  svv 
vant  : 


P(S  i)' 


0 
I 

2 

3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 
10 

II 

1:2 


I. 07518 
0.27795 

o .10549 
0.044^2 

0.0194^ 
o . 00876 

o. 00402 

0.00187 

o . 00087 

0.00041 
0.00019 

0.00009 


20071 

50989 

44958 
91524 
55009 
28991 
57244 
07572 
78725 
49^57 
72258 
41871 


494 

654 

892 

002 
568 
059 
696 
266 
217 
925 
5i8 
684 


P(Sl). 


I .89074  56177 
1.29025  ooi5o 
0.77901  52218 
0.44629  4o479 
0.24826  5655o 
o.i555i  80529 
0.07500  565o9 
0.05894  86456 

0.02062  444^^ 

o.oio85  67515 
o .00568  75521 
0.00296  76972 
0.00154  55167 


^■<r^^ 


28.  On  peut  vérifier  ces  résultats  en  calculant  les  derniers  termes 
P(ii,  5),  P(i2, 1)  par  la  formule  (ii),  ou  encore  mieux  pr  la  valeur 
de  P(x)  que  fournît  l'équation  (i6),  savoir  : 


PW 


(34) 


'        1.2. ..A         11  —(^yv  '^~~r  '  T^  '  •;:zr* 

"^         1.2  •  A+i.A+2  •  (i  —a^y+^^y- 

On  trouvera  de  cette  manière ,  en  poussant  rapprosimation  jusqu'à  la  trei* 
zième  décimale  ^ 
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P(ll,  J)  =5  0.00009  41871  680, 

P(i3,  })  =  o.ooi54  33167  407- 

L'erreur  des  résultats  précédens  ne  se  ùl\%  donc  remarquer  que  dans  le 
I  !"•  ordre  de  décimales  sur  P(ïa,  |),  et  dan^^  le  1 3""* seulement  sur  P(i  i ,  -y). 
Elle  pourrait  élre  plus  considérable,  sans  qu'il  y  eût  une  erreur  d'une  unité 
sur  la  dernière  décimale  des  yaleors  de  Pq,  P, ,  P»,  d'où  l'on  a  déduit  toutes 
les  suivantes  P3,  P4,  etc.,  parce  que  la  formule  (i3)  qui  sert  à  faire  ces 
calculs,  a  l'inconvénient,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  de  &ire 
croitre  les  erreurs  absolues  suivant  une  prc^ression  à  peu  près  géométrique 

dont  la  raison  est  au  moins  -  ;  d'où  il  suit  qu'après  un  nombre  de  termes 

peu  considérable ,  les  résultats  deviendraient  entièrement  défectueux.  C'est 
au  reste  ce  qu'on  éviterait  en  suivant  la  route  indiquée  art.  16  ^  mais  les  cal* 
culs  seraient  plus  longs. 

En  jetant  un  coup  d'œil  sur  le  tableau  précédent  ,^  on  yoit  que  les  deux 
séries  tendent  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  progression  géomé- 
trique dont  la  raison  est  ^  ou  a.  On  prévoit  dès  lors  de  quelle  grandeur  à 
peu  près  seraient  des  termes  beaucoup  plus  éloignés,  tels  que P (ai,  j)y 
T?(22^  I)  ;  ces  termes  se  trouveront  directement,  et  avec  une  approxima-- 
tion  assez  grande,  par  la  formule  (17)  qui  donne 

;    P(2i,  i)  =  0.0000000671  35, 
P(^2,  f)  =0.00000, i4iao5>. 

On  voit  de  cette  manière  jusqu'où  il  faut  prôlcolger  les  dieux  suites,  pour 
que  les  termes  deviennent  plus  petits  qn\tne  limite  donnée. 

^g.  Exemple  III.  Soit  tf  =  o; 72533^5,  et  soit  proposé,  de  développer 

jusqu'à  neuf  ou  dix  termes  les  puissances  D"*,   D""»» 

On  calculera  d'abord ,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  modules 
décrcHssans  a^  ç(*y  a*®,  etc. ,  et  leurs  com.plémens  hyh*y  b^y  etc.  j.  ce  qui  don- 
nera les  logarithmes  suivàns  :  ,  , 

a 9.85955  78587  0774  h 9.959^6  37458  41  Sa 

«•....  9.26264  55j74  3980  .  ,(.(.&•«:•:••>  9-199?59  66675  9680 

a-....  7.93060  24a35  4993     '  .   .**V2---  9-99998  4"57  9754 

ar^^...  5.35916  o63i8  3j09  b^^...  9.99999  9Ç|999^837^ 

^•^•.. .  7.93323 /oiS436  ^^3^7    /,      J**^... .  0.00060  00006  0060V 

On  v<»t  que,  quoique  asoit.asset  prèa.de  l'unité,  il  ne  faut  cependant;  pro-, 
longer  la  suite  d^  .  niodl^lea  qui$: .  {.^fqq'^^u  .<|^at|ièim  tei^n^i  f^u^r^^^Qii; 
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les  quantités  cherchées  &  et  H  approchées  jusqu'à   la   quatorzième  dé- 
dmale. 

Galoolant  en  effet  ces  quantités  par  ks  formules  K  sa  t/Q  .  b""  if^^'b^^^X 


H 


K(i  +  î^  + 


8 


). 


on  aura 


log  K  =  0.07670  65787  4070, 
K  =  1.19518  71668  9482, 
H  =  0.10969.094^4  8484.  • 

En  partant  de  ces  valeurs,  et  suivant  la  même  marche  que  dans  l'exemple 
précédent ,  nous  avotis  formé  le  tableau  suivant  qui  contient  les  valeurs  des 
coefficiena  dalbulés  avec  dia  déoîmalet,  jusqu'au  neuvième  ou  dixième 
terme. 


2 
5 

4 

5 
6 

7 


1.19318  71669 
0.47130  69097 
0.1^6578  9766$ 

0.16167  14479 
<^/io3$9  4^SS& 
o.o»j79  3^599 
0^045^8  70701 
o  .03047  217436 
0.02073  ooSôS* 


4-99636 
4.4558? 
5.69358 
3.97708 
3.35a33 
1.85355 
i*4i5o9 
1.98390 
o . 83539 
o. 63536 


2953Ô 
71735 

48434 
98367 
94435 
^4847 
40953 
91673* 

83x54 

34889 


Le  peu  de  céiive^ci^ce  de  ces  séiieft  MigeMdt  qii'eBes  ftisdent  poussées 
très  loin ,  pour  que  les  coeiEciens  devinssent  ilégligeablea.  On  en  jugera 
par  la  Ibroduk  (t7},^qui|  étaAt  appliquée  au  cas;  de  AxscSo,  donne 

P(5o,  i)  aa  d.ooooo  OOÏoS  78$, 

.P(5o,  I)  ssa'd. 00000  11659  5Ô5. 

5o.  Puisque  la  théorie  dés  fonctions  elliptiques  peut  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  coèfficléns  P(A,  7)  et  Ï^(X,  7),  dans  lé  cas  où  ^  est 
très  peu  dtflUrtfnt  de  funité/il  itnportê  d^ejtatmnêi^  wtù  SQin  k»  consé- 
<iuetice^  ttkérièUi^èè  dù'on  pMurMdt  idéduiife  de  WtM  tbénie;- 
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■    i       '  -.-l     .-     • 

Soit  donc  proposée  la  quanUtéD»sb(i+ a'— i«cos^)'j  je  fâis  ^sa^ 

—  w ,  c  =  î^,  et  f ai  D*  =  (i  4"  a).  C»  — <^  sin'  4)*  ou  I>*  =  (»  +«)  a, 

en  faisant  A=  v/(i  —  c'  sin'  '^). 

Du  module  c  qui  a   pour  oon^ément  £=»  v^(x-*c*),  on  déduit  le 

module  suivante*  par  la  formule  c^ss--^^^  laquelle  donne  dans  ce   c^ 

c*  =  n  ,  et  son  complément  &•  =  v/  (i  —a*).  Si  ensuite  on  prend  une  nou- 
velle^mplitude  4*  qui  satisfasse  &  ^équation  trigonométrique  tang  (%|/*-«^4)=  . 
étang 4/,  ou  qui  soit  domiée  par  la  suite 

4*=:i4'~^.®^"^  ^4  +  »  ^*  s^°  4*4^ — ^jo^sin  64  +  etc., 
on  aura  la  transformée  suivante,  où  A*  représente  l/Ci^— t?**  sin'  4**)> 

c»  cos  4'**  +  A« 

de  là  on  tire^  en  observant  que  c*  ==â, 

D'   =  A*  +  fl  cos  4% 
(55)  p"^_  A^-^co*4" 

1— a* 

Mais  si  on  fait  ii*  s=  7X^^E^>  D'=i+a*»'— an*  cos  ^%  (p*=:a4^ 
on  aura  setnblablement  (D*)'^  ssf  (t  4.rf*)A^,  pu  A*^s=  7^7^75  dohc  D>^ 

ou       ' 

(36)        (,+a«-;iiicosÇ))  '=  i (,^^)(,^^       .  /  -- 

3i.  La  relation  directe  entre  ç""  et  ^,  par  laquelle  on. obtifiDt  ce tl^  traDS- 
formation,  est  contenue  dans  l'équation 

tang  (t  «>  *- îr)  «  *  col.y  ^ - 

Mais  pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  à  ambiguité,  quand  on  veut  déterminer  ^* 
par  le  moyen  de  ip ,  il  faut  imagifuer  que  f  arc  ip  augmente  iûâéflifiiïient  de^ 
puis  la  valeur  zéro  jusqu'à  tant  de  circonférences  qu'on  voudra.  Cela  posé, 
l'arc  ^*  devra  satisfeif e  k  l'équation  tin  (^  +  fTT -•' ^ip*)  ts=  rf sin (^ *^i9^) ; 
d'où  l'on  voit  qu'en  désignant  par  6  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  a  pour 
sinu»,  la  quantité  ^4^itr— î^^  dera  toujours  neir^raée  entré 4e9- limites 
+  6  et  —  0 ,  de  sorte  qu'on  pourra  supposer  (p^  s=s  2Ç  ^yr  -^  ^  sin  A ,  A  étant 
un  angle  qui  vme  av«c  f }  cWatltsi  oeiqui  téiâlfe  de  la  isérie 
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^^*  =  ^  +  ^  +  a  sin  ^  +  3^*  sin  2^  +  ^â'  sin  3^  H*  etc. 

Maintenant  comme  o^  sera  toujours  plus  petit  que  a,  puisqu'on  a 

ûPz=:   'TY/y~^^.j  la  fonction  (D*)*  se  développera  en  une  suite 

Lo4-  aLj'Cos  ^•-|-  aL^  cos  a^®  H-  aLj  cos  3^  +  etc. , 

dans  laquelle  le  coefficient  lJ(k)  est  en  général  la  valeur  de  la  fonction  V{ty  n)^ 
lorsqu'on  fait  /i=:— ^  et  qu'on  met  à^  au  lieu  de  a. 

Dans  le  cas  de  l'exemple  III,  on  a  a^=o.i83o8;  ainsi  la  suite  L^,  L», 

L.,  etc.,  doit  être  fort  convergente;  on  trouve  en  effet  le  terme 

Lxo  =  0.00000  00007  755. 

Cette  suite  étant  trouvée,  le  développement  de  D~*,  ordonné  suivant  les 
cosinus  des  multiples  de  ^^  y  sera 

On  pourrait,  pour  plus  de  symétrie,  mettre  au  lieu  du  terme  a^a^,àu{f% 
sa  valeur 

4i/g**/  2  008^*  2C08  2y  2  COS  3f  |      ^. 

îr"\  1.3.  3.5  5.7  /' 

mais  cette  suite  n'étant  pas  suffisamment  convei|;ente  y  il  vaut  mieux  ne  rien 
changer  à  la  formule.  ^ 

52.  Si  on  voulait  avoir  le  développement  dé  D"*,  on  le  déduirait  aisément 

de  l'équation  (i  —  n*)  D"*  =  A*—  a  cos  4**>    q^ »  étant   élevée   au   cube, 
donne 

(i  _ a*)«D"'^ë=:  A*(A»H- 5^ cos»40  —  acos4*(5A^+  a^cos*^*). 
Mais  on  a  A*'i=:  i  •—  a*+  a^  cos*  4*  >  d'où  • 

A*(A*»-(-  3a*  cos*4«)  =  3A<>«—  3  (i  —  a*)  A% 

a  cos  4''(3A*»+ «•cos*4*)  =5=  /i^cos  54*+3acos4*î 
donc 

(i  — a*)«D""'  =  4A^«— 3(i  — a»)A*+3aco84«+tf»ooa54^ 
Substituant  les  valeurs  A^  ==  ^^y  4""=^ +i  ^°>  il  vient  enfin , 

(i  —  a-\^D''-  ~    4(D;')\  _ 3(i-a>)(iy>)i        K^   .„  .  ^    .    ^  .„  s  ^ 

-.-    '     r  •  •  • 

Or  on  a  déjà  fait  (D"")*  ssU4-aL.cos^*-|-aUcos2^+aL,oos3f»H-et€.; 
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supposons  qu'on  ait  semblablement 

(D")»  =  M,-f-  aM,  cos  ^^  -f-  2M,  cos  a^^-f*  aM,  cos  5<p° + etc. , 

on  pourra  déterminer  les  coefficiens  M,,  M,,  M„  etc.  d'après  les  formules 
(i  7)  qui  donnent  : 

M,  =  (i  4-  a»*)  L,  —  aa'L.., 

M.  =:-|a«(U-L.), 
M.  =  -|a»(L.  —  L,), 

M,  =  -|a«(L. -LO, 
etc. 

On  connaîtra  donc  le  développement  de  D~*par  l'équation 

(  I  —  «')*  D  ^^^TTZ^^zi^^ + ^M,  cos (p*  +  2M,cos  2(p®  +  ^Ms cos  5^* -h  etc.) 

(38)  loT^^^* + ^^»  ^^^  (p^ +3L.  cos  2(p^-4-  aLs  cos5^**H-  etc.) 

—  5asin7^*+ii*8in|^*, 

et  ces  séries  exprimées  par  l'angle  (p^,  seront  en  général  beaucoup  plus  con<- 
vergentes  que  celles  qui  sont  exprimées  immédiatement  par  l'angle  ^. 

55.  On  pourrait  ultérieurem^t  réduire  le  développement  de  D**  à  celui 

de  (D^"")^,  dans  lequel  les  coefficiens  décroîtraient  encore  plus  rapidement, 
puisque  a^^  est  beaucoup  plus  petit  que  a*,  et  il  serait  facile  de  continuer  a 
volonté  ces  réductions.  On  a  en  effet  les  équations  successives: 

(!>»)•  s=  -  a- sin  i  (p- +  ^-^   (D-f , 

(D-)»  =  -  a-sin  i  (P-+  j^  (D-f , 
etc. 

d'où  résultent  ces  valeurs  de  (i  —  a*)  D"*, 

(X  -a-)D-'=:«sini<p--  ^sinl^".:h~^^(D-)-, 

(1  —  «•)D"*  •  =  ûsin  i<f)'  —  2i^  sin  i<p-—  ^ï-^  gin  J  (p-' 

etc. 
T.- IL  89 
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Mais  à  cause  du  décroissement  très  rapide  de  la  suite 41^  a*,  n^^  é^ ,  etc.  , 
les  quantités  D""^  D**,  !>•",  etc.  tendront  non  moins  rapidement  vers  leur 

limite  qui  est  l'unité;  et  à  ce  terme,  le  produit  —7-  .  ^-5?  •  ^w^oœ 
sera  ce  que  nous  avons  désigné  par  ^,  donc  on  aura  généralement , 


etc. 


(59)  (r-aOD--'=l-Hiisini(r-^^inîr 


aX/a'^a!^ 


L/fk—o 


smicp 


etc. 


Cette  formule  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle  qui  donne  la  valeur  d'un  arc 
d'ellipse;  elle  forme  une  suite  très  convergente  dont  il  suffira  toujours  de 
prendre  un  petit  nombre  de  termes,  et  au  moyen  de  laquelle  on  exprimera  en 

quelque  sorte  rationnellement,  la  quantité  irrçitionnelle  (i-|-a*— ancosç)""*. 
Mais  ce  développement  a  l'inconvénient  d'être  formé  avec  des  variables  (p*, 
^^,  etc.,  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  et  par  cette  raison,  la  for- 
mule est  plus  curieuse  qu'utile.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'on  s'en  tient 
à  la  première  transformation,  et  il  est  permis  de  croire  que  l'expression  que 

nous  avons  donnée  de  D~'  en  fonction  de  l'amplitude  ^'*,  pourrait  s'appli- 
quer utilement  dans  quelques  cas  difficiles  de  la  théorie  des  perturbations 
des  planètes. 

54.  Si  l'on  fait  (p  =  o,  il  en  résulte  (p*  =  7r,  (p*^*=r37r,  ^^^'ssyTT,  etc., 
et  l'équation  (Sg)  donne 


I  '11  a\/a^ 


a^a^à''' 


+ 


a  ^  a^ar'cc 


»o>.oo>.oo« 


8 


+  etc. 


Ainsi  on  a  en  général  cette  valeur  de  4*  - 


i  =  » 


a|/d» 


4  8 


Cette  formule  qui  résulterait  également  de  la  supposition  ^  =  ^,  peut  se 
déduire  facilement  des  formules  déjà  connues;  en  effet  on  a  û=-  _?K« 


^=,  +tt'>»*  ^^'î  ^^'^^^  ^^^  différens  termes  de  la  suite  précédente  peuvent 
s'exprimer  comme  il  suit  : 


On  aura  donc 


,00 


a 


000 
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Cette  série,  selon  qu'on  Farrête  au  2""  terme,  au  5"%  au  4°"%  etc.,  donne 
successivement  les  résultats  : 

II  ^  ê^ 

i  +a^^   i+a'>.i  +  ar^    i+^7i+a^Vi-f- a«»^' 

Ainsi  on  aura  en  général  K=(i+a^)  (i  +  ^  (,^+^'*^)y  etc.,  ce  qui 
est  la  valeur  connuç  de  cette  quantité. 

$  IV.  Cakui  des  cœjfficiens  différentieh  àe  la- fonction  P(X,.u)^  enjàkant 

varier  a. 

35.  Proposons-nous,  maintenant  d/s  trouver  1q9.  eoi^Eu^ieiifr  dîfiereAlâcla  de 
la  fonction  P( A),  prjU  par  caj^port  à  €L 

Puisqu'on  a  en  génét'al  P-(x)  =  -  f^—y  si  ou  différencie  cette  équa- 
tion par  rapport  à  a,  on  aura 

ou 

dP{x)  ^^^n  f  rd^CQs{x — i)^  c^  cos  (A+  1)  ^        zad^  cos  Af  \ 

Appelons  comme  ci-<lessus  Q  (x)  ce  que  devient  la  fonction  P(x)  lorsque 
n  se  change  en  /z  +  i ,  nous  aurons 

Ainsi  en  supposant  connus  les  coefficifEms  Q.^  Qt>Q%9,Qto.,qui  appartiennrot 
au  développement  de  I>*"~~' ,  on  connaîtra  les  valeui:^  successives  du  coejffi- 

cient  différentiel     ,  -  ;  il  n'y  a  pas  même  lieu  à  esoepter  le  cas  de  Xs=so, 

parce  qu'alors  on  a  Q(-^i)sa»Q,,  et  qu'ainsi  la  formule  (4o)  donne 

^  =  «(aQ.-.a«Q,). 

36.  Si  l'on  veut  déterminer  les  coefficiens  différentiels     y^ ^  sans  sup- 

poser  la  connaissance  des  coefficiens  P(A,  /i-f-i)  q^  répondent  i  l'expo- 
sant /!+  1 9  et  que  nouf^  avons  désigné^  par  Q^x),  vmci  cûipin£3it  on  pourra 
y  parvenir.  ^ 

89^ 


•  • 
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L'équation  (19)  étant  mise  sous  cette  forme 

^P(x)=:a[Q(x-i)-Q(x+i)], 

si  on  la  différencie  par  rapport  à  ^,  on  aura 

substituant  au  lieu  de  —^j-^  j  sa  valeur  donnée  par  l'équation   (4o) ,  on 
trouve 

da  da  a  ^\  r 

Puisque  n  n'entre  pas  dans  cette  équation ,  on  peut  mettre  P  (x)  au  lieu 
de  Q(x)9  et  on  aura  également  cette  formule  générale  : 

(Al)     ^(A  — 0  cflP(A+0_(A-^OP(A— 0-KA+I)P(A  +  i)         ^^p/.N 

^^  ^  da  da  a  ^  ^* 

£Ue  donne  successivement' 

etc. 
d'où  l'on  voit  que ,   pour  calculer   les   coefficiens   différentiels  successifs 
-r-,  -gr- ,  -^ ,  -^ ,  etc. ,  il  sumt  de  connaître  les  deux  premiers  -^ ,  ■^. 

37.  On  a  pour  cet  effet  les  deux  équations 

§t  =  «  (aQ.  -  aflQO , 

^  =  „(Q.  +  Q.-a«Q.), 

dans  lesquelles  il  faut  substituer  les  valeurs  de  Qo,  Qo  Q»)  exprimées  en 
Po  et  P,,  d'après  les  équations  du  n""  i8  ;  cette  substitution  donne 
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Mais  on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante  y  plus  commode 
pour  le  calcul  numérique, 

Ces  formules  se  simplifient  encore  dans  le  cas  de  /»  =  i ,  et  donnent 

^^^^  da  ~"  "737*    '      cfo  ~"  â  •  db  ' 

c'est  aussi  ce  qu'on  trouverait  immédiatement  par  la  difierentiation  des  équa- 

tions  (29),  en  observant  qu  on  a^  =  — ^(,_^.)    '>  ■;^=~â^  ^^  )• 

58.  Si  on  veut  avoir  la  valeur  générale  du  coefficient  différentiel  ■    )\    , 

exprimée  par  les  fonctions  P  seulement,  on  la  déduira  aisément  des  équa- 
tions (40)  et  (23);  mais  voici  un  moyen  d'y  parvenir  qui  nous  fournira 
en  même  temps  de  nouvelles  formules. 

TVT  l'M     ^  ,        ^W  r(« ces  ^)  û?<p  COS  A^ 

IVous  avons  déjà  trouva  ^-■^^-^  =  ~  2/1  y  •^— — p,^,  -\  on  a  sem- 

blablement  ,rS^i2'=-a»/^'»-<^»)^^f>'(^+.0f  ;  de  là  résulte 

— i^i- J.— ifl    da.  I  5S^i[(^ — cosÇ)*cosX^-t-(a— cos^)sm^smx(pj' 

Le  second  membre  se  réduit  à 

et  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  il  se  réduit  ultérieurement  à 

8in(A 4- 1)^— asin A^    .    2/»+^  Pd^cosXp        /A  +  i\   /^ci<p cos ( A  + 1 ) ^ 

La  partie  hors  du  signe  est  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'intégrale,  et 

l'autre  partie  =  (aw+x)  P(x) —^^-^î^j  P(x^-i);  donc  on  aura  la  for- 
mule 

(44)      ÛS^  -  ■<•  ^  =  (»+^)  PW-  (^)  P(»+ .). 

Si  on   change  le  signe  de  x    et   qu'on    observe   que   la  formule.  •«• 
P  (x)  =  -  I    ^^^ —  donne  P( — x)  =P(x),  on  aura  semblablement 
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(45)        — is— —  '^  -^  =  (="»  —  ^)  P  W + -^  P  C^  —  0- 

Ces  deux  équations  donnent  par  leur  difTérei^ce  la  formula  (40)?  ^^^y  pour 
en  déduire  la  valeur  du  coefficient  cherché  ,  ,  il  faMt  encore  recourir 
à  l'équation  (i3)^  dont  la  difTérentielle  est 

et  par  la  combinaison  de  ces  trois  équations,  on  aura 

(46)  (i— ^•)^^  =  (x— iH-/ï)P(x_i)— (x+i— «) P(x-f.i)+2/iaP(x). 

D'où  Ton  voit  que  le  coefficient  différentiel  — ^-  se  détermine  assez  sim- 
plement par  les  trois  termes  consécutifs P(x — i),  P(^),  P(^+î);il  pour- 
rait se  déterminer  par  deux  seulement  de  ces  termes,  en  éliminant  le 
troisième  à  Faîde  de  Féquation  (ï3);  maïs  la  formule  qui  en  résulterait  serait 
moins  simple  que  la  précédente. 

59.  Au  moyen  de  l'équation  (46)  on  pourrait  trouver  la  valeur  du  coeffi- 
cient différentiel  -^«  >  çxpriaée  par  le%  fonctions  P(x);  mais  cette  ex- 
pression serait  ibrt  compliquée,  et  la  complication  augmfsnterait  encore 
dans  la  valeur  des  coefficiens  différentiels  des.  ordres  supérieurs.  Pour  éviter 
cet  inconvénient,  on  pourra  former  successiverneat  les  coefficiens. différen- 
tiels de  chaque  ordre,  à  compter  des  deux  premiers  termes  oii  l'on  a  Xs=o 
et  x=  i^  par  la  métl^ode  suiy^nte,, analogue  à  celle  que  nous  avons  suivie 
pour  les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre,  dans  les  art.  36  et  Sy. 

De  l'équation  (4i)  on  tire,  par  la  différentiation , 

ainsi,  on  connaîtra  les  valeurs  successives  de     .  ,    >  si  on  connaît  les  deux 

premiers  termes  -^r,   -^. 

Or»  par  la  différentiation  des  équations (43)»  oa  a  ces  deux  formules: 


+ 


2P. 


%   f 


SECTION  I.  563 

ainsi  oo  voit  que  les  termes  ^-y^y    -j4^  se  déterminent   par  des  quantités 

connues,  puisqu'on  est  censé  avoir  formé  la  suite  des  coefficiens  différentiels 
du  premier  ordre,  avant  de  passer  à  ceux  de  second  ordre. 

40.  On  peut  encore  simplifier  cette  détermination  et  celle  des  coefficiens 
différentiels  des  ordres  supérieurs,  par  les  considérations  suivantes.  On  tire 
d'abord  des  équations  (48). 


dd9^ 
d(^ 

• 

ddP, 

"  da' 

« 

dP, 
^"da^ 

ddP, 
da^ 

^■■^iA 

^ddP, 

= 

/dPo 

•^0+ 

2P. 

d'un  autre  côté 

j  les 

équations 

(4^) 

donnent 

da 

—  a 

dP, 
da 

=  (a«  — 

•OP., 

dP, 

—  a 

da 

=  a»Po- 

a  ' 

combinant  entre  elles  ces  équations,  on  en  déduira  les  deux    équations 
différentielles  suivantes,  pour  déterminer  séparément  les  fonctions  Po  et  F» 

(«^--«*)^+[«-(4«-H»y]^  -  [1  -♦-(4»'-  iK]P.=o. 

De  \k  on  voit  que  le  coefficient  du  second  ordre  -^p  se  déterminera  direc- 
tement par  le  moyen  des  deux  quantités  -^  et  F,,  et  que  le  coefficient  -7-^ 

se  déterminera  de  même  par  le  moyen  de  -^T  ^  Pi- 

4i.  Les  mêmes  équations  feront,  conoaitre,  par  des  diffères tiations  répé- 
tées, «les  coefficiens  différentiels  des  ordres  ultérieurs.  Ainsi  l'équation  rela- 
tive à  la  fonction  F,  donne  successivement  :  v 

(«-«')^+C4-<4»-W)'»'3  §-(4»'+2<wH-ia)a^-(ia'C+ia»)^^=o,  (5o) 


Ces  équations  dont  il  serait  facile  de  trouver  l'expression  générale,  font 
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voir  que  la  série  des  coefficiensdîQerentiels-^,  "Xr>  "^f»    ®*^'  P^^^  ^^re 

prolongée  aussi  loin  qu'on  voudra,  et  que  chacun  d'eux  se  déterminera 
toujours  par  les  trois  précédens. 

4^.  Connaissant  les  coefEcîens  différentiels  de  la  fonction  P|,  on  pourra 
en  déduire  ceux  de  Pq  par  les  équations  successives 

-3i  =«^  +  (^'»-  OP., 
(5i)  -^ï- = '^ -^  +  ^" -dSr  ' 

(PP.  <PPi    ,     /         ,       V    d»P, 

etc., 

équations  dont  la  loi  est  manifeste. 

On^ieut  aussi  déterminer  directement  ces  coefficiens,  à  compter  du  se- 
cond ordre ,  par  les  équations  successives 

(a-a^^+Ci-(4/»+i)a*]^-4«*aPo=o , 
(a-a^^+C2-(4»+4)a«]^-(4»»+8«+a)«^'-4«*Po=o, 

>  /  r/jP  /^P  //ip  //P 

etc- 
45.  Conùaissant  les  deux  premiers  termes  du  second  ordre  -^^ ,  --rjr>  ^^ 


da 


calculera  les  suivans  par  l'équation  déjà  trouvée 

Cette  équation  étant  différenciée  spccessivement ,  donnera  les  formules  sui- 
vantes : 


^^-'2^^(-3)^^?^H0)^^-4>^>]- 


etc* 
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Par  les  équations  (5o),  (5i),  (5aJ,  on  connatt  pour  un- ordre  quelconque  A:, 

les  deux  premiers  coefficîens  différentiels  -^^  -^;  on  pourra  donc,  parles 

équations  précédentes,  continuer  indéfiniment  le  calcul  des  autres  cbefficiens 
différentiels  du  même  ordre  A:. 

Toutes  ces  formules  sont  disposées  de  manière  que  les  quantités  a  et  i— ^ 
entrent  comme  diviseurs  au  moindre  degré  possible;  elles  seront  sujettes  a 
quelques  inconvéniens,  lorsque  a  sera  très  pelit  et  lorsqu'il  sera  très  près  de 

l'unité;  dans  le  dernier  cas, les  valeurs  d)i  coefficient  -^k     deviennent   de 

plus  en  plus  grandes  à  mesure  que  Ar' augmente;  mais  les  formules  précé- 
dentes donneront  toujours  à  peu  près  le  même  degré  d^eiactitude  relative 
sur  la  valeur  des  quantités  qu'on  cherche;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de 
iSgures  exactes  par  lesquelles  elles  sont  exprimées,  sera  toujours  à  peu  près 
le  même. 

44-  Lorsque  a  est  très  petit,  on  peut  éviter  tout-à-fait  Tenjploi.des  équa- 
tions précédentes,  et  déterminer  directement  les  valeurs  des  quantités  P(A) 
et  de  leurs  cœfficiens  di^érentiels  de  divers  ordres,  par  le  moyen  de  la 
formule 

i.a....A  \       '   1    A+I  1.2  A+i.A+a  / 

•   £n  effet,  si  pour  une  valeur  donnée  de  A,  on  calcule  les  difiSérens  termes  de 
oette  suite,  que  nous  désignerons  par   G»^,  C'a^+*,  etc. ,  en  sorte  qu'on  ait 

P(X)  =  Ca»^  +  C^-4->  +  C'a^^- 4  +  CV+6  etc.  î 

les  cœfficiens  différentiels  successifs  de  P(x)  se  détermineront  immédiate- 
ment par  les  formules 

^i^=xCa»'— +(A+a)Ca^+«+(x-|-4)C*a^+^+(A+6)CV,+5+eic., 

-^^=A.A— I  .Ca^-«+A+2.A+i  .Ca^+A+4.A+3.CV+»+etc. ,  (54) 

— -iJ  —X .  A— 1 .  A— 2 .  Co^— *+X+2 .  X+ 1.  XCa^"  »  4.X4-4 .  A+  3 .  A4-2.  Co^"^  "+CtC 


etc. , 

et  on  voit  que  lesoalculs  seront  (aciles  à  cause  de  la  convei^ence  des  séries, 
et  de  l'emploi  répété  des  mêmes  coefficiensG,  C,  C,  etc. 

45.  Nous  remarquerons  que  les  calculs  sont  susceptibles  de  quelque  sim- 
plification, si,  ayant  à  calculer  les  coefficiens  différentiels  delà  fonction  P(x) 
T.  U.  go 
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qut  rëpond  à  Pexposant  n,  on  connaît  déjà  les  valeurs  de  la  fonction  Q(x) 
qui  répond  9  l'exposant  n+  i.  En  effet,  d'api*ès  la  formule  (40),  on  aura 
-successivement 

^  =  n(.Q.  -  aaOO, 

g=:n(Q. +  Q,  -  2«Q0, 

etc. 

Pour  ^voir  une  ei  pression  semblable  des  coefBciens  différentiels  du  second 
ordre,  je  différencie  Pëquation  (4o),  et  feu  tire 

J'observe  ensuite  que  si  on  met  n  +  i  à  la  place  de  /i,  et  Q  à  la  place  de  P 
dans  les  équi^tion^  (44)  et  (4^)9  on  aura,  en  ajoutant  ces  équations, 

« 

8uhstitU|tQt  q^tté  Valeur  dans  l'équation  préc^defito,  on  aiu*a  la  formule 

(55)  ^Ua»(an+i)Q(x)+2[(x-  OQCx-  i)-(x-h  i)Q(^+ 1)]- 

Ainsi  on  voit  qu'au  moyen  des  fonctions  Q(x)  ou  P(x,  /i-f^  1),  on  pourra 
déterminer  les  coefficiens  différendels  du  premier  ordre  —j-^  par  la  formule 

(4o),  et  les  coefficiens  différentiels  du  second  ordre     ,  ^^  par  la  formule  (55). 
46.  Dans  le  cas  de  nc3  ^ ,  les  deux  formules  (4o)  et  (55)  donnent 


^^  =  •  [Q(^  -  0  +  QC^  + 1)]  -  ^W, 

Voici  l'application  de  ces  formules  au  cas  de^  l'exemple  III ,  dans  lequel  on  a 
déjà  caleulé  les  premières  valeurs  de  Q(x),  désignées  par  P(x,  |). 
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sey 


da 


c 


MÉMI 


a 
5 

4 
5 

6 


0.82187 
i.i36a3 
I .03491 

o.86g44 
0.70380 

0.55744 
o.435i5 

o.336i6 


87994 

959^7 
89510 

19041 

77947 
o4i63 

oo5g4 
96444 


3 . 86002 
3 . 76560 
4,27932 
4.55610 
4.54ii6 
4.362I9 

3.92264 


3356:j 
5o553 
65397 
29643 
7006a 
87340 
82209 


28.27722 

28.68116 

29.10017 
50.956G6 
33.19201 

34*9aiii 


La  troisième  colonne  a  étë  calculëe  par  les  formules  des  art.  4^  >  4^  ^^  4^« 
47'  On  voit  par  le  tableau  précédent,  que  a  étant  peu  différent  de  Vanité, 

les  coeiliciens  différentiels  successifs -^-^ ,  ""5*    '  "^  >®l^c.,augiq^teûl, 

d'une  manière  fort  rapide,  d'un  terme  ati  suivant.  Cependant  dans  le  mêùïÉ 

ordre  A:,  les  divers  coefficiens -^^—  ne  peuvent  passer  un  maximum  après  le- 

quel  ils  décroissent  continuellement,  et  finissent  par  être  aussi  petits  qu'on 
voudra. 

Ou  pourrait  trouver  une  valeur  assez  approchée  de  ^-jM,  lorsque  x  est 
très  grand.  Pour  cela  il  faudrait  faire  usage  de  la  formule  (16)  qui  donne 


(57) 


+ 


l.H— 2        ll.7»4-l 


r'^+4 


1.2     /A+i.A+a'Ci— a»)»-^* 

Soit  donc ^-^ — ^  =:  F  {fij  v)^  Y{fi ,  ?)  désigrmnt  un©  fonction  connue 

de  a  et  des  exposans  ft  et  y  ;  on  aura  en  général  :  ,  ~ 


(58) 


1.2 


Lorsque  a  est  très  grand,  comme  nous' le  supposons  y  cetté^uite  esE'd^sez'Ccm' 


90 


.. 
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vei^ente  dans  ses  premiers  termes,  pour  qu'on  puisse  négliger  les  termes  suî- 
vans;  la  question  est  donc  réduite  à  trouver  la  fonction  F  pour  un  ordre 
donné  A,  ce  qui  n'aura  aucune  difficulté  tant  que  k  sera  d'un  petit  nombre 

d'unités. 

• 

§  V.  Résumé  général  de  la  Théorie  précédente. 

48.  II  ne  sera  pas  inutile  de  présenter,  sous  un  même  point  de  vue,  les 
principales  propriétés  de  la  fonction  P(x,n),  que  nous  avons  démontrées 
dans  cette  section. 

L  Cette  fonction  est  purement  algébrique  lorsque  n  est  un  nombre  entier 
positif  ou  négatif.  Dans  tout  autre  cas,  les  fonctions  P(x,  n)  forment  un  genre 
particulier  de  transcendantes,  qui  a  de  l'analogie  avec  les  fonctions  ellipti- 
ques complètes  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  et  qui  se  réduit  à  ces 
fonctions  lorsque  un  est  un  nombre  impair. 

IL  Si  on  considère  les  valeurs  de  PC^,  n)^  qui  répondent  tant  aux  diffé- 
rentes valeurs  du  nombre  entier  x,  qu'à  toutes  les  valeurs  de  n  qui  ne  dif- 
fèrent entr'elles  que  d'un  nombre  entier,  toutes  ces  valeurs  peuvent  se 
déternïiner  par  le  moyen  de  deux  transcendantes  seulement,  pour  lesquelles 
on  peut  choisir  deux  termes  consécutifs,  tels  que  P(â:,  /i),  V{k  +  i ,  n)  ou 

111.  11  en  est  de  même  des  coefliciens  différentiels  — r^     >  — ^ —  > 

— ^  '  ",  etc.  à  l'infini,  lesquels  peuvent,  dans  les  niêmes  cas,  être  déter- 
minés entièrement  par  les  deux  mêmes  transcendantes.  Cette  propriété  que 
les  fonctions  P(x,  /i)  partagent  avec  les  fonctions  elliptiques  complètes  F'c, 
E'c^  n'a  pas  lieu  dans  un  grand  nombre  de  transcendantes,  et  notamment 
dans  les  fonctions  \o^  Ta ,  dont  les  coefficiens  différentiels  successifs  offrent 
des  transcendantes  différentes  de  la  fonction  principale. 

ly.  Les  deux  mêmes  transcendantes  qui  déterminent  les  diverses  valeurs 
de  la  fonction  P(x,  ndt,k)j  x  el  k  étant  des  entiers  quelconques,  peuvent 
aussi  servir  à  déterminer,  la  fonction  P(x,  x  — /izbA:),  ou  simplement  P(x, 
=b  A:  —  n). 

Ainsi  en  général,  les  deux  transcendantes  par  lesquelles  on  peut  effectuer 
le  développement  de  D""",.  serviront  aussi  a  effectuer  le  développement  d'un 
terme  quelconque  des  deux  suites 

D— "^^ ,  D— ^* ,  D— *' ,  D—     ,  D-"—  ,  D— -• ,  D— « , 

....o.D-"^*    ,  D-"^*    ,  D»       ,  D-*-^» ,  D— "^- ,  D-»"^» ,  D-*:^».  • . 
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y.  Quel  que  soit  l'exposant  n,  pourvu  qu'il  soit  positif,  la  valeur  du  coef- 

ficient  di£Péreniiel  d'un  ordre  quelconque  — -j-l —  sera  toujours  positive. 

VI.  La  plus  simple  des  transcendantes  désignées  par  P(x,  n)y  est  P(o,  n); 
û  on  la  désigne  par  '^{n)  ou  4  9  ^  valeur  sera  donnée  par  l'une  ou  l'autre 
des  deux  formules  suivantes  : 


(59) 


«»)=-+(t)'«'+(^-P+( 


I  .2.3 


)v 


+  etc. , 


>-)=c-^)'~  [■^===M=nFy»M-(= 


I  .11—2. 


1.2.3 


!Ya6+etc"] . 


Yll.  Il  résulte  de  la  deuxième  propriété  qu'au  moyen  des  deux  fonctions 
consécutives  '^{n)^  '^{n^  0>  ^^  pourra  eu  général  exprimer  exactement  la 
transcendante  P(x,/2),  et  plus  généralement  la  transcendante  P(x,db/i-(-A:); 
k  étant  un  entier  quelconque.  Il  en  sera  de  même  des  coefficiens  différentiels 
de  cette  transcendante. 

49.  Puisque  la  fonction  P(o,  n)  ou  >[/(/i)  est  la  plus  simple  des  transcen- 
tlantes  désignées  en  général  par  P(x ,  n)y  et  qu'elle  sert  à  exprimer  ces  trans- 
cendantes,  nous  examinerons  succinctement  les  propriétés  qui  lui  sont  par- 
ticulières. 

On  déduit  immédiatement  des  équations  (Sg), 

(60)  4(»)  =  (i— «•)— 4(1-»); 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  4(^)>  4(^  •^'*)>  qui  ^  servent  en  quelque 
sorte  de  complément,  peuvent  être  déterminées  l'une  par  l'autre. 

En  faisant  n  négatif  dans  cette  équation  y  ou  en  mettant—  n  à  la  place  de 
71,  on  a  l'équation 

d'où  il  suit  que  toute  fonction  4(  —  ^)  ^^^^  '^  variable  est  n^ative,  peut  se 
changer  immédiatement  en  une  autre  dont  la  variable  est  positive. 

On  peut  réciproquement  chaùger  toute  fonction  4('^)  dont  la  variable  est 
positive,  en  une  autre  dont  la  variable  soit  négative,  pourvu  qu'on  ait  /s>>i  ; 
cela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (6o). 

Lorsque  /i  est  <C  i ,  la  réduction  ne  peut  plus  avoir  lieu,  parce  qu'alors  n 
et  I  — /}  sont  tous  deux  positifs.  Ainsi  la  formule  (60)  donnerait,  par  exem- 

pïe,4(î)  =  0— ^0^4(j)>4Ci)  =  (^  — ^0*4(l^  ce  qui  ne  se  rapporte 
qu'aux  fonctions  complémentaires.,^ 

50.  Lorsque  a  sera  très  près  dç  l'unité,  oane  pourra  que  très  difficilement 


\ 
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déterminer,  avec  un  certain  degré  d'approximation,  la  fonction  4  par  les 
suites  (59)  ;  dans  ce  cas,  on  ne  peut  mieux  faire  que  de  chercher  la  valeur  de 

nj/(/î)  par  les  quadratures.  On  a  d'abord  4  W  ^==  "  /  Sïî  ™^^^   cette   valeur 
n'est  bonne  à  employer  que  lorsque  n  est  négatif,  parce  queD  étant  très  petit 

pour  les  premières  valeurs  de  ^,  l'ordonnée  srjj-  de  la  courbe  à  quarrer  serait 

très  grande ,  si  n  était  positif. 

Au  moyen  des  quadratures,  on  trouvera  donc  très  aisément  la  valeur  de 

4(  —  f^)f  en  employant  la  formule  4(—  'w)  =  -  fH^d^^  et  cherchant  la 
valeur  de  l'aire  pour  les  limites  ^  =  o ,  ^  =s  ^tT. 

Et  puisqu'on  a  4 (''*•+•  0  =  (ï — «*)""*""*" 4('^''^)>  *^  s'ensuit  qu'on 
aura ,  par  le  même  moyen ,  la  valeur  de  la  fonction  4('')  pour  toute  valeur 
positive  de  /i,  pourvu  qu'on  ait  /i  ^  i. 

11  reste  donc  à  voir  ce  que  l'on  doit  faire  lorsque  n  estpoÂtif  et  ^  i. 

5 1.  Si  on  faity  =  |^~,  et  qu'on  différencie  chaque  membre  par  rapport 
à  9,  on  aura,  après  quelques  réductions, 

intégrant  de  part  et  d'autre  dans  les  limites  fixées,  et  observant  que  dans  ces 

limites  Y  s'évanouit,  on  aura  la  formule 

(6a)    o==w4(«)— (i+2«)(i+fl*)4(/ï+i)+(i+H)(i— ^•)*4(ii+a). 

Cette  formule,  au  reste,  serait  facile  à  déduire  de  celles  qui  ont  été  trouvées 
ci-dessus  pour  les  fonctions  P(x ,  n)'^  mais  nous  avons  préféré  de  la  démontrer 
directement. 

5a.  Au  moyen  de  la  formule  précédente,  toute  fonction  4('*)>  ^^^  ^^" 
quelle  n  est  plus  petit  que  l'unité,  pourra  s'exprimer  par  les  deux  fonctions 
^(/i  +  i) ,  ^(n  +  a),  dans  lesquelles  la  variable  est  plus  grande  que  l'unité  ; 
celles-ci  se  déterminent  facilement  par  les  quadratures ,  ainsi  qu'on  Pa  îsît 
voir  dans  l'article  précédent  :  le  cas  de  n  positif  et  <  i  se  résoudra  donc  de 
même  par  les  quadratures. 

On  aura ,  par  exemple ,  d'après  la  formule  '(6a) , 

4(i)=5(i  H-a»)4'(l)-4(i-«')*4(f); 

d'un  autre  côté  par  la  formule  (60) ,  on  a 
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donc 

(._a')^4(i=5(i-f.a')4(~i)-44(-|)î 
et  par  conséquent  •4/(j)  se  détermine  au  moyen  de  la  formule 

(i-a«)'  4(|)=,^«-:Î/D^^_4/D*//(P. 


53.  Connaissant  les  fonctions  >[/(«) ,  4('*  +  0  >  '^(.^  "H  ^)  >  ®^^*  >  ®^  moyen 
de  deux  d'entr'elles ,  on  pourra  de  même  déterminer  les  valeurs  de  leurs 
coefficiens  différentiels  successifs ,  pris  par  rapport  à  a. 

Eu  effet,  de  l'équation  4('*)  =  -  /  ^>  ^^  déduit  -^•— — ~K^ — cos^) 
îS:t.  Substituant  la  valeur  a  —  cos  9  =  — i — -^^—  ;  il  viendra     ^  -  = 

^fw-  ""  ^^~fl^^  '  ^®  ^^'  ^^"^^  ^^  formule 

(63)  «^  =  h4C;0-«(i-^-)4('»+i). 

H  est  visible  que  par  cette  formule  on  pourrait  obtenir  la  valeur  du  coefficient 

diffîrentiel    ^^  y  exprimée  par  les  fonctions  4('*)>  4('*+^)a  4('*^"^)> 

QU  seulement  par  les  fonctions  4('')  7  4(''  H*  <)  ^  puisque  4(^  **H  ^)  P^^t  être 
éKminé  au  moyen  de  l'équation  (62)  :  on  aurait  de  même  l'expression  des 
coefficiens  diflRérentiels  des  ordres  plus  élevés.  Mais  on  peut  plus  diredemeot 
parvenir  au  même  but  par  le  moyen  des  équations  (5^),  où  la  fonctiou  dési- 
gnée par  Po  n'est  autre  chose  que  4(^)  ou  4*  ^^^  vertu  de  oes  équatîons  on 
a  d'abord  •• 

(64;  («-a»)gj4-(i_a--4«a-)^-4»'H  =  o; 

d'où  il  suit  que  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre --7^,  se  détermine 

directement  parle  moyen  àe^  elde^^  et  qu'air»si  il  peut  êUre  espnmé 
par  les  deux  fonctions  ^(n)  et  4(^  +  a)«  On  voit  ensuite  par  les  mêmea 
équations,  qu'à  compter  de  ^,  un  terme  quelconipa^  do  la  auUe  4*»  "^^ 

55»  >  5?  ^  ?1  »  ^^^'  '  ^^  déduira  des  trois  précédens ,  suivapt  une  loi  dont  il 
serait  facile  de  donner  l'expression  générale. 


■  « 
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SECTION  IL 


Des  Quadratures. 

J3LPR3BS  avoir  traité  d'un  grand  nombre  de  transcendantes  que  Ton  peut 
évaluer  avec  plus  ou  moins  de  facilité  par  les  méthodes  qui  leur  sont  propres, 
nous  allons  donner  les  moyens  de  trouver  la  valeur  aussi  approchée  qu'on 
voudra  d'une  intégrale  quelconque  y^dlx  prise  entre  deux  limites  données, 
ce  qui  est  l'objet  du  problème  général  des  quadratures. 

$  I.  Formules  générales  pour  les  Quadratures. 

54-  La  question  étant  de  trouver  la  valeur  de  ^intégrale  Zz=:fjrdx  entre 
deux  limites  données ,  nous  prendrons  pour  ces  limites  jcsso  et  x=âj 
parce  qu'on  peut  toujours  fixer  l'origine  des  abscisses  au  point  où  commence 
l'aire  cherchée,  de  manière  que  Z  et  x  s'évanouissent  en  même  temps. 

Pour  obtenir  plus  facilement  le  degré  d'approximation  qu'on  peut  désirer, 
nous  supposerons  : 

i^.  Que  dans  l'intervalle  donné  depuis  ;r  =: o  jusqu'à  xz=i  a,  la  fonction  j^ 
reste  constamment  de  même  signe,  et  nous  regarderons  ce  signe  comme 
positif;  s'il  en  était  autrement,  on  chercherait  successivement  les  différentes 
parties  de  l'aire  ^tuées  de  diSerens  côtés  de  la  ligne  des  abscisses ,  et  on  re- 
trancherait la  somme  des  aires  négatives  de  la  somme  des  aires  positives; 

a"".  Que  la  courbure  de  la  courbe,  depuis  rc  =  o  jusqu'à  «r=ii ,  n'éprouve 

aucune  variation  assez  brusque  pour  que  l'un  des  coefficiens^^  ^^  ^y^^^f 

devienne  infini.  Ainsi  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  que  nous  voulons 
quarrer,  l'ordonnée  qui  répond  à  une  abscisse  x-\-a,  très  peu  différente 
de  Xy  pourra    s'exprimer  avec  une  exactitude    suffisante  par  la  -suite 

j^  +  a  ^  +  — .  ^  +  -^ .  ^+etc. ,  sans  qu'il  y  ait  lieu  à  exception  pour 

aucun  point.  Cette  condition  est  surtout  nécessaire  aux  deux  limites  de  l'in^ 
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tégrale  (*);  elle  est  moins  importante  dans  les  points  intermédiaires  parce 
que,  si  elle  n'avait  pas  lieu,  on  trouverait  assez  facilemeot  jclans<ïhaque  cas 
particulier  la  confection  que  cette  cause  d'anomalie  exigerait.  (Exerc.  de 
Cale.  intégr.\  tom.  1,  pag.  3i4.)    '  " 

SS.  Gela  posé',  divisons  en  n  parties  égales  la  base  a  de  Paire  qae  nous 
voulons  évaluer ,  et  soit  a=:/2â);  on  pourra  imaginer  que  Faire  cherchée  Z 
est  composée  d'un  nombre  n  de  trapezeé  curvilignes  sur  un  côté,  dont  la 
base  commune  sera  â»,  et  qui  auront  pour  côtés  parallèles  deux  termes  con- 
sécutif de  la  suite  Fo ,  Tû»  >  F(aû>), 'F(3dt>). .  .F(nâ)),  formée  en  supposant 

Le  premier  tra|>èze  est  mesuré  approximativement  par  7  £«  (Po  *{- Fo») ,  le 
second  par  | a» (Feu -{- Fa6)) ^  ainsi.de  suite;  donQ  la  sonime.de .tous  le. sera 
par  la  suite 

d>[^ Fo  + Fû>  +  F2«- • . +F(ar  — a)  H- f Fjc},  ^, 

oti  il  faudra  faire  a?==a  =  /iA9.  Cette  suite  étant  représentée  par  ncùM.  ou 
aM,  M  sera  la  moyenne  des  n  ordonnées  ^(Fo-frFir),  Fo?,  F(aû>)... . 
F  (a:— a),  la  première  î(Fo  +  Yx)  étant  elle-même  une  moyenne  entre  les 
deux  extrêmes  Fo ,  Vx. 

On  peut  encore  évaluer ,  d'une  manière  approchée,  le  premier  trapèze  par' 
càS{\cù)f  le  second   par   6»F(4â»),   etc.,  et  la   somme    de   tous    par   la 
suite 

(»[Fi(»4-F|a  +  Ff.a...  4-F(x-r-i«3].. 

Cette  suite  étant  représentée  par  nco^  ou  /zN,  N  sera  la  moyenne  des  n  or- 
données F^û>,  F|â>,  F  fa. . .  F(j:— iû>). 

Ainsi  ^  nous  avons  deux  valeurs  approchées  de  l'aij:eZ,  savoir  Z=:aM 
\lï  Z  =  âN.  Mais  il  reste  à  trouver  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  ces 
valeurs  approchées  pour  en  avoir  de  plus  exactes  et  pour  connaître  en  même 
temps  le  degré  d'approximation  qui  correspond  à  la  valeur  prise  pour  n  et 
qui  doit  augmenter  à  mesure  que  12  est  plus  grand  ou  où  plus  petit. 

56.  Pour  cet  effet ,  soit  Y  ou  y{x)  la  somme  de  la  suite 

F«  +  F2û>  +  F5a....  +F(x  — a)  +  F(x); 


(^)  La  simple  substitution  »  =  ^^  ou  a'^x^sff*,  suffirai  en  déterminant  convenable* 
ment  Texposant  m,  pour  faire  remplir  cette  condition  dans  l'une  des  deux  Innites  ^  au 
moins  pour  quelques-uns  des  premiers  tDoefficiens  4ifférentielf. 

T.  11.  •  91 
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si  QB  met  ^  •—  «#  à  la  place  de  x  et  qu'on:  prenne  k  différence  des  deux 
suites^on  aura F(«) a» V(jc)  —  V(a? ••-^«)y on 

rxzsz  cû.  —y-  —  —  .  -y—  -4-  — fc  ,  -y-s-  —  etc. 

I 

Dé  là  on  peut  tirer  ttne  valeur  de  ùiV  qui  set*a  dé  la  forme 

et  comme  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  anx  fonctions  F  et  V  ^  le» 
coefficiens  A',  B',  C\  etc.  seront  les  mêmes  pour  toute  valeur  de  Y,  Soit 
donc  V  pu  y(«)  =  e*,  on  aura 

F  =  e--e— =s«-(,-r-),  /Fd^r=t=F,f  ^r,g=*F,elc. 

Donc 

a>  =  (i— e^»)(i  +  >  +  A'û)*  +  BV+G'û>*-f-etc.), 


ou 


>/!  "^^  !  =t+A^^  +  BV  +  CV  +  iy<»^  +  etc. 


*••— #-ï* 


Le  premier  membre  est  une  fonction  paire  de  û^,  le  second  membre  ne  doit 
donc  contenir  non  plus  que  des  puissance»  paires  de  m.  Pour  avoir  égard  i 
cette  propriété,  nous  prendrons  de  nouveaux  coefficiens  A^,  A»,  A^,  etc:, 
tels  qu'on  ait 

et  ces  coefficiens  seront  déterminés  par  l'équation 

xû»--! p-=  I +Ajû)'— A,û>*  +  Aja*  — etc., 

ou,  en  mettant  zv^— *  i  à  la  place  de  ^ûi, 

I  —  z  cot  i^  1=  a*A,  z*  +  a^Aft  z^  -4-  2*A|  »•  +  etc. 

Or,  on  sait  qu'en  faisant  H„  =  —-.  Sm,  S^i  étant  la  somme  de  la  suite 
'  +  ^m  +  jîïT  +  |S;  +  etc.,  on  a  la  formule 

I — zcotz  =  aHjZ*H-3H,z*  +  aHjZ*  +  etc. 

.  Ainsi  les  valeurs  de  A|^  A«,  Â^,  etc.,  ae  déduisent  très  simplement  de 
celles  des  coefficiens  H,  y  H^^y  Hy^  etc»,  et  il  en  résulte  la  formule  générale 
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Cette  formule  coïncide  avec  celle  qu'a  donnée  Eulèr  pour  Ib  cas  de  âK=  i ,  dans 
son  Cale.  diff.  art  1 1 5  ;  mais  la  fbrme  précédente  paraît  préférable  en  ce  q^ie 

^*  Jl^  ^M^    •       . .  "" 

les  coefficiens  —H,,  -3 H,,  tjHj,  etc.,  offrent  une  suite  très  convergente, 
dans  laquelle  le  rapport  de:Qfaaqiie  terme  au  précédent  tend  de  plus  en  plus 
vers  la  limite  7^  ou  tt  à.  peu  ^rès» 


57.  Si  on  suppose  maintenant  comme  ci-dessus,  que  1  intégrale  z  é^fFdx 
est  prise  à  compter  de  x=  o,  on  aiva  en  même  temps  la  soniagAe  aS  =  0; 

et  si  on  désigne  par  Fo ,  -^  ,  ""^-^  ®^'  >  ^^  valeurs  de  F  ,-^ ,  -^ ,    etc. , 

lorsque  0:  =  o,  il  faudra  ajouter  à  l'équatiQU  (1)  une  constante  qui  réduise  , 
les  deux  membres  à.  zéi^olox^qtie  0c.:ae.Ott  aixra^  ceCItf  rti^àre  la  formule 


*  :  ■ 

Or  la  si;|ite4ésignée  fpsar  i»Y  est  telle  «{u'enlui  J^ootant  kit6rme«»(^<>^^Fjt), 
la  somme  est  U  f  alear  d:e  aM^  on  aum  :doxic  ' 

m 

Pour  avoir  semblablemenl  la  valeur  de  «N^  iliaat^'a)>9rdi|iet(ite;T  «.«urlieu 
de  â>  dans  la  valeur  de  oiS ,  ^cc  qui  doniuia  l'équation 

i»j;Fl«-HFû»  +  F|» H-F(x— »+F«] 

=  /T^-Hi.,(Fa:-Fo)  +  ^  H.  (f  :-^") 

Le  premier  membre  =s  \  oîV  -{-  7  aN  ,  ainsi  en  midlipltant  les  deux  membres 


?'. 


/ 


•  • 
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par  a  et  retranchant  ^e  part  et  d'autre  la  valeur  de  ii  Y ,  on  aura 

.  ««=/F^-t-H.(.-i)(§-^) 

C)  +?H.(,-^)^-J) 

58.  Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  numériques-  des  coefficiens 
W^y  H.,  Hj.,  etc.,  lesquelles  sont 

H,=g,  H.=— ,  H,=^,  H^=-^,  Hs  =p555 , etc., . 

et  on  aura  pour  l'int^ale  cherchée  J'FdXj  ces  deux  expressions 

Ou  voit  par  ces  formules  quels  sont  les  termes  qu'il  faut  ajouter  aux  quan- 
tités oM  et  aN  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  l'intégrale  f¥dx.  Ces  termes 
forment  en  général  une  suite  ipfinie  qui  ne  peut  se  terminer  d'elle-même 
que  dans  quelques  cas  particuliers ,  par  exemple ,  lorsque  F  sera  une  fonc- 
tion entière  de  x.  Mais  dans  tous  les  cas.  on  obtiendra  tel  degré  d'approxi- 
mation qu'on  voudra  y  en  prenant  (ê  suffisamment  petit,  ce  qui,  permettra 
de  réduire  à  un  où  deux  termes  au  plus ,  la  correction  qui  doit  être  ajoutée 
à  la  valeur  calculée  de  aM  ou  de  àH.  Au  reste,  pour  diriger  convenable- 
ment le  calcul,  il  y  'a  différens  cas  à  examiner. 

59.  i*.  Si  la  quantité  ^  —  g—  qui  dépend  des  deux  Hmiles  de  l'inté- 
grale,  n'est  pas  nulle,  ce  qui  est  le  cas  le  moins  favorable,  on  pourra, 
d'après  la  valeur  de  -j^  —  --rr  déterminée  dans  ces  mêmes  limites , 
voir  quelle  doit  être. à  peu  près  la  valeur  de  e»  pour  que  le  terme 
"~  vSî  *~  T^y  appartienne  à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger. 
Cette  valeur  de  e»  fera  connaître  celle  du  nombre  entier  n =-  qui  règle  le 
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nombre  des  termes  à  calculer  des  suites  représentées  par  aM  ou  par  aP^. 
Ensuite  on  aura  avec  le  nombre  de  décimales  désiré  la  valeur  àefFdXy  soit 

par  Texpressiou  /Vdx:=:  aM  —  ~  (5 T'P  ^^^^  P*^  l'expression  • . . 

/F^  =  «N  +  ^(€_f).    "     ' 

2"*  Si  dans  l'hypothèse  du  cas  précédent,  on  veut  admettre  les  deux 
premiers  termes  de  la  correction ,  il  faudra  prendre  co  et  par  suite  l'en- 
tier n  s=  -,  de  telle  sorte  que  le  troisième  terme  r — 7-  (-^  —  "d^J  appar- 
tienne à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger.  Alors  on  déterminera  yTifx 
avec  ce  degré  d'approximation  par  Tune  ou  l'autre  des  formules    . 

/■tdx  =  «M  -  -(^  — ^)  H-  _  (^  _  _),  ^5j 

/F^  =  aN+-5(g-'^)-^.(S-S0- 
On  pei^t  aussi  de  ces  deux  formules  en  déduire  une  troisième,  savoir  : 

dans  laquelle  la  correction  n'est  que  d'un  seul  terme;  cette  formule  s'ob- 
tiendrait directement  en  considérant  les  n  trapèzes  dont  l'aire  fFdx  est 
composée^  comme  étant  terminés  chacun  par  un  arc.de  parabole ^  mais  le 
calcul  de  cette  formule  serait  plus  long  que  celui  de  l'une  des  formules  (5). 

5'.  Si  les  deux  limites  de  l'intégrale  sont  telles  qu'on  ait  ^ -r-  =  o, 

alors  les  formules- se  simplifient ^  puisque  la  psH*tie  principale  de  la  correc- 
tion disparaît,  et  il  devient  d'autant  plus  facile  de  calculer  avec  un  degré 
d'approximation  déterminé  l'intégrale  fFdx  y  au  moyen  de  l'uueou  l'autre 
des  formules  ^ 

f¥dx  =  aM  +  —  (^  -  ^)  -  3^  (^  -  ^;  , 

4*.  11  y  a  enfin  un  cas  qui  est  susceptible  de  la  solution  la  plus  simple  et 
la  plus  exacte,  mais  qui  offre  une  aorte  de  paradoxe  analytique  assez  dif- 
ficile à  exphquer  :  nous  allons  l'examiner  avec  tout  le  soin  qu'il  mérite 
dans  le  paragraphe  sui vaut. 
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$  n.  Examen  ctun  cas  particulier  fort  remarquable, 

60.  Ce  cas  est  celui  où  les  <x>efficieD6   différentieli  de  degcé   impair 
dx^  da?^  3?">  ^^^"^  s'anéantiraient  tous  dans  les  deux  limites  a?c=0)  J^csa. 

Par  exemple,  si  on  avait  F  (or)  =  (i  — -c*  sin^o:)*,  k  étant  un  exposant  quel- 
conque entier  ou  fractionnaire ,  positif  ou  négatif,  et  c  étant  <1  i  ^  il  est 
visible  que  les  coefficient  dont  il  s'agit  seraient  tous  nuls  pour  les  limites 
x-c^o^  xz=L  \nC'^  paroe  qu'ils  sont  tons  affectés  du  facteur  sin  x  cos  a:  et 
qu'aucun  d'eux  ne  peut  devenir  infini*  Dans  ce  cas  particulier  les  for- 
mules (4)  donnent  /Fdx:ssàMi  et  fFdxsszaH,  d'où  l'on  devrait  con- 
clure que  non-seulement  les  quantités  oMi  et  aN.  sont  égales  entre  elles , 
mais  qu'elles  sont  l'une  et  l'autne  indépendantes  du  nombre  entier  n  qui 
désigne  le  nombre  de  termes  des  séries  dont  aM  et  àHi  représentent  les 
sommes. 

Cette  conclusion  est  tout-a-fait  inadmissible;  car  indépendamment 
des  considérations  générales  qui  doivent  la  faire  rejeter ,  l'application  de 
l'exemple  précédent  aux  deux  valeurs  particulières  ^  sa ^,  ^  =  — -^,  don- 
nerait pour  le^  fonctions  complètes  E'c,  F'c,  des  valeurs  de  la  forme 

"A, -B,  où  A  et  6  seraient  déterminables  algébriquement;  résultat  entiè- 
rement oontraîre  à  la  nature  ccmnue  <le  ces  transoendantes. 

Il  faut  dope  avouer  que  le  calcul  noi»  induit  ici  en  erreur,  et  qu'on  ne 
voit  guère  par  quels  moyens  il  pourrait  être  redressé.  Voici  cependant  une 
manière  d'expliquer  cette  espèce  de  paradoxe. 

61.  Supposons  qu'au  lieu  de  chercher  ^intégrale  /F^  «depuis  ar  =  o 
jusqu'à  o^ssa,  on  veuille  seulement  la  déterminer  depuis  j?=so  jusqu'à 
J7SS  a  «—  et,  a  étant  une  quantité  asez  petite  pour  i}ue  «Fn  puisse 4tre  né- 
gligé par  rapport  à  l'ititégrale  /Fdx.  Alors  on  pourra  regarder  l'intégrale 
dont  la  limite  est  x  se:  a •^-  et,  comme  sensiblement  égale  à  l'intégrale  dont 
la  limite  est  xz=:  a. 

Mais,  lorsque  la  Kmite^t  a  — ^  et  au  lieu  de  a,  les  coefficiens diâerentiels 

dF      cPF       éPF 

S*>  "S»"'    d?  '  ^^^''    ^®  s'anéantissent  plus  pour  cette  limite;  ils  sont 

d'abord  très  petits  et  presiq^ienuls,  lorsque  la  diâE^rence  est  d'un  degré  j;>eu 
élevé  ;  ils  augmentent  ensuite  très  jrajûdement  selon  ia  nature  de  la  fbno^ 
tion  F;  car ,  par  exemple,  si  on  excepte  le  seul  cas  où  l'exposant  m  est  un 
entier  positif,  les  coefficiens  différentiels  de  la  simple  puissance  x^  forment 
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la  suite 

ma*-*,  171  (m  —  I  )  ar^%  m  (m —  i)  (m— !2)  af^^^  etc. , 

où  l'on  voit  qu'à  compter  du  terme  où  l'exposant  de  x  devient  négatif,  les 
coefficiens  suivans  augmentent  dans  un  rapport  qui  surpasse  bientôt  tout 
nombre  donné. 
Cela  posé,  la  valeur  dé  fFdx  étant  représentée  par  la  formule 


•»•  ,,    c?F    .    ai*  XX    ûPF 


/F^  =  (a~<»)M—  ^  H,  a£+?  H.  ^  — etc., 

on  voit  que  la  série  qui  sert  de  d)rrection  i  la  première  valeur  {a  — a)M, 
sera  convei^ente  dans  ses  premiers  termes  qui  seront  d'abord  très  petits , 
mais  qu'ensuite  Taugmentation  progressive  des  coeffîcxens  différentiels 
agira  en  sens  contraire  de  la  diminution  oparée  par  les  facteurs  décroissans 

—  H„  -5 H.',  etc.,  et  qu'enfin  il  y  aura  un  terme  où  la  série  deviendrait 

divergente. 

Avant  d^atteindre  ce  terme,  la  partie  de  la  série 

—  r  ^*'2Ï  +  J'  "•  5Î5  —  ^5  H,  ^  +  etc., 

qui  est  convergente,  servira  à  corriger  la  quantité{tf  — -a)M,  et  la  correc- 
tion sera  de  plus  en  plus  petite ,  a  mesure  que  cù  sera  plus  petit  ou  n  plus 
grand.  On  rentre  ainsi  dans  l'effet  ordinaire  de  la  formule  générale  d'ap- 
proximation, qui  est  de  donner  un  résultat  d'autant  plue  eiaet  qu'on 
aura  divisé  la  base  a  en  un  plus  grand  nombre  de  parties^ 

62.  Le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  dans  l'hypothèse  que  l'on 
prenne  a— -c^à  la  place  de  a,  n'est  utile  que  pour  l'explication  que  nous 
voulions  en  tirer ,  et  il  n'y  aura  jamais  lieu  à  l'exécuter.  Nous  eti  conclurons 
seulement  qu'ayant  choisi  une  valeur  de  n  k  volonté,  d'après  laquelle  on 
calculera  les  quantités  aM  et  ^,  llntégrale/T^ir  prise  entre  les  limites 
jr=:o,ar=:a,  sera  donnée  avec  à  peu  près  le  même  degré  d'approxima- 
tion par  l'une  ou  par  l'autre  de  ces  deux  quantités.  Qn  ne  peut  fixer  a 
priori  ce  degré  d'approximation,  mais  on  peut  assurer  qu'il  augmentera  de 
plu8  en  plus,  à  mesure  que  n  sera  plus  grand.  Nous  donnerons  bientôt  un 
exemple  dans  lequel  on  verra  qu'en  doublant  la  valeur  de  /»,  on  double  le 
nombre  des  décimales  ou  plutôt  le  nombre  des  disffres  significetifii  exacts 
du  résultat.  C'est  ce  qu'on  peut  démontrer  en  général  pour  nètégrale 
fdx{^\  '-r^c^  sin*.r)^,  prise  depuis  j?=:o  jusqu'à x  =:  | tt^  dans  la  suppo- 
sition  que  c  est  ^  i. 
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65.  En  effet,  on  peul  supposer 

(i  — c'  sin'  x)'=A,+  a  A,  cos.a  J  +  aA,  cos^^+a  A,  cos6  a;  +  etc., 

les  coeflîcieDs  A.,  A,,  A.,  etc.  ëtaot  des  fonctions  de  c  et  de  A  qu'il  est 
fiicile  d'exprimer  en  séries  ordonuées  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
c*.  D'après  ce  développement,  l'intégrale  fdx{}  -r<^  sin'x)*,  prisedepuis 
x^o  jusqu'à  x=3  jw",  a  pour  valeur  exacte  A,.î7r.  Voyons  jusqu'à  quel 
praot  on  approche  de  cette  valeur  par  la  formule  suivante  où  I'od  dtnt 

faire»  =~  et  F(x)^(i  — c*  sin'x)*;     ■ 


^  W^»  [F  t  « -t- Fi« +  F  I  »...+ F  î~-i  »]. 
D'après  la  formule  précédente,  ou  a 

F-;M^  A,  +  aA,  cos  tu  +  aA,  cos  ne»  +  aAj  cos  3»  -j-  etc., 
F|(»=;  Ao+aA,  cos  3«  -+-  aA,  cos  Qa  -f-  aAj  cos  ga»H-etc., 
Ff  »  =  Ao-4-aA,  cosSû»  +  aA,  cos  low  -t-  aAjCos  \5t»-\-e\.c., 
etc. 

Continuant  ces  téries  jusqu'à  la  b*~  qui  représente  V(  — ~—  »\  et  &i»ani 

la  somme  de  toutes,  on  aura 

-  N  ^  •  [  Aa»  +  aA,  /cos  »  +  aA./cos  a«  •\-  3X3  f  cos  5«+"etc.J, 

expression'  dans  laquelle  /cos  a>  représente  la  somme  cos  m  -f-  cos  Sa  -\- 
cos  5â>  jusqu'au  ri*"  terme  inclusivement +cos  (an: — i)«;de  même /cos  3« 
représente  une  somme  semblable  dans  laquelle  on  met  aet  à  la  place  de  « , 
et  ainsi  à  l'infini.  Maiutenant  il  résulte  des  formules  connues  pour  h 
somme  des  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmétique  {Introd.  in  Anal,  y 
art.  aoo),  quon  a  en  général/ cos  iïm»  = —-ri-j — ^.  Donc  tant  que  m 
n'est  pas  égal  à  an  ou  à  un  multiple  de  an,  on  a/cosm»  =  o;  mais  si 
on  a  fn  =  ain ,  i  étant  un  entier ,  la  fraction  — :^ — —■ .  dont  le  numéra- 
teur  et  le   dénominateur  s'évanouissent  dans   ce  cas,  aura  pour  valeur 

^ — .-^  ou 

an»  «M.(ni«) 


(8) 


-  N  = 


-  =  n  cos  i^.  Donc ,  on  aura  en  général 
;  [Ao  — aA„4-aA4,  — aAM-j-etc] , 
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on  trouverait,  par  la  même  méthode,  '  <     o 

î  M  =  J  [Ao  +  aA„  +  2A4,  +  aAe.  +  etc.].  ^  (9) 


64-  Ces  formules  font  .\oir  que  la  correction  qu'il  faut  ajoutqr  à  l'intégrale 

approchée  -  M  pour  avoir  l'intégrale  exacte- A„  est  "      ' 

...  •        •"  »'•■         ..     *^ 

•  •  •  •  » 

*  •  • 

et  parce  que  le  coefficient  A^  comparé  aux  puissances  décroissantes  à^y  ci^j 
c^y  etc.,  est  en  général  de  l'ordre  c",  la  correction  précédente  sera  censée  dé 
l'ordre  c*".  -> 

De  même  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  l'intégrale  approchée  -  N 


pour  avoir  l'intégrale  exacte  -  A 0,  est 

+  7r(A^  — A^^  +  Ae.— etc.);       -''''■   '  "       ' 

elle  est  donc  aussi  de  l'ordre  c^  ;  et  on  peut  considérer  ces  deux  correctiàbft 
comme  sensiblement  égales  et  de  signes  conti'aires. 

65.  Lorsqu'après  avoir  calculé  les  qu^ntitésl\I  et  N  pour  un  nombre  de 
termes  n,  on  les  calcule  de  nouveau  pour  un  nombre  de  tenues:  un,  si  on 
désigne  ces  dernières  valeurs  par  M'  et  M',  il  est  aisé,  de  voir  cjti'oii  auila 
M':=}(M+K)«  D'ailleurs  il  suffit  dé  mettre  211  à  la  placé  de  n^  dai»'l'eKf- 
pression  des  corrections  précédentes  pour  avoir  celles  qui  doivent  être  appli*^ 

quées  aux  intégrales  approchées  -  M%  -  ]N^  Ainsi  la  correction  qui'  est  Ae 
l'ordre  c*"  pour  les  résultais  -  M,  -  N,  sera  dç  J'ordre  d^'  pour  les  résultats 

-  M',  - ]S' ;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de  chiffi*es  significatifs  que  les  valeurs 

■     »  ■     ,  ..... 

approchées  ont  de  communs  avec  la  valeur  exacte  -  A^,  devient  à  peu  pi^ 

double ,  quand  on  double  le  nombre  des  termes  compris  dans  les  séiriéÉ 

M-etN.  ,-■■■:,    .---:     '-]l 

66.  Pour  donner  un  exéinplè  'âë'^^s  formules,  nous  les  appliquerons  au 
calcul  des  fonctions  complètes  E'c,  F'^,  en,  supposant  le  modifie  cs=o,  6^ 
ce  qui  donne  b  =  o«d. 

Il  faudra  d'abord  chercher  par  les  méthodes  propres  aux  fonctions  ellijMH 
ques,  les  valeurs  de  ces  fonctions,  jifin  de  les  comparer  à  celles  que  donnera 
le  calcul  dés  (quantités  M  et  N  polir  diverses  yaleii)rs'~3n  nombre  des  téftnes 
T.  11.  92 
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n.  Or  le  module  étant  c  =  o,  6,  on  tnouyera  d'abord  Tëchelle  des  modules 

et  le  coefficient  K  exprimés  l(^aritlimiquement  comipe  il  suit  • 

■ 

*  c»...  9.77815  i25o3  856o4  b....  9.90308  99869  91944 

!$•.••  9^045^75  74905  60675  ***...•  9«9973o  24.840  56647 

c^...  7.49214  83170  ooa58  4**°.^,  9*99999  79o56  3i7585 

c^..  4.38223  87370  32444  ^^^^-^  9-99999  99999  987375 

c*^.  8.16241  74827  58i88  Yl....  0,04710  52oi3  47598. 

La  valeur  de  K.  donne  F*c  =  -  K;  ainsi  la  fonction  F'c  est  égale  au  quart  de 

la  circonférence  dont  le  rayon  K  =  1 . 1 1456  44^74  8390 1 4- 
f)n  déduira  de  ces  mêmes  élémens  et  des  formules  connues 

logE'c=o.  15170  17716  26836} 

ainsi  faisant E'c=:  -  I^  c'est'à-<lire  supposant  que  la  circonférence  de  l'et- 
lipse  est  égale  à  celle  du  cercle  dont  le  rayon  e^t  I^  on  aura 

log  I  s  9^95558  18944  96683, 

fiescs^i^als  ont'été  fiûls-avecîles^préeautions  nécessaires  pour  que  les  valeurs 
de  l 'M  «b  &  fussent  cxibotés  jusqu'à  la  quatorzième  décimale  au  mcMns. 
^2o|jrioiiB:ibaiateùaiit  apfqui  tésokera  du  calcul  des  séries  M  et  N,  lorsqu'on 
supposBilrctt^)  pour  avoir  la  valeur<deEV^  et  A;  =  —»  7  pour  avoir  la  valeur 

4çF'çs 

67.  JLt'ordonnée ^tmpelée  précédemment  F  ou  F(a:)  est  |/(i  —  c^sin^x)  ou 

A(x)dans  le  premier  cas  et^-T-r  dans  le  second;  ainsi  nous  avons  d'abord 

' ' '  '  #^ 

à  calculer  les  valeurs  de  Ax  qui  répondent  aux  valeurs  successives  0:=:  — ^ 
— ,  —  ...  y^'^^r^  (jgg  ordonnées  et  la  demi -somme  des  extrêmes 
^(Ao*H  A~^)  ou  7(1  +h)j  sont  les  n  termes  dont  la  somme  divisée  par  il 
^a  la  «v^aleur  4^  M  ,ppur  l'intégrale  JAdx  =  Ë'^^  leurs  inveises  r^   et .  la 

d^ml-soinme  des  extrêmes 'î^fi  -f-  -S  sont  pareillement  les  n  termes  dont  la 
soBomB'  divisée  fiàr  1». sera  la  valeur  de .  M  pour  ;Pint^dle  /^  sa.  F V. 

Eçi^n  le^  yaleui^jX=^,  7- ,  2r«  v       7[ ''^  serviroat  à. former  les  va- 


M 
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9» 


-.t.    î 


kurs  de  Ax  et  — ,  dont  la  somme  divisée  par  n  sert  la  Valeur  de  WPpcMiîr  lîês 

intégrales/Adlr  et  f^. 

Voici  un  tableau  qui  contient  les  valeurs  de  ces  quaptilQS.ppUF.h^  cpSide 

1^  .  ,...,.-  ~ 


.  I 


<iAK:  ••'■  i:- 


X, 


Log^. 


1  6 


9.988:13  90053  928875 
9.95690  69261  918584 

9.92027  9>076  321275 


e 


ùx. 


9-99700  41457  736114 

9.9744^  23045  267570 
9,93785  37905  768480 
9.90768  98019  255376 


0.97328  27033  362764 
0.90553  85i38:^i374ij7 
o  83229  849*7  6o275ô' 


1 


■'•i  .   : 


0.99312  55287  4^^^^' 

0.94280  59279  ^5485(Dr 
0.86667  oo538  118781 
o.8o85i  82027  313724 


1.02745  07053  008^714 
ï.'id45i'526bV; '484659' 
r.  2dr4'9'  àsi^é^  »7©W0^  • 

k .  001692  *  26567  S  i  4798' 
ï  .'^6066  36745  ^^7%» 
1 .  15384^  16449  5o^ii7 
». 23683  05334  644976 


^ 


«  ^ 


On  peut  remarquer  que  les  valeurs  logarithmiques,  de  .A  coilt^nuf|6|^^ns  Cfi^ 
tableau  peuvent  se  vérifier  assez  facilement  par  le  t^éorèpou^  fie  OèXeSf^J^^eS^^^ 

puisqu'on  a  A=v/(i  — c'sin*a:)s=tyri|^***^  *f-  --'00«l?lar^^ 

tité  peut  se  mettre  sous  la  fiornur  By^(a*'*|^a0ConJ^^-  1)9  ^^  &isant  B  = 

1(1  +^)  et  û=— — rs  Si  ensuite  on  donné  S  x^l^valeurs  successives  Sj  -tt» 

•  -    ■  ■  p 

TT  »  ^  t  le  produit  des  quatre  valeurs  de  A  sçra  B*  yti  4-â'j;îâ  somme. de 
leurs  logarithmes  sera  donc  4  '^g  ^  +  »  ^^S  (?.■+•  ^))  ^^  4  ^^g  B  + 
—  û*  (i  —  ^a*  +^a'*—  etc.).  Dans  le  cas  de  notre  tableau  où  l'on  a  b;ss^pZ^, 

B  =  o.g;,ia  quantité  précédisnte  se  séduil  à*  9^8:1697:  004^8  'èiii7£f43y>oé 
qui  est.  en  effet  la  somme  dea  quatre?  legarithmea  quL  oë^xHid^t  wàx: y^fAéatà 
supposées  de  a:.  ,       .         '  »  ;    ^1       i 

68.  Avant  de  faire  /^  =  4  9  valeur  pour  laquelle,  le  tableau  est  cafaiUé,  fei^ 
sons  11=::^,  valeur  trop  petite  pour  donner  un  résuîtat  suffisamment  jappro- 
ché,  mais  qui"  fera  ypir  le  progrès  dé  l'àppioximitioUi  en*  pasMut  de  cette 
première  valeur  aune  valeur  double.  Alors  les  quantités  M  et  N  nécessaires 
pour  calculer  les  valeurs  /A€2r=:^^M,  /Ai£r=|7rN,  seront  compjpséès 

92,. 
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de-  deux  termes  seulement»  savoir  : 

Substituant  les  valeurs  numériques  données  dans  le  tableau ,  et  la  valeur 
|^i^^)a»o«9,  on  aura 

M  =  o, 90276  gaSôg  0687085, 
N  s=5  0.90279  06975  482757. 

Ces  valeurs  ne  différent  que  de  2  unitës  décimales  du  5°^  ordre,  et  le  milieu 
èntr^elles  donne  pour  i  la  valeur  approchée 

I  =  0*90277  99272  275735, 

llttqi^e  n^est  en  éhneur  que  de  5  unités  décimales  du  10™*  ordre.  On  a  peine 
i^ooncevoir  comment  le  calcul  de  deux  seuls  trapèzes,  fait  de  deui  manières- 
différentes;,  peut  donner  un  résultat  si  exact. 

:;  Fai^ops  maintenant  n=:49  ^^  appelons  M'  et  ]N'  les  nouvelles  valeurs  de 
M  et  li ,  nous  aurons 

première  quantité  est  la  même  chose  que  la  moyenne  -(M  +  1N),  dont 
notis  venons  de  donner  la  valeur,  la  secondé  se  trouvera  par  les  quatre  der- 
nières lignes  du  tableau,  de  sorte- qu'on  aura 

M'  =  0*90277  99272  275735 , 
W  =  Q.90277  99285  i68i44. 

Ces  deux  valeu/s  i;ie  difierent  que  d'une  unité  décimale  du  9"**  ordre>  et  le 
noîilieu éntr'elfes  âcipne  j^our  lia  valeur  plus  approchée 

—  ,.;.  1  =  0.90377992777219585, 

làqûèlfe  S  accorde  jparfaitemeut  avec  celle  qu'on  a  déduite  de  la  théorie  des 
fonctibns^liptiques  ;  car  la  différence  de  ces  valeurs  n'étant  que  d'une  unité 
décimale  >dtt  î5""  ordre ,  on  ne  peut  prononcer  de  quel  côté  est  l'erreur. 

69.  Par  des  calculs  semblables,  appliqués  à  la  foncdon  complète.  •  •  •• . 

—  ,  où  trouverâ  d'abord  pour  lé  cas  de  n  =  2,  les  formules 

d'où  résulte  ■     .  .  .  . 


K    '«  '" 


■         i  • 


.     •         [t 


SECTION  ir.  585 

M  =  i,ii465  763o5  74^5275, 
N  ==  i.u447  ï5649  8855855; 

ensuite  pour  le  cas  de  nz=s  ^^  on  aura 

M'  =  1.11456  44976  8i58565, 
N'  =  1.1^56  44772  864m535. 

Par  un  milieu  pris  entre  ces  deux  derniers  résultats,  on  aura  la  valeur  appro* 
chéc 

R  =  1.11456  44874  839040, 

laquelle  s^accorde  suffisamment  avec  celle  que  donne  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  puisque  la  différence  est  à  peine  de  3  unités  décimales  du  15°*' 
ordre. 

Si  quelque  chose  peut  étonner  dans  le  résultat  de  ces  calculs,  c'est  qu'on 
puisse  obtenir  une  si  grande  approximation  avec  une  valeur  de  /ï  aussi  petite 
que  /»=  4>  c'est'-à-dire  en  divisant  l'espace  qu'il  faut  quarrer  en  quatre  tra-- 
pèzes  seulement  y  et  évaluant  ces  trapèzes  de  deux  manières  différentes. 
*  En  calculant,  comme  nous  l'avons  fait,  les  valeurs  de  M  et  N  pour  le  ca& 
de  /»  =  49  o^  trouve  qu§  pour  l'intégrale /A^  ces  deux  valeurs  ce  diffèrent  ' 
que  d'une  unité  dans  1^9"'*  ordre  de  décimales,  ce  qui  doit  faire  présumer 
que  la  moyenne  entr'elles  sera  exacte  jusqu'à  la  17"*  décimale,  chose  que 
nous  n'avons  pu  vérifier,  parce  que  les  calculs  du  tableau  ne  sont  exacts  que' 
jusqu'à  la  15°**  décimale  au  plus.  L'approximation  est  un  peu  moindre  pour 

l'intégrale  j^'y  car  les  valeurs  de  M  et  N  calculées  en  supposaint  /»=  4>  <^^* 

fèrent  entr'elles  de  deux  unités  décimales  du  8""  ordre,  d'où  l'on  doit  con- 
clure que  la  moyenne  ne  sera  exacte  que' jusqu'au  15°^*  ordre.. 

70.  Au  reste,  on  peut  s'en  tenir  à  ne  calculer  qu'une  seule  des  quantités  M 
et  N,  sauf  à  lui  appliquer  la  correction  dont  nous  avons  donné  la  formule 
art.  64,  en  la  réduisant  à  son  premier  terme.  Or,  ce  premier  terme  dz^A^^ 
se  trouvera  toujours  avec  une  exactitude  suffisante  par  la  formule  de  l'art.  17. 

Pour  cela  it  faut  réduire  le  binôme  i  —  c*  sîn*  x  à  lu  forme  •...••.. 
B'(i +a'— aacosao:),  ce  qui  se  fera  en  prenant  B  =  ^(i+i),  et... 

a  =  —  r|]7  ,j;on  aura  donc  (i—c'sm*ap)*=:;r^-^y  (i +a*— a^cosax)*. 

Développant  ensuite  les  deux  membres  par  lés  formules  des  art.  i  et  6$., , 
on  aura  entre  les  coefficiens  d'un  même  cosinus  l'équation  générale  A,^  ss  : 

^^"^  j   P(à,  — -  /c).  Prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et  mettant 
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au  lieu  de  log  P(X,  — -  A)  sa  valeur  donnée  parla  formule  (17),  on  aura 

■  • 

l<^Ax  =  Xloga  —  (A-H  i)logA.-f-^log*  —  ï<^r(  —  k) 
(10)  (P  +  ifc)w  (P  +  i^^wa* 

"*■  aA  —  i(2A  +  0  "^  (I  —  a*) A  +  r 

Quant  au  signe  du  coefficient  Ax,  it  sera  le  même  que  celui  de  la  quantité 

7 1 .  Appliquons  cette  formule  à  la  détermination  de  la  fonction  complète 

E^cz=zfdx\/(i  -^c*  sin*  x);  cette  quantité  étant  représentée  par  -  A. ,  nous 

avons  déjà  trouvé  pour  Ao  la  valeur  approchée. 

M  =  0.90:176  92569, 

IttyieUe  résulte  de  la  supposition  if  =  a,  et  nous  avons  £iit  voir  (art.  64) 
que  la  oonredion  à  appliquer  à  cette  valeur  est  -—  a  A^  ou  -^  2  A4.  Paiaaat 
daiicX5K4,  i=o.8,  a=:~^,  4=1,  r(— Àr)=r(~i)=~av^çr, 
on  trommra  par  la  formule  précédente  logA^^^^^T^l^^^l  ^^  parce  que 
a4  r(-**i)  est  négatif,  il  faudra  que  A^  soit  négatif;  ob  aura  donc  A^  =  •* 
o  •  oooob  2^347  9  ce  qui  donne  k.  valeur  corrigée     ^ 

M— •aA4=o*90377  99263, 

valeur  qui  n'est  en  erreur  que  d'une  unité  décimale,  du  9*"  ordre.  Ceat 
déjà  un  assez  grand  degré,  d'approximation  obtenu  en  divisant,  en  deuii 
parties  égales  seulement  la  base  -^  ^de  l'espace  qu'il  faut  quarrer,  et  mesu- 
rant les  deux  trapèzes  curvilignes  qui  en  résultent  comme  s'iU  étaient  reo- 
teignes»  On  confoil)  dés  lors  qu'une  approximation  |)eacicoup  plu»  grande 
résultera  de  la  supposition  nz^/^,  laquelle  donne 

M  =e 0.90277  99373  375755. 

La  confection  qu'il  faut  appliquer  à  cette  valeur  étant  toujours  repréâea- 
té'e  par  —  ^A.»,  on  la  calculera  par  la  formule  précédente,  en  faisant 
A  :=  8,  et  conservant  les  autres  valeurs  dei,  a,  A:  et  r(— ^),  U  en  résul- 
tera log  At^=Q. 4305944 )  d'où  A|=55 — a.ooooo  0000a  735074,  et  la 
valeiir  corrigée 

M-^3Ai=o-go377  99377  731881  j 

Victor  q«i  ne  diffère  de  la  véritable  que  d'une  demi-mûté  décimale  du  qua- 
torzième rang; 

73.  Si  on-  vent  appliquer  de  semblables  corrections  aux  valeurs  de  M  déjà 


SECPIOR  IL  587 

« 

troaTëes  pour  la  foncftion  complète  P^==/^  V^(i—c*sin*A?)'*'^,i!  feu- 
drafeîre*:=o.8,  a=  — ^,  A=— ^,  r(— A:)=|/^. 

•lia  première- valeur  de  M  calculée  pour  le  cas  (Je  71=  :i ,  est 
M  =1.11 465  76504  ;  faisant  donc  A  =  2/2=  4;  ^^  ^^^^  P^^  ^^  formule 
préeëdente  log  A4=5.668o58i  ;  et  puisque  c^V[ — k)  est  positif,  A'^  le  sera 
aussi,  et  oh  aura  A4  =3  o .00004  'SSQtj  ,  ce  qui  donne  la  yaleur  corrigée 

M— 2  A„=  !•  11456  45o5, 

laquelle  n^est  en  erreur  que  4e  a  untkés  décimales  du  S^^^rdre.  La  seconde 
valeur  trouvée  pour  M,  savoir  : 

M  =  1 . 1 1456  44976  8i38565 , 

supppse  »=4i  ^^^  ^  ^^>  '^  comeetâon  iA^s=zi^iût»Êm^  ^ooiom  ^^9, 
et  la  voleur  corrigée       ""  .    . 

M— ^  a  A..»  1.11456  44874  84iM6, 

laqqpjlft  n'est  en  erreur  que  d'une  unité  déoimale  dn  i3*  ^tiseànid. 

7?.  On  voit,  par  ces  exemples,  que  l'éfifet  de  la  correction:  estnon-sëCde- 
ment  de  dëtennifoer  le  nombrc  de  décitoales  exactes  qui^se  tt^otrtetft  dans 
4a  valeur  4ié  M  ou'daos  celle  ^de  N,  loats  encore -d'en' ajtDuter  cinqiotï  sis 
de  plus>  ce  qui  do»Bera  ^«n  rémllat  aussi  ^xact  qu -on  voiodra ,  en  prenant 
nne  valeur  convenafble  de  n.  Quand  oii  calcule  à  la  fois  les  deux 'qnatftitéé  M 
et  N,  le  milieu  pris  entre  elles  approche  plus  du  vrai  résifltat  que  l'tme'des 
deux  augmentée  ou  diminuée  de  4a  correotian ,  mais  cet  avantage  ne 
s'obtient  que  par  un  calcul  plus  iong»^ 

74«  On  trouve  dans  les  (Buvres  de  Jean  BemonlJi  {*)  an«  théer<j»c'"poAi 
calculer  par  approximation  le  rayon  du  cercle  égal  en  circonférence  à  une 
ellipse  donnée.  Ce  théorème  fort  remàrquahle  conduit  aux  mêmes  valeurs  de 
M  et  ]X  que  donnent  les  précédantes  JCbra^ulc^s^ep  pr,enant  pour  Aua  (erme^de 
la  progression  2,  4^8 ^  16,  etc.,  ce  qui  permet  de. détfîri9lineK]géoiMtanqH6«* 
ment  toutes  les  quantités  i/(i-^£*  sjjp^ar)  dont  se  composent  les  valeurs 
de  M  et  N. 

Jean  Bemoulli  n'a  point  donna Ja  4éinonalrftlîon  de  son  théorème;  il  a 
indiqué  seulement  la  constructiqn  géométrique  qui  en  est  la  base  et  par 
laçpi^e  toi  petit  obtenir  la  valem*  très  approcliée  de  la  circonférence  de 


/ 


ttmm 


(^y)  Joh.  Bemoulli  Opéra.  Xohw  1^1 -pag.*^?' 
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toute  courbe  ovale ,  partagée  comme  l'ellipse ^  en-  quatre  parties  ^les  et 
semblables*  par  deux  axes  rectangulaires.  Cette  construction  s'exécute  au 
moyen  d'un  mouvement  continu  que  l'auteur  appelle  motus  reptorius^  et 
dont  il  détaille  les  propriétés. 

Nous  avions  pensé  d'abord  à  donner  ici  l'analyse  du  théorème  de  Jean 
BernouUi,  considéré  dans  sa  plus  grande  généralité;  mais  nous  avons  bien- 
tôt reconnu  que  cette  analyse  deviendrait  inutile,  parce  que  le  résultat  au- 
quel elle  conduit  n'est  qu'un  cas  particulier  d^une  proposition  générale 
qui  sera  démontrée  ci-après  d'une  manière  beaucoup  plus  simple. 

$  III.  Moyen  â! exprimer  toute  intégrale  proposée  par  un  arc  de  courbe. 

^b^a'      7^'  ^^  ^  ^  longueur  de  l'arc  de  courbe  AM  dont  l'origine  est  fixée  au 
point  A  et  dont  l'extrémité  M  est  déterminée  par  les  coordonnées  CPsssx,. 

PM=j^.  Cet  arc,  dont  l'expression  ordinaire  est  /dx\/f  ^  +  ^)>  peut 

être  exprimé  par  une  autre  formule  qui  jouit  de  quelques  avantages  particuliers 
et  que  nous  allons  &ire  cpnnaitre. 

Si  du  point  C,  centre  des  coordonnées,  on  mène  CZ  perpendiculaire  sur 

.    la  laugente  au  point  M ,  et  qu'on  prenne  pour  nouvelles  variables  GZ  s=  p 

et  l'angle  TME=ft,  on  aura  l'angle  PCZ=/ifc  etCZ=/»=CMcos(fer-.MCP)j 

développant  le  second  membre  et  mettant  au  lieu  de  CM  cos  MCP  et 

CM  sin  MCP  leurs  valeurs  x  etjr^  on  aura 

p^=iX  cos  /Et  -f-^  siu  f^* 

Différenciant  cette  équation  et  observant  qu'on  a  dx=S'^  ds  sin  ft  et 
dfrzsz  ds  cos  /ety  il  viendra 

r 

dp  . 

^  ss^*  COS  ft  —  JC  sm  fi. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  obtient  les  valeurs  de  or  et  j'  exprimées  en 
fonctions  de  ;;  et  de  fe,  savoir  : 

x=^co8f*  —  -^ân/», 

jr— ^sin/w  +  ScoBf*. 

Enfin,  de  celles-ci  on  tire<£r= — diAsoi  iÂ(p'\--ji\4ï^^l*  ^^/*\P'^j^)i 
donc  dsssdfiÇp-^^j  ^  et  en  înt^rant 

ss^fpdfA  +  ^  +  const.  (la) 
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Cest  répression  de  Parc  s^  dans  laquelle  il  fiiudra  suI)8Bttter  la  valent  de 
p  en  fonction  de  /e4. 

f 

j6.  Cette  valeur  peut  se  déduire  de  J'équatioiài4onnée  entre  le^^ooordon- 

nées  X  etjr^  combinée  avccTéquatîon  dtfiërentièUe  ^  — ^-^cot/x,  dont  le 

premier  membre  est  une  fonction  connue  de  x  et'/.  En  effet,  on  peut  sup- 
poser que  ces  équations  donnent  les  valeurs  de  a:  eljr  exprimées  en  fonction 
de  tangft;  ensuite  Téqtltftion  p=pX.cc^ji^rJ^»\B  fJL  fera  connaître  la  valeur 
de  p  en  fonction  de  sin  juTéX  cosft. 

On  peut  remarquer  que  ai  l'équation  entre  x  et j^  est  algébrique^  l'équa- 
tion-entre /i,;sia/t  et  cos  /ly  sera  pareillement  algélii^iquej,  inais  en  général, 
.qucUe  qi^e  soit  cette  .c-qjpation  ,^  on  prend  .Fintégral^  ^4^  de  manière 

qu'eUë  s'évanouisse  au  pQÛit  A,  ^t. que  «^  soit  la  valeur  4e, ^ en. ce  même 
point,  on  aura  Parc  .AM  où  s  :=szfpdiJL  +-^  .—  -42.  ; 

77.  Cette  même  formulé  sèrViria  à  exprimer  tputf  intégrale  proposée  par 
un  arc  de  courbe.  .     '    '       ^     : 

En  effet,. on  peut  supposer  que  cette  intégrale ^  ésL  mise: 'sous ^ là  folrme 
JpdjJLj  dans  laquelle  fe  représente  un  arc  de  cercle  indéfini  dont  leirayon 
=  X  ,  et  p  une  fonction  de  Farcit,  ou  seulement 4es  lignes  tri^nomé- 
triques  sin  fc  et  cos  ft.  On  aura  donc  l'intégrale  cherchée 

/p^i,  =.s^^^.       ,'  .   (.3) 

Quant  k  la  courbe  AMB  qof  correspond  i  cette  équatîon,  elle 'est  Sicile  à 
décrire  au  moyen  des  équations  (i  1)  dentales  seconds  membres  sont  des 
fonctions  connues  de  l'angle  fc  ou  des  lignes  trigonométriques  qui  dépen- 
dent de  cet  angle  ;  et  si*  on'  élimine  fi  de  ces  deux  équations ,  on  aura , 
sous  la  forme  ordinaire,  l'équation  entre  les  coordonnées  oret^  de  la  courbe 
dont  un  arc  compris  entre  des;4imites  données  servira  à  exprimer  l'inté- 
grale 7jb^;t.  11  faut  maintenant  montrer  dans  quelques  exemples  l'usage  de 
ecftte  théorie.          :     '        •    ^ 

78.  Exemple  /.■  Soit  ptôposée*  Fintégrale  Z=ryî/jtt  4/(1— -c»  sin*/t), 
que  nous  avions  coutume  d'exjlrimer  par  l'arc  d'ellipse  E(c,  ft)  compté  de 
l'extrémité  du  petit  axe. 

Nous  aurons  dans  ce  cas',)^:^  V^(i^^c*jBin*ft),  valeur  qui  étant  sub- 
stituée   dans  les   équations   (11)9  donne  en   faisant  &  =s  |/(  i  — ^  c*), 
T.  IL  .  93 


'  oc  sa  '*-*^.f'jruu  11*  i'*,-  Si"  on'  éUiuixiB  f*  de  œs  deux   éqùatioDS,  :  dn  «ta 

déduira^^  =  i^  (i  —  or^),  c'est  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  grand 
H'  If  axt.  Aitfsi  en  fiiigant  CAss  i  $  CR:^^b^  et  décrivant  sur  ces  deux  demv-axes 
l'eUip$e  AMB^i  on  désigne  par  .^  l'arc  AM  compté  de  l'extrémité  diji  grood 
axe  où//6=o  jusqu'au  point  Al  dont  les  coordonnées  sont  pc  etjTj  cet  arc 
servira  à  exprimer  Tintégralè  Z^  de  sorte  au'ôh  aura  Z  ou  " 


•Cette  équation  n'edt  'autre  chose  que  le  théorème  de  Fagnâni  que  tious 
avons  donné  tom.  I ,  art.  36.  En  effet ,  ^  on  dâ;erniine  l'arc  BN.  Compte  de 
l'extrémité  da  peut  axe,  par  les  coordomiées  CQ  &:£:  sin  fe,  MQss  ^cos/t,  «ù 

métne  temp^  que  rare  AM  l'est  jpat  les  coofdoimées CP i=  ^V^^JH-  «-%'> 
PM  =  -77 — ~V-r^»  on  aura,  eo  vertu  d«  ce  théorème, 

AinsL  l^pplieation  de  aotre  formule  conduit  dws  ce  cas  à  ua  tbéoràme 

'  ... 

'j'g.  JSxemple  II.  Cherchons  maintenant  la  courbe  qui  par  ses»  arcs  peut 

servir  k  exprimer  l'intégrale  Z^=^  1  ,^,  _\  -  »  y  intégrale  que  nous  avons 

coutume  de  représenter  par-F(c,jÈt);,^        '        ^ 

li&ut  feîmdam  i:e  Qa»/9a:i(t  4t*o^:iifi'^^^  doimesB.ies  vdb«r» 

suivantes  dM  ooordoonées  X  et  r  c  .  t    I 


•  « 


(l  — C*81|l*^)» 


sinfê 


^{l   t^Û*  COS-lft)» 


«»..■;  •  ' 


(i— c*8inV)* 

Cette  courbe  qui  appartient  au  sixième  degré  et  dont  la  forme  se  rappiikSit 
de  oeUede  l'ell^pçej- tant  qu'on  a  c^'Ki^  est- la  même  ^ue  nca^s  9vx>ns 
déterminée  d'une  autre  manière  dans  la  théorie  d^  £onciioM  elliptiques, 
chap.  y  II;  elle  donne  Z  ou 


sBcrnow  n.  89^ 

et  la  finiotMMi  compléCe  F'<;  ss  é* ,  5*  étant  le  quart  de  la  cdtirbe  compris  ée- 
puis  ;tt=:o  jusqu'à  ju  =  ^7r.  •       '--  • 

Le  cas  de  ^  =  7  est  géoéralement  résoiu^  cotnme  on  a^it,  par  la  lemnis- 
cate  qui  n'est  qa»  du  quatnèaie  degré,  et  dont  Im  ftrc»  expriment  directe- 
ment h^  fpnction  F  sans  addition  d'aiicune.  quantité  algétjfique^  l^a  «olp^on 
du  même  cas  déduite  de  la  formule  précédente  doqne  une  courbe  du  si;p:ième 

degré  dont  l'équation  esijr=:c(2  +a:'3  V^O  •^^J^  ou^*=2 — •jX^ — |^^ 
Cette  courbe  est  moins  simple  que  la  lemni^cate,  maïs  elle  a  l'avantage  d'a- 
voir une  figure  peu  diflerente  de  éelle  de  l'ellipse. 

80.  H  eat  très  remarquaWé'que  tibtre  ndùveffe  forfaiule''c6!ltJuise'  ^i  fecfile- 
ment  à  la  solution  d'un  problème  que  nous  avons  «gardé  comaie  fort  diffi- 
cile, et  qui  parait  n'admettre  aiacune  autre  solution;  celui  de  trouver  une 
courbe  algébrique  lion t  les  aofcsdwprésentent  généralement  la  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce  F(cf'jfit),      .> 

£n  général  on  voit  que  toutes  leç  îw  que  p  sera  une  fonction  algébrique  de 
sin  /Et  et  cos  (jl  ,  la  courbe  dont  les  arcs  ser-vjent  à  exprimer  l'int^ale  fpdfi^ 
sera  aussi  une  courbe  algébrique.  Ainsi  la  quadrature  d'une  courbe  algébri- 
que peut  toujours  se  réduire  à  la  rectification  d'une  autre  courbe  aljgébrique , 
proposition  dont  l'inverse  Seulement  était  connue.  ^'  ' 

8f.  Exemple  III.  Soit  prôppse'de  trouVer  la  courbe  algâlrique  dont  lés 
arcs  représentent  la  fonction  el]Ef>lique  de  troisième  espèce  n(#Ï9  tf ,  /E4)fl9= 

± ^ 

U  suffira  de  faire  ^  s»  (i  -f-  n  sin^/i)""*  (i  ^-  c'sin*  ft)"%  et  la  8ul)8titûUon 
de  cette  valeur  dans. les  équations  (11)  donnera  les  valeurs  suivantes  des 
coordonnées  de  cette  courbe,  où  l'on  »  fait  \/(i  — c*sin^ft)=:  a. 


h 


"  m 

y  —  (i+ITb^M^  [^  +^  —  2»-f-  (3»—  i)  (i  +c*)sin*a— 4c*nsinV]. 
On  aura  ensuite  pour  la  fonction  P  i)ette  expression 

T\(n    r       ^ -—       ,'      2/>sip^cos/»  c'siD^cos/» 

et  si  s^   représente  le  quart  de. la  courbe. compris  depuis  ft  =  o  jusqu'à 
u  =  ^  '^,  on  aura  la  fonction  complète  n*(/i,  c)  =:  j*. 

On  trouverait  de  la  même  manière  la  courbe  algébrique  .dont  lea  arcs  «err 
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viraient  a  exprimer,  dans  le  cas  des.  paramètrej^iaiagÎMireSi  la  double  fimo*- 
tion  de  troisième  espèce. 

Bit.  Exemple  //^.  Soit  /?==  a  sih  jie  tang*  fc,  on  aura  xssaa  tang*  f*, 


2UX 


js=53atang>  et  5=3  j^  —  2a. 

On  déduit  de  ces  valeurs  l'équation  at^s^^;  ainsi  la  .coorbedont  il 
s'agit  est  la  seconde  parabole  cubique.    ^ 

85.  Exemple  V.  Soit  />=  tfcosft+^sinfc^— ^^  *]][]^^/^^  i,  on  aura» 
en  supposant  a*  5=^-4*^9^ 

xssa ^       ^    -, 


]■ 


D'après  les  valeurs  de  .r  et  de  7* ,  on  trouve  que  l'équation  de  la  courbe 

peut  être  misç  sous  la  forme  Yi--~îV+/i-— t^  et  alors  on  voit 

que  cette' cdùrbe  est  la  dévelof>pée  de  l'ellipse.  m 

84-  En  général,  si  on  prend  la  valeur  de /^  telle  qu'on  puisse  obtenir 
algébriquement  l'intégra  le  y^^fjU,  l'arc  s  dont  cette  intégrale  dépend,  s^ex- 
primera  aussi  algébriquement.  Onproduîrà  âlnfi  une  classé  infinie  de  courbes 
recdfiables,  comme  sont  toutes  les  développées  des  Courbes  algébriques. 

Soit  2\ovs  fpdft  :=i  q ^  ou  p:s=z  ^,  on  aura  pour  décrire  l'une  quelconque 
de  ces  courbes,  les  équations 

dq  ddq    . 

da    •  i    dda 

jr  =  g8m;i  +  ^cos;t, 
et  la  longueur  d'un  de  ses  arcs  sera  donnée  par  la  formule 

5  =  AT  -♦-  T-?  +  consU 
85.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  toute  quadrature  proposée  se  ré- 
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doit  .À  la  rectification  d'an  arc  de  courbe  compris  entre  deux  points  don- 
nes, ce  qui  peut  contribuer  à  simplifier  la  construction  géométrique  d'un 
grapd  nombre  de  problèmes  j  car  en  général  on  peut  obtenir  plus  faci- 
lement une  première  valeur  approchée  d'un  arc  de  courbe  dont  on  a 
l'équation  que  celle  d'une  quadrature.  Mais  s'il  s'agit  de  calculer  avec 
beaucoup  de  précision  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  proposé,  il  convien- 
dra de  revenir  aux  formules  du  $  I ,  pour  déterminer  l'arc  s  par  le  moyen 
de  Viaiégrale  Jpd/JL.  C'est  ce  que  nous  allons  développer  dans  le  §  suivant. 

$  ly.  Formules  pour  calculer  avec  précision  la  longueur  de  tout  arc  de 

courbe  proposé. 

86.  Soit  comme  ci-dessus,  l'arc  AM:=^,  la  perpendiculaire  CZ  abais-  Fig.  A. 
sée  du  point  fixe  G  sur  la  tangente  en  M  ^=Py  l'angle  TMP  que  fait  la  tan* 
gente  avec  l'ordonnée  MP,  =^6;  on  pourra  regarder  p  comme  une  fonction 
connue  de  l'angle  ft  ou  des  lignes  trigonométriques  qui  déterminent  l'angle 
lA  et  faire  en  conséquence  ^=  F(fe).  Cela  posé,  on  aura  la  longueur  cher- 
chée 

l'int^rale  fpd/JL  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  au  pmnt  A. 

Cette  formule  se  simplifie  en  supposant  que  l'axe  des  abscisses  CP,  qu'on  Fîg.  B. 
peut  prendre  arbitrairement ,  se  confond  avec  la  perpendiculaire  à  la  courbe 
menée  par  le   point  A  ,   car   alors   on    aura    dans  ce   point  fc  =s  o ,  et 

-^  =  0,  ce  qui  donnera  j=/y>J;tt-f-^. 

Maintenant,  pour  avoir  la  longueur  totale  AMB?=^'^  il  faut  prendre 
l'intégrale  Jpjd(^  depuis  le  point  A  où  nous  supposons  /t  =  o  jusqu'au 
point  B  où  nous  supposerons  /x  =  8.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  au  moyen 
des  formules  du  $1;  elles  donnent  d'abord,  en  prenant  le  nombre  entier 
n  à  volonté,  les  valeurs  approchées yj9£2;t=0M,y]9^/A==:8N,  dans  lesquelles 
M  est  la  moyenne  entre  les  n  quantités  suivantes  : 

KFO  +  F9),    Fi,    F^-'.;...FÎi=ifl,.. 
et  N  est  la  moyenne  entre  les  n  quantités 

fi-,    f|^,     F^ F^^^^l 
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On  aura  ensuite  des  valeurs  plus  exactes  de  l'intégrale  fpdfi  en  appli** 
quant  les  corrections  nécessaires  aux  quantités  âM  et  6N. 

'87.  Mais  il  faut  avant  tout  examiner  le  cas  particulier  où  nous  avDns 
déjà  fait  observer  que  le  calcul  n^ndique  aucune  correction ,  ce  qui  ne 
vent  pas  dire  que  la  correction  est  nulle  ,  mais  que  les  quantités  êM  et  flIM 
approchent  beaucoup  de  la  vraie  valeur  de  l'intégrale  fpdfJL)  qu'elles  en 
approchent  à  peu  prés  également  l'une  en  plus,  l'autre  en  moins;  que  le 
milieu  piis  entre  ces  deux  quantités  donnera  environ  deux  fois  plus  de 
chiffres  significatiFs  exacts  que  l'une  des  deux  séparément;  qu'enfin,  après 
Tessai  fhit  sur  des  valeurs  assez  petites  de  /z,  qui  feront  voir  combien  de 
décimales  exactes  on  tire,  soit  des  valeurs  6M  et  8N  prises  séparément, 
soit  de  leur  moyenne  î(flM-4-fl]N),  on  sera  à  portée  de  juger  quelle  est 
définitivement  la  valeur  qu'on  doit  donner  à  n  pour  obtenir  tel  degré  d'ap* 
proximation  qu'on  voudra. 

Dans  ce  même  cas,  les  quantités  ^  ^t  -^^  sont   nulles^  de  sort^  que 

Pare  entier  s^  s'exprimera  par  Pune  dea  dettx  valeurs  6M  et  9N ,  ou  pins 
exactement  par  le  milieu  pris  entre  elles. 

88.  Ces  résultats  s'appM(|uent  immédiatement  à  toutes  les  courbes  ovales 
qui  comme  l'ellipse  ont  la  propriété  d'être  partagées  en  quatre  {)arties  égalas 
et  semblables  par  deux  axes  rectangulaires ,  qui  sont  en  même  temps  per- 
pendiculaires k  la  courbe. 

Alors  ^  en  faisant  8  c=  -^^f  le  quart  d'une  telle  cou^rbe  sera  exprimé  par 

-M   ou  -  N,  en  calculant  M  ou  N  d'a^rè^  une  valeur  de  n  qui  réponde 

au  degré  d'approximation  qu'on  veut  obtenir.  Ainsi  le  calcul  donne  immé- 
diatement par  les  quantités  M  ou  N,  le  rayon  du  cercle  égal  ea  circonférence 
à  la  courbe  proposée. 

U  ne  s'agit  dans  chaque  cas  que  de  chercher  la  fonction  p  ou  Ff6  qui  repré* 
sisnte  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  la  tangente  au  point  où  l'anglç 
que  fait  cette  tangente  avec  l'axe  des  ordonnées  est  [i.  Avec  cette  fonctioi& 
Yfi  on  formera  les  n  quantités  dont  la  moyenne  désignée  par  M  ou  par  N 
sera  la  valeur  du  rayon  cherché.. 

Telle  est  la  proposition  générale  dont  nous  avons  parlé  dans  l'art.  74  9  ^^ 
comprend  comme  cas  particuliers,  non  seulement  le  théorème  de  Jean  Ber- 
noulli  sur  la  circonference.de  l'ellipse,  mais  encore  tous  les  théorèmes  sem- 
blables qu'on  pourrait  déduire  de  la  considération  du  motus  reptorius  de 
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cet  axileur,  appliquée  aux  courbes  compoftées  de  quatre  parties  égales  et 
comme  l'ellipse;  théorèmes  qui  son(  limités  par  ce  genre  de  construction 
au  cas  où  n  est  une  puissance  de  a ,  mais  qui,  suivant  notre  proposition , 
auraient  lieu  également  pouir  toute  valeur  du  nombre  entier  n.     . 

89.  Nous  observerons  encore  que  la  fonction  P(A,  A:),  considérée  dans  la 
section  I,   sous  le  nom  de  P(A,  72),   a   pour  expression  générale 

-fz — : — f  ^^       Tîj   celte  •intégrale  .étant  prise  depuis  /jlz=:o   jusqu'à 

fA=l7r.  Or^  si  d'après  la  valeur  p=:F{fz)=  f^.^JZ't^cos^f.y'  ^°  ^^^' 
struit  une  courbe  qui  par  ses  arcs  serve  à  exprimer  l'intégrale  yjb^jt^,  cette 
iX)urbe  sera  composée  ^ -comme  l'ellipse,  de  quatre  parties  égales  et  semblables  ; 

de  aorte  qu'on  aura  entre  les  limites  assignées  j^^/tsss  -  M  pu  JpdfA  =  -  N, 

et  par  suite  P(A,  *)=M,  ouP(A,  A:)=dN,  ou  plus  exactement  P(X,  A:)=^M+N). 

Ainsi,  la  fonction  P(A|  k)  dont  nous  avonft  développé  les  propriétés, 
se  rapporte  au  cas  le  plus  simple  des  quadratures ,  et  sa  détermination  ne 
dépend  que  des  quantités  M  et  N ,  qu'on  peut  Former  immédiatement  au 
moyen  de  la  fonction  /?^^  F(^)  et  du  nonobre  entier  n  pris  arbitrairement. 

Il  en  serait  de  même  des  coelKcieoa.  différentiels^ ,    ^5— ,  etc. ,  qu'on  déter* 

minera  semblablement  après  avoir  mis  chacun  d'eux  sous  la  forme  -  fpd/JL- 

Qp.  On  peut  remarquer  enfin  que  le  résultat  trouvé  pour  les  courbes 
ovales  composées  de  quatre  secteurs  à  angle  droit,  égaux  entre  eux  et  pla- 
cés symétriquement  autour  des  axes  communs,  s'étend  à  uneinfînité  d'autres 
courbes  composées  d'un  même  secteur  qui  se  répète  un  certain  nombre  de 
ibis  dans  des  positions  alternatives.  Soit  d  Pangle  de  ce  secteur  ;  si  9  est 
commensurable  avec  l'angle  droit,  la  courbe  rentrera  sur  elle-même  après 
une  ou  plusieurs  révolutions  autour  du  centre  commun  de  tous  les  sec^ 
teurs;  mais  si  6  n'est  pas  commensurable  avec  l'angle  droit,  la  courbe  fera 
une  infinité  de  révolutions  autour  de  son  centre.  Dans  tous  les  cas,  l'arc 
de  courbe  qui  termine  le  secteur  dont  l'angle  est  0,  a  pour  valeur  la  quan- 
tité flM  ou  6N,  c'est-à-dire,  qu'il  est  égal  en  longueur  à  l'arc  du  secteur  cir- 
culaire dont  l'angle  est  ô  et  qui  a  pour  rayon  la  valeur  de  M  où  de  N 
donnée  dans  l'art  85.  Eii  vertu  de  cette  observation,  notre  théorème  se  trouve 
appliquée  un  système  infini  de  courbes,  dont  les  ovales,  à  quatre  parties 
^ales,  ne  sont  qu'un  cas  particulier. 
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91.  Si  nous  revenons  maintenant  à  la  détermination    générale  de  Taré  i' 
dont  les  limités  s*étendent  depuis  fc  =  o  jusqu'à  fesO,  nous  verrons* qto^l 

suffit  d'ajouter  le  terme  ^  a  la  valeur  de  ^^/t  ou  f^df^f  donnée  dans 
Fart.  5g.  On  aura  donc  pour  cet  objet  les  deux  formules  suivantes  dans 
lesquelles  ûi  =  - , 


s*  =  BM  +  :7-  —  — .  -î- 
,.  «  AN  a.  ^  j.  î:!    ÎË 


720  \«î»' 
7«»t  /«TF 

5760    V//!»' 

rfr 


dTo\ 


Ces  formules  se  simplifient  beaucoup,  si  l'on  a  ^  s=  oy«e'est-à-dire ,  -si  le 

rayon  vecteur  CB  est  perpendiculaire  sur  la  courbe,  au  point  B,  comme  le 
rayon  vecteur  CA  l'est  au  point  A.  Or,  cette  (^mdliio»-cst  toujours  facile 
il  remplir,  parce  qu*on  pct^  prendra-  pOur  centre  des  coordonnées,  l'in- 
tersection des  deux  perpendiculaires  à  l'arc  ÀMB,  menées -par  ses  deux 
extrémités  A  et  B.  Alors  on  aura  les  valeurs  corrigées 

•  il'....-  ( 

**.     /cPF  ^_  <PFo\  *  , 

7ao  W'  d^J* 

7»«   aPF        d*?o\ 
6760  \ïp  ■"  IfF)  » 
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lesquelles  pourront  être  portées  à  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra ,  en 
prenant  oà  assez  petit  ou  n  assez  grand  pour  que  le  terme  suivant  de  la 
correction  soit  négligeable. 
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